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V o r r e d e . 


Als  ich  meinen , vor  vier  Jahren  erschienenen, 
Grundriss  der  Krystallographie  bearbeitete,  in 
welchem  ich  die  repräsentative  und  systemati- 
sche Methode  der  Mohs’schen  mit  den  so  ein- 
fachen geometrischen  Principien  der  Weiss’schen 
Krystallographie  zu  vorcüiigen  suchte^  da  war 

ich  noch  unbekannt  mit  den  grossen  Vorthei- 
len einer  analytisch -geometrischen  Behandlung 
dieser  Wissenschaft,  wiewohl  selbige  in  der, 
zuerst  von  Weiss  geltend  gemachten  Lehre  von 
den  Axen  ihre  wesentliche  Grundlage  gefunden 
hatte.  Bald  nachher  wurde  ich  jedoch  durch 
die  Arbeiten  von  Lame,  Kupffer,  Neumann  u.  A. 
auf  diese  Behandlungsweise  aufmerksam  ge- 
macht, und  gelangte  allmälig  zu  der  Ueberzeu- 
gung,  dass  sie  die  einfachste  und  natürlichste 
'•hter  allen  Methoden  sey  und  seyn  müsse.  Ich 
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versuchte  nun  eine  Umarbeitung  der  ganzen 
Wissenschaft  im  Geiste  dieser  Methode,  und 
habe  sie  auch  an  der  hiesigen  Bergakademie 
seit  drei  Jahren  in  ihrer  neuen  Form  vorgetra- 
gen. Der  Erfolg  entsprach  meinen  Erwartun- 
gen vollkommen,  indem  zumal  die  krystallo- 
graphischen  Berechnungen  eine  Einfachheit  und 
Eleganz  erhielten,  wie  ihnen  solche  durch  eine 
trigonometrische  oder  synthetisch -geometrische 
Begründung  nimmer  verschafft  werden  konnten. 

Da  ich  nun  ausserdem  durch  fremde  For- 
schungen sowohl,  als  auch  durch  eigene  Un- 
tersuchungen auf  die  Entdeckung  mancher  Un- 
vollkommenheiten geleitet  wmrde , mit  weh 
chen  jener  Grundriss  behaftet  ist;  da  ich  na- 
mentlich die  Lehre  von  der  Ableitung  einer 
theilw'eisen , und  die,  früher  fast  nur  angedeu- 
tete, Lehre  von  den  Combinationen  einer  gänz- 
lichen Umarbeitung  unterw^erfen  musste,  auch 
endlich  die  so  interessanten  und  fruchtbaren 
Lehren  der  angewandten  Krystallographie  in 
den  Kreis  meiner  Studien  und  Forschungen  auh 
nahm,  so  bildete  sich  mir  ällmälig  die  Wissen- 
schaft in  derjenigen  Form  aus,  in  welcher  ich 
sie  gegenwärtig  den  Krystallographen  und  Ma- 
thematikern zur  Prüfung  vorlege. 


Vorrede. 


IX 


Dieser  erste  Band  begreift , nebst  der  Ele- 
mentarlehre , die  drei  ersten  Abschnitte  der 
eigentlichen  reinen  Krystallographie ; ein  bald 
nachfolgender  zweiter  Band  wird  die  übrigen 
Abschnitte  der  reinen  und  die  angewandte 
Krystallographie  enthalten,  welche  letztere  die 
Lehre  Von  den  Unvollkommenheiten  der  Kry- 
stallformen  und  den  Zwillingskrystallen , von 
der  Messung,  Zeichnung  und  Modelliriing  der 
Kiystalle  behandelt , und  mit  einer  kurzen 
Uebersicht  der  Geschichte  und  Literatur  der 
Wissenschaft  endigen  wird. 

Der  Elementarlehre  glaubte  ich  eine,  dem 
nächsten  Bedürfnisse  der  Krystallographie  ent- 
sprechende Darstellung  der  analytischen  Geo- 
metrie der  gera<it.-ii  Linie  und  Ebene  einverlei- 
ben ZU  müssen,  weil  dieselbe  nicht  nur  über- 
haupt weniger  betrieben  zu  werden  scheint, 
sondern  sich  auch,  bei  der,  in  den  meisten 
Lehrbüchern  befolgten,  zwar  etwas  einfacheren, 
aber  minder  symmetrischen  Schreibart  der  Glei- 
chungen nicht  so  unmittelbar  an  die  Bezeich- 
nung der  Krystallgestalten  anschliesst,  als  wenn 
man  z.  B.  die  Gleichung  Ax By Cz-Sf  D = 0 

die  Form  — I-  'r  d — = 1 bringt.  Dass  ich 
a 0 c ° 
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dabei  die  vier  ebenen  Winkelräume,  in  welche 
die  Ebene  durch  beide  Axen  getheilt  wird,  all- 
gemein Quadranten,  und  eben  so  die  acht 
körperlichen  Winkelräume,  in  welche  der  Raum 
durch  die  drei  Coordinatebenen  getheilt  wird, 
allgemein  Raiimoctanten  genannt  habe,  es 
mögen  die  Axen  recht-  oder  schiefwinklig  seyn, 
diess  ist  eine  Licenz,  welche  manche  Bequem- 
lichkeit gewährt,  und  mir  daher  von  den  Ma- 
thematikern vergehen  werden  mag. 


Carl  Naumann. 


enn  wir  die  Naturgeschichte  des  Thierreiches 
oder  jene  des  Pflanzenreiches  studiren  wollen,  so 
Werden  wir  vor  allen  Dingen  darüber  ins  Reine  kora- 
Joen  müssen,  Avas  denn  eigentlich  zunächst  der  Ge- 
genstand unserer  Avissenschaftlichen  Betrachtung  in 
jedem  der  genannten  Reiche  seyn  kann.  Das  Thier- 
*’eich,  das  Pflanzenreich  ohne  Weiteres  in  seiner  Ge- 
samrntheit,  und  gleichsam  in  einem  Anlaufe  en  masse 
studiren,  das  ist  eben  so  unmöglich,  als  den  Kö- 
lner zu  lesen,  oline  Jvcnntniss  der  cinzelen  griechi- 
schen Worte,  vteimeiir  Tnüss  unser  Studiujn  mit 
Beobachtung  und  Erforschung  der  Einzeldinge  begin- 
nen, und  kann  sich  nur  allmälig  zu  den  grösseren 
und  grösseren  Gruppen  derselben  erheben. 

Was  ist  nun  aber  das  Einzelding,  welches  wir 
zunächst  in  das  Auge  fassen  müssen,  gleichsam  die 
Einheit,  das  untheilbare  letzte  Glied,  auf  Avelclies  wir 
gelangen,  wenn  Avir  das  Thierreich  oder  Pflanzenreich 
in  immer  kleinere  Gebiete  zerfallen?  — Oftenbar 
nichts  Anderes,  als  Avas  der  gesunde  Menschenver- 
’^^und  als  ein  Thier,  als  eine  Pflanze  unterscheidet 
und  benennt;  diese  vollkommen  isolirten  Wesen,  von 
schl  '^  ‘’in  jedes  gleichsam  eine  kleine  Welt  um- 
^esst,  AA'elche  ihre  eigenen  ZAvecke  und  die  Bedin- 
Sn"oen  zur  Erreichung  derselben  in  sich  trägt,  und 
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für  welche  die  Gesammtheit  der  übrigen  Dinge  als  ' 
Aussenwelt  vorhanden  ist.  Das  einzeln  Thier,  die 
einzele  Pflanze,  mit  einem  Worte,  das  organi- 
sche Individuum  stellt  sich  nnserm  Blicke  so  un- 
verkennbar als  die  selbständige  und,  wenn  auch  zu  ^ 
dem  Ganzen  contribuirende , doch  von  ihm  losgeris- 
sene Einheit  dar,  dass  unsere  Frage  ganz  überflüssig, 
und  der  näheren  Beachtung  kaum  werth  zu  seyn 
scheint.  Aber  dennoch  ist  sie  es,  weil  Fälle  eintre- 
ten,  wo  dieses  Individuum  nicht  mehr  so  isolirt  und 
selbständig  erscheint,  Avie  es  in  diesem  Schmetterling 
oder  jenem  F.ichbaume  selbst  vom  Kinde  anerkannt 
wird;  Aveii  Fälle  eintrcten,  avo  Avir  dieses  IndiAÜduum 
mit  unscrn  Sinnen  kaum  zu  entdecken  vermögen,  und 
uns  fast  mehr  durcii  Raisonnement  als  durch  An- 
schauung von  seinem  Daseyn  überzeugen  müssen.  In 
den  höheren  Thier  - und  Pflanzenclassen  sind  freilich 
die  Individuen  so  vollkommen  abgeschlossene  und 
selbständige  Einzelvve.sen , dass  der  Naturforscher  gar 
keiner  vorläufigen  üeberlegung  bedarf,  um  sich  zuj 
überzeugen,  ob  er  es  mit  Individuen  zu  thun  habe,' 
oder  nicht.  Selbist  da,  wo  die  Association  der  Indi-j 
viduen  schon  anfängt  Gesetz  zu  Averden,  wii-d  er 
nicht  leicht  Gefahr  laufen  , das  Individuum  zu  ver- 
kennen; und  erst  da  aufhören,  gleichsam  blindlings 
hinauszugreifen,  avo,  wie  in  den  Flechten  und  zusam- 
mengesetzten Polypen,  eine  innige  VerAvachsung  und 
Verschmelzung  der  Individuen  herrschend  Avird. 

Wenn  wir  uns  nun  im  Gebiete  der  organischen 
Natur  überall  auf  das  Individuum,  als  das  nächste 
Object  unserer  Avissenschaftlichen  Forschung,  verAvie- 
sen  finden;  wenn  Avir  in  den  Individuen  die  Gattung 
studiren,  und  uns  sorgfältig  hüten  müssen,  dieselbe!’ 
da,  wo  sie  gleichsam  in  der  organischen  Masse  ver 
sunken  sind , zu  verkennen  und  zu  übersehen ; s*', 
entsteht  uns  wohl  ganz  natürlich  die  Frage,  wie  siel 


ß i n l e i t u n g.  3 

<lenn  die  Sache  im  Gebiete  der  anorganischen  Natur 
verhalte;  ob  auch  da  der  Begriff  des  Individuums 
seine  angemessene  Verwirklichung  gefiinden,  oder  ob 
nur  die  Masse  schlechthin,  gleichsam  im  chaotischen 

Zustande,  als  eine  rudis  indigestaque  moles  existire  

Es  kommt  nur  auf  eine  Vergleichung  der  organischen 
Individuen  mit  den  mancherlei  Vorkommnissen  der 
anorganischen  Materie  an,  “iim  diese  Frage  mit  Ja  oder 
mit  Nein  zu  beantworten.  Räumliche  Isolirung  durch 
allseitige  Abgeschlossenheit  der  Umrisse  einer  selb- 
ständigen, in  sich  vollendeten  Gestalt  ist  das  Erste, 
Wodurch  sich  uns  die  Individuen  der  Thier  - und 
Pflanzenw'elt  zu  erkennen  geben.  Eine  genauere  Be- 
trachtung belehrt  uns  ferner,  dass  diese,  mancherlei 
Organe  und  Gliedmaassen  umschliessende,  Gestalt  al- 
len Functionen  des  Individuums,  allen  Bedürfnissen 
seiner  inneren  Oekonomie,  allen  Aeusserungen  sei- 
ner Lebenskraft,  mit  einem  Worte,  dass  sie  den 
Ztvecken  seines  Daseyns  vollkommen  angemessen  ist; 
und,  wie  zusammengesetzt  auch  die  äussere  und  in- 
nere Structur  der  Thier-  und  Pflanzenkörper,  wie 
verwickelt  da.s  Spiel  ihrer  Thatigkeitcn  Seyn  möge 

überall  finden  wir  als  höchstes  Gesetz  dieselbe  Ein- 
heit des  Zweckes  in  der  bewundernswürdigen  Har- 
monie ausgesprochen,  mit  welcher  diess  Alles  inein- 
andergreift. 

Im  Gebiete  der  anorganischen  Natur  vermissen 
Wir  freilich  das,  was  uns  in  den  organischen  Indivi- 
duen als  Lebenskraft  und  Lebenszweck  an  unsers 
eigenen  Daseyns  Bedingungen  und  Zwecke  erinnert; 
hier,  auf  einer  tieferen  Stufe  des  Seyns  und  Wirkens, 
verlieren  jene  Begriffe  ihre  Bedeutung,  und  die  sich 
1^  steten  Kreisläufe  wiederholenden  biologischen 
G^täusserungen  und  physiologischen  Processe  der 
""d  Pflanzenkörper  sinken  zu  blossen  physi- 
‘®chen  Kraftäusserungen  und  chemischen  Proces- 
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sen  herab.  Giebt  es  daher  Individuen  iin  Bereiche 
der  anorganischen  Natur,  so  müssen  wir  sie  diesem 
allgemeinen  Charakter  derselben  angemessen  finden, 
so  können  wir  an  sie  nicht  dieselben  Anforderungen 
machen,  können  sie  nicht  mit  demselben  Maassstabe 
messen  wie  die  Individuen  der  organischen  Natur. 
Aber  ein  ähnliches  Verhältniss  der  räumlichen Iso- 
lirung,  ein  ähnlicher  Zusammenhang. zwischen  der 
Gestalt  und  demjenigen,' was  wir  als  Repräsentanten 
der  biologischen  und  phj'siologischen  Kraftänssernn- 
gen  so  eben  genannt  haben , muss  mich  hier  Statt 
finden,  wenn  anders  Individuen  auch  in  diesem  Na- 
turreiche vorhanden  sind. 

Es  entstehen  uns  daher  die  beiden  wichtigen 

Fragen : 

1.  Giebt  es  Vorkommnisse  der  anorganischen  Ma- 
terie von  selbständiger,  ringsum  geschlossener 
Gestalt? 

2.  Lässt  sich  für  diese  Vorkommnisse  ein  Wech- 
selverhältniss , eine  nothwendige  gegenseitige 
Beziehung  und  Abhängigkeit  zwischen  l'orm  und 
Qualitäten  nachweisen. 

Die  anorganische  Materie  ist  bekanntlich  eines 
dreifachen  Aggregatzustandes  fähig,  indem  sie  entwe- 
der gasig,  oder  flüssig,  oder  starr  aufditt.  Da  nun 
der  gasförmige  sowohl  als  der  flüssige  Zustand  durch 
absolute  Gestaltlosigkeit  charakterisirt  sind»),  indem 
sich  jede  in  einem  dieser  Zustände  befindliche  Sub- 
stanz den  Conturen  der  sie  umgebenden  starren  Kör- 
per anschmiegt,  und  dadurch  die  völlige  Zufälligkeit 
und  Bedeutungslosigkeit  ihrer  räumlichen  Be^änzung 
beurkundet,  so  ist  auch  hiermit  für  die  gasigen  und 


+)  Die  Tropfenform  kann  woM  kaum  als  eine  Instanz  gegen 
diese  Behauptung  gelten,  so  wenig  als  die  durch  die  Schwerkraft 
bedingte  horizontale  Oberfläche  der  Flüssigkeiten. 
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flüssigen  Substanzen  jeder  Gedanke  an  die  Möglich- 
keit nicht  nur  einer  selbständigen  und  eigenthiimli- 
chen  Gestalt,  sondern  auch  eines  Causalzusaminen- 
hanges  zwischen  Form  und  Qualitäten  abgewiesen. 
Wir  finden  uns  daher  nur  noch  an  die  starren  Kör- 
per gewiesen,  welche  in  der  Stabilität  ihrer  Formen 
wenigstens  die  Bedingungen  für  jene  Möglichkeit  ent- 
halten. 

Es  zeigen  aber  die  starren  anorganischen  Körper 
in  Bezug  auf  ihre  Configuration  zAvei  sehr  auffallende 
Verschiedenheiten.  Einige  erscheinen  in  mehr  oder 
weniger  regelmässigen  polycdrischen  Gestalten,  de- 
ren Flächen  unter  bestimmten  Winkeln  zusammen- 
stossen,  und  oft  so  glatt  und  eben  sind,  dass  man 
eher  einen  durch  künstliche  Schleifung,  als  durch  die 
Natur  selbst  facettirten  Körper  vor  sich  zu  haben 
glaubt.  Andere,  und  zwar  die  meisten  anorganischen 
Körper  dagegen  treten  in  Gestalten  auf,  welche  kaum 
Spuren  von  jener  Regelmässigkeit  zeigen,  und  ent- 
weder in  den  mannichfaltigsten,  platten  oder  krumm- 
flächigen Begränzungen  frei  in  den  Raum  hinausra- 
o-en,  oder  in  ähnMidicn,  ziiiii  Tlieil  aiicli  ganz  unbe- 

stiiiiiiiburcn  Formen  von  andern  Massen  umschlossen 
werden. 

Aber  selbst  jene  regelmä,ssig  gestalteten  Körper 
zeigen  sich  nicht  immer  in  ringsum  geschlossenen 
Formen,  so  dass  es  scheint,  als  könne  ihnen  eine 
allseitige  räumliche  Isolirung  nicht  immer  zugestan- 
den werden.  Zwar  giebt  es  vollkommene,  ringsum 
ausgebildete  Polyeder,  welche  gleichsam  frei  schwe- 
bend in  einer  sie  umhüllenden  Matrix  suspendirt  sind; 
allein  bei  Weitem  die  meisten  polycdrischen  Formen 
der  Art  erscheinen  entweder  aufgewachsen  auf  einer 
fremdartigen  Unterlage,  deren  Oberfläche  die  Stetig- 
keit ihrer  Configuration  unterbricht,  oder  sie  sind 
•Icrmassen  neben  und  durch  einander  verwachsen, 
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dass  sie  nur  niit  einer  theilweis  ausgebildeten  Gestalt 
in  den  freien  Raum  hinausragen,  nach  den  übrigen 
Richtungen  aber  in  eine  einzige  Masse  verschmolzen 
sind.  Dieser  letztere  Umstand  kann  jedoch  nur  als 
ein  Beweis  dafür  angesehen  werden,  dass  die, 
schon  auf  den  niederen  Stufen  der  organischen  We- 
sen unverkennbare , Tendenz  zur  Aggregation  und 
Verschmelzung  der  Individuen  in  der  anorganischen 
Natur  das  allgemein  herrschende  Gesetz  des  Vorkom- 
mens ist;  und  dass,  wenn  in  jenen  polyedrischen 
Körpern  das  muthmaassliche  Analogon  der  organischen 
Individuen  vorliegt,  die  durch  ihre  Aggregation  ver- 
anlassten  Hemmungen  und  Störungen  der  Ausbildung 
nicht  dazu  berechtigen  können,  die  nur  theilweis  aus- 
gebildeten Vorkommnisse  der  Art  von  den  vollstän- 
dig ausgebildeten  Vorkommnissen  zu  trennen.  Im 
Gegentheile  werden  Avir,  um  durch  die  Mangelhaftig- 
keit der  Erscheinung  nicht  über  das  wahre  Wesen 
dieser  Dinge  getäuscht  zu  Averden,  ihre  Umrisse  zu 
ergänzen,  und  das  als  unA'ollendetes  StückAverk  er- 
scheinende Naturproduct  in  Gedanken  zu  vervollstän- 
digen haben.  Ja,  Avir  Averden  uns  leicht  davon  über- 
zeugen, dass  bei  überhand  nehmender  Aggregation 
und  Verwachsung  vieler  dergleichen  polyedrischen 
Körper,  die  Umrisse  der  inneren  von  den  äusseren 
gänzlich  verhüllt  w'erden,  so  dass  wir  uns  ganze  Ge- 
birge aus  ihnen  aufgethürmt  denken  können,  ohne 
doch  frei  ausgebildete  polyedrische  Formen  anderswo 
als  in  den  hier  und  da  zufällig  leer  gebliebenen  Räu- 
men, oder  in  den,  gewisse  Bildungsfristen  bezeich- 
nenden, Gränziiächen  AA'ahrznnehinen.  Und  so  lehrt 
die  Beobachtung  in  der  That,  dass  die  meisten  star- 
ren Vorkommnisse  der  anorganischen  Materie  als  Ag- 
gregate von  innig  verAvachsenen  dergleichen  polyedri- 
schen Körpern,  und  folglich  diese  Formen  selbst  als 
die  wesentlichen  der  starren  anorganischen  Materie 
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zu  betrachten  sind,  wenn  sie  sich  gleich  in  der  Re- 
gel, vermöge  des  Gesetzes  der  Aggregation,  der  Beob- 
achtung mehr  oder  weniger  entziehen. 

Es  bedarf  hiernach  kaum  einer  Erinnerung,  dass 
wir  unsere  Aufmerksamkeit  zunächst  auf  die  voll- 
kommen ausgebildgten  polyedrischen  Vorkommnisse 
der  anorganischen  Materie  zu  richten  haben,  weil 
sie  in  der  That  als  die  eigentlichen  Repräsentanten 
jener  unendlichen  Menge  von  mehr  oder  weniger  ver- 
driiekten  und  verkrüppelten  Exemplaren  gelten  müs- 
sen, und  die  eine  Redingung  der  Individualität,  eine 
ringsum  geschlossene,  selbständige  Gestalt,  in  ihrer 
vollständigen  Verwirklichung  an  sich  tragen. 

Schon  seit  längerer  Zeit  bezcichnete  man  diese 
regelmässigen  polycdrischen  Körper  mit  dem  Namen 
der  Kry stalle,  ohne  sich  jedoch  auf  eine  nähere 
Untersuchung  weder  ihrer  Form  noch  ihrer  übrigen 
Eigenschaften  einzulassen.  Als  späterhin  die  For- 
schungen im  Gebiete  der  anorganischen  Natur  den 
Weg  der  genaueren  Beobachtung,  der  Messung  und 
Rechnung  betraten,  als  man  die  Nothwendigkeit  ei- 
ner gründlichcron  Aulta.ssuiig  und  sorgfälligeren  Ver- 
gleichung dor  nntiiihi-sloriscben  Merkmale  eingesehen; 

da  gelangte  man  auch  zu  dem  Resultate,  dass  zwi- 
schen den  Körpern,  welche  man  l)isher  ilirer  regel- 
mässigen polyedrischcn  Gestatt  wegen  ohne  Unter- 
schied als  Krystalle  bezeichnet  hatte,  manche,  und 
zum  Theil  so  auffallende  Verschiedenheiten  obwal- 
ten, dass  man  sich  zu  einer  Eintheilung  derselben  in 
wesentliche  und  Afterkrystalle,  oder  in  Krystalle 
und  Pseudomorphosen  genöthigt  sah.  Auch  bemerkte 
man  bald,  dass  viele  Krystalle  eine  ausgezeichnete 
Anlage  zu  regelmässiger  Spaltung  besilzen,  und  da- 
her bei  dem  Zerschlagen  Bruch  - oder  Spaltungs- 
stücke liefern,  welche  sich  nicht  minder  als  die 
Krystalle  selbst  durch  eine  regelmässige  polyedri- 
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sehe  Gestalt  auszeichnen.  Durch  diese  Erfahrungen 
war  denn  die  Unzulänglichkeit  der  von  jener  Gestalt 
allein  entlehnten  Merkmale  für  die  Bestimmung  des 
BegriflFes  Kr y stall,  und  die  Nothwendigkeit  hinrei- 
chend dargethan,  noch  andere  Merkmale  in  den  In- 
halt dieses  Begriffes  aufzunehmen,  um  diejenigen 
Dinge  von  seinem  Umfange  auszuschliessen,  welche 
früher  irriger  Welse  in  denselben  aufgenonunen  wor- 
den waren. 

Da  die  gehörige  Feststellung  dieses  Begriffes  für 
uns  von  ganz  besonderem  Interesse  seyn  muss,  so 
wird  eine  etwas  ausführlichere  Erörterung  der  dabei 
zur  Richtschnur  dienenden  Verhältnisse  liier  nicht 
am  Unrechten  Orte  stehen. 

Es  ist  zuvörderst  begreiflich,  dass  die  Kriterien, 
Avelche  zur  Unterscheidung  der  wirklichen  oder  äch- 
ten Krystalle  von  allen  blos  krystallähn liehen  Bil- 
dungen dienen  sollen , nur  durch  eine  genauere  Un- 
tersuchung und  Vergleichung  der  Eigenschaften  der 
Krystalle  selbst  gewonnen  werden  können.  Untersu- 
chen wir  in  dieser  Absicht  die  physischen  Eigen- 
schaften derselben,  um  den  etwaigen  Zusammenhang 
zu  entdecken,  welcher  zwischen  ihnen  und  der  Kry- 
stallgestalt  obwaltet,  so  finden  wir,  dass  diese  Ge- 
stalt und  der  Coinplex  jener  Eigenschaften  keineswe- 
ges  in  einer  ganz  beziehungslosen  Unabhängigkeit 
von  einander  stehen,  und  dass  folglich  die  Gesetze 
der  Gestaltung  keinesweges  bedeutungslos  für  Denje- 
nigen seyn  können,  Avelcher  die  physischen  Eigen- 
schaften der  Krystalle  näher  erforschen  will.  Im 
Gegenthcile  entdecken  wir  eine  Menge ' so  überra- 
schender Beziehungen,  so  unzweifelhafter  Beweise 
einer  gegenseitigen  Abhängigkeit,  eines  inneren  und 
nothwendigeu  Wechselverhältnisses,  das.s  w;ir  sehr 
bald  zu  dem  Schlüsse  gelangen,  die  Krystallggstalt 
sey  nur  die  Gränze  des  Spielraumes  derselben  Kräfte, 
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Welche  das  Daseyn  des  Krystalles  und  somit  die  ganze 
Eigentlittinlichkeit  seines  Wesens  bedingen;  sie  sey 
nur  der  räumliche  Ausdruck  dieses  Wesens,  das  sei- 
nem inneren  Gehalte  entsprechende  äussere  Gepräge. 

Prüfen  wir  Z.  J{.  die  Cohärenz,  als  eine  der  wich- 
tigsten, unmittelbar  an  der  Substanz  haftenden  phy- 
sischen Eigenschaften  der  festen  Körper,  nach  der 
Art  und  Weise,  wie  sie  sich  in  den  Krystallen  of- 
fenhart, so  finden  wir  unsere  Behauptung  auf  eine 
ganz  unwiderlegliche  Art  bestätigt.  Denn  A?as  sind 
jene  Blätterdurcligänge  am  Kalkspathe,  am  Bleiglanze 
und  allen  Krystallen,  welcher  Species  sie  angehören 
mögen,  wms  sind  sie  Anderes,  als  die  notlnvendigen 
Folgen  einer  nach  gcAvissen  Richtungen  auf  ein  Mi- 
nimum herahgesunkenen  Cohärenzl  Und  wenn  diese 
Blätterdurchgänge  im  genauesten,  mathematisch  er- 
weislichen Zusammenhänge  mit  der  Krystallreihe  der 
Species  stehen,  an  welcher  sie  Vorkommen,  wenn 
sie  jederzeit  den  Flächen  gewisser  Gestalten  dieser 
Krystallreihe  parallel  laufen,  wenn  sie  hei  gehöriger 
Anzahl  regelmässige  Sjialtiingsstücko  liefern,  welche 
sich  durch  NiclUs  ul.s  den  Miiiijrel  der  Ur.spriiiiglich- 

keit  von  den  Kry'stallgcstalten  unterscheiden : was 
Anderes  kündigt  sich  uns  in  diesem  Allen  an,  als 
dass  die  Cohärenzverhältnisse  der  Erystalle  in  noth- 
wendigem  Cansalznsammenhange  mit  ihren  Gestalt- 
verhältnissen stehen,  und  dass  eine  gemeinschaftliche 
Ursache  beiden  zu  Grunde  liegen  muss? 

Werfen  wir  aber  unsern  Blick  auf  die  so  merk- 
W'iirdigen  optischen  Verhältnisse  der  Krystalle,  wie 
sich  dieselben  in  den  Erscheinungen  der  doppelten 
Strahlenbrechung,  der  Farhenwandlung,  des  Dichrois- 
mus u.  s.  w.  oft’enbaren,  so  entdecken  wir  auch  in 
diesen  Erscheinungen,  wiewohl  sie  nicht  einzig  und 
^‘llein  an  der  Substanz  der  Krystalle  haften,  sondern 
durch  den  Conliiet  mit  dem  Lichte,  als  einer  von 
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Aussen  herstammenden  Kraftäusserung,  bedingt  wer- 
den, einen  ähnliclien  Zusammenhang  mit  den  Gestalt- 
verhältiiissen.  Oder  wollen  wir  es  als  bedeutungs- 
los übersehen,  dass  nur  die  Krystalle  eines  Syste- 
lues  von  dem  Gesetze  der  doppelten  Strahlenbrechung 
ausgenommen  sind,  während  in  zwei  andern,  axich 
in  ihren  Gestaltverhältnissen  auf  eine  merkwürdige 
Art  ühereinstiminenden  Systemen  einaxige,  in  den 
übrigen  Systemen  zweiaxige  doppelte  Strahlenbre- 
chung Statt  findet?  Wollen  wir  es  übersehen,  dass 
diese  doppelte  Strahlenbrechung  einen  attractiven  oder 
repulsiven  Charakter  zeigt,  je  nachdem  die  Spal- 
lungsgestalten  der  respectiven  Species  makroax  oder 
brachyax  sind?  Wollen  Avir  es  übersehen,  dass  in 
den  schillernden  und  farhenAvandelnden  Krystallen 
beide  Erscheinungen  nur  nach  gewissen,  krystallo- 
graphisch  bestimmbaren  Richtungen  erfolgen,  nach 
andern  ganz  verschAvinden?  Erinnert  uns  nicht  viel- 
mehr diess  Alles,  erinnert  uns  nicht  schon  die  ein- 
fache und  bekannte  Thatsache  des,  auf  verschiedenen 
Kry stallflächen  oft  so  verschiedenartigen,  Glanzes,  dass 
auch  der  ganze  Coraplex  der  optischen  Erscheinungen 
der  Krystalle  in  nothwendigein  Causalzusainraenhange 
mit  den  Gestaltverhältnissen  derselben  stehe?  — 

Und  Avie  wir  auf  diese  Weise  zur  Anerkennung 
eines  solchen  Zusammenhanges  für  die  Erscheinungen 
derCohärenz  und  des  Lichtes  genöthigt  sind,  so  wis- 
sen Avir  es  auch  von  den  durch  Erwärmung  bedingten 
Erscheinungen  der  Ausdehnung,  von  den  Erscheinun- 
gen des  Elektrismus  mancher  Krystalle,  dass  sie  in 
mehr  oder  w'cniger  ergründeten  Beziehungen  zu  den 
Gestältverhältnissen  derselben  stehen.  Ja,  sogar  das, 
allen  morphologischen  Beziehungen  anscheinend  ganz 
entfremdete,  specifische  Gewicht,  sogar  die  chemische 
Aequivalentzahl  der  Substanzen  muss  mit  der  Kry- 
stallgestalt  verknüpft  seyn,  wenn  anders  sich  Kupf- 
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fer's  merkwürdige  Eesuliato  über  das  Wechselver- 
hällniss  dieser  drei  Elemente  bewähren  sollten. 

Fassen  wir  das  Hisherige  in  wenig  Worten  zu- 
sammen, SU  erhalten  wir  das  Ergebniss,  dass  in  je- 
dem wirklichen  Krystalie  ein  notluvendiges  Wechsel- 
verhältniss,  ein  Causalzusammcnhang  in  der  streng- 
sten Bedeiitting  des  Wortes  zwischen  seiner  Gestalt 
und  dem  Complexe  seiner  physischen  Eigenschaften 
Statt  findet;  ein  Zusammenhang,  welcher  für  die  mei- 
sten dieser  Eigenschaften  mit  Evidenz  nachgewiesen, 
für  die  übrigen  aber  Avenigstens  höchst  wahrschein- 
lich gemacht  Averden  kann.  Da  sich  uns  mm  das 
Wesen  eines  Dinges  nur  in  dem  Complexe  seiner 
Eigenschaften  offenbart,  so  muss  jede  Eigenschaft, 
welche  wir  mit  dem  Complexe  der  übrigen  in  noth- 
wendiger  Verknüpfung  erkennen,  als  dem  Dinge  we- 
sentlich angehprig  betrachtet,  und  mit  allem 
Rechte  als  eine  wesentliche  Eigenschaft  des- 
selben bezeichnet  Averden  können.  In  diesem  Sinne 
Werden  Avir  daher  für  jeden  ächten  oder  wirklichen 
Krystall  die  Forderung  geltend  zu  machen  haben,  dass 
seine  Gestalt  eine  wesentliche  Gestalt  seyn 

müsse;  und  diese  Wesentlichkeit  der  Gestalt  ist  das 
erste  Kriterium  für  die  Aeclitheit  der  Krystalie. 

Die  Krystalie  sind  und  bleiben  aber  in  allen, 
und  auch  in  denjenigen  Fällen,  wo  menscliliche  Will- 
kür die  Bedingungen  ihrer  Entstehung  künstlich  her- 
beiführte, sie  sind  und  bleiben  immer  Naturpro- 
ducte.  So  wenig  der  Mensch  es  ist,  der  die  Pflanze 
wachsen  macht,  weil  er  das  Saamenkorn  dem  Boden 
anvertraut,  und  Wärme  und  Feuchtigkeit  dem  jungen 
Keime  zuführt:  so  Avenig  ist  er  es,  der  den  Krystall 
anschiessen  macht,  weil  er  die  gebildete  Salzauflö- 
sung allen  der  Krystallisation  günstigen  Bedingungen 
'unterwirft.  Der  Krystall  ist  und  bleibt  Naturproduct, 
mag  imSchoosse  der  Erde,  oder  im  Laboratorium 
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des  Chemikers  gebildet  worden  seyn,  und  die  plasti- 
schen Kräfte,  welche  seiner  Substanz  gebieten,  sich 
gerade  so  und  nicht  anders  ans  dem  Zustande  der 
Flüssigkeit  herauszugestallen , sind  in  beiden  Fällen 
dieselben,  und  nicht  weniger  unabhängig  von  den 
Eingriften  menschlicher  Kunst,  als  jener  höhere  Bil- 
dungstrieb der  organischen  Körper.  Der  Krystall 
verdankt  daher  nur  der  Natur,  was  er  ist;  mit  allen 
seinen  Eigenschaften,  mit  seiner  Farbe  wie  mit  sei- 
ner Gestalt,  mit  seinem  Glanze  wie  mit  seiner  Klar- 
heit wurde  er  von  ihr  ausgestattet,  und  auch  nur 
so,  wie  er  aus  ihren  Händen  liervorgegangen  ist,  in 
der  ursprünglichen  Unversehrtheit  seines  Wesens 
wird  er  zunächst  Gegenstand  wissenschaftlicher  Be- 
trachtung. 

Wenn  die  Natur  einen  Krystall  bildet,  so  setzt 
sie  sich  in  seiner  Gestalt  gleichsam  die  Schranken 
ihrer  plastischen  Wirksamkeit,  und  diese  äussere  Ge- 
stalt muss  eben  so  nothw  endig  ilir  selbsteigenes  Werk 
seyn,  als  es  die  äussere  Gestalt  eines  Thieres  oder 
einer  Pflanze  ist.  Daher  fordern  wir  denn  aucii  mit 
Recht  für  jeden  wirklichen  Krystall , dass  seihe  Gc-  ; 
stalt  eine  ursprüngliche,  von  der  Natur  selbst,  i 
unmittelbar  hei  seiner  Bildung,  ausgeprägte,,  nicht 
aber  eine  secundäre,  erst  nach  seiner  Bildung  durch 
mechanische  oder  chemische  Einwirkungen,  oder  gar 
durch  Eingriffe  menschlicher  Kunst  hervorgerufene  : 
Gestalt  sey.  ; 

Erinnern  wir  uns  des  kurz  vorher  aufgefundenen  i 
Kriteriums  von  der  Wesentlichkeit  der  Krystallge- 
stalten,  und  vergessen  wir  nicht,  wie  doch  nur  im 
Reiche  der  anorganischen  Natur,  und  in  diesem  wie- 
derum nur  im  Gebiete  ihrer  starren  oder  festen  Er- 
zeugnisse von  Krystallen  überhaupt  die  Rede  seyn  | 
könne;  so  erhalten  wir  durch  Zusammenstellung  aller  j 
Merkmale  folgende  Definition : , 


I 
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Krystall  ist  jeder  starre,  anorgani- 
sche Körper,  welcher  eine  wesentli- 
che und  ursprüngliche  pol y e dris che 
Gestalt  besitzt. 

Weil  wir  jedoch  zu  diesem  Begriffe  zunächst 
nur  durch  genauere  Betrachtung  der  eigentlichen  Kry- 
stalle  gelangt  sind,  so  fragt  es  sich,  oh  er  auch  eng 
genug  sey,  luu  alle  krystalliihnl ichen  Bildungen, 
wohin  wir  einerseits  die  regelmässigen  Spaltnngs- 
stiicke,  anderseits  die  Pseudoiuorphosen  zu  rechnen 
liaben,  von  seinem  Gebiete  auszuschliessen.  Die  er- 
steren  stimmen  zwar  in  der  Wesentlichkeit  ihrer  po- 
lyedrischen  Gestalt  mit  den  Krystallen  vollkommen 
überein,  so  dass  dieses  Merkmal  allein  keinesweges 
ausreichend  seyn  würde,  um  die  regelmässigen  Spal- 
tungsstiicke  von  den  Krystallen  zu  unterscheiden.  Al- 
lein das  Merkmal  der  Ursprünglichkeit  der  Gestalt 
geht  ihnen  ab,  weil  die  Natur  Spaltnngsstiicke  als 
solche  nicht  hervorbringt,  obgleich  sie  in  den  ver- 
schiedenen Cohärenzgraden  die  ursprünglichen  Bedin- 
gungen ihrer  IMöirIichk<*it  vermittelte.  Jedes  Spal- 
tiiiigsstiiok  ist  immer  das  Fragment  eines  Krystalles; 
die  Natur  erzeugt  aber  keine  Fragmente,  sondern 
vollständige  Gebilde,  keine  Krystalltrümmer,  sondern 
Krystallindividuen.  Die  Spaltnngsstiicke  werden  also 
durch  den  Mangel  einer  ursprünglichen  Gestalt  aus 
dem  Umfange  des  Begriffes  Krystall  vollkommen  aus- 
geschlossen, und  rücksichtlich  ihrer  wäre  unsere  De- 
finition gerechtfertigt. 

Was  nun  die  Psendomorphosen  betrifft,  so  giebt 
es,  in  der  weiteren  Bedeutung  dieses  Wortes,  drei 
verschiedene  Arten  derselben.  Einige  sind  Ausfiil- 
lungsmassen,  oder  Abdrücke  in  den  Eindrücken , wel- 
che früher  einmal  vorhandene  und  nachher  zerstörte 
J^rystalle  in  einer  sie  umgebenden  Masse  zurückge- 
^^sen;  andere  sind  Einhiillungsmassen  oder  Incru- 
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state,  welche  sich  nach  Art  eines  Üeherzuges  oder 
einer  Schale  um  einen  vorhandenen  Krystall,  wie  um 
einen  Kern,  anlegten;  noch  andere  endlich  sind  umge- 
W'andelte  Massen,  indem  gewisse  Krystalle  ihrer  Sub- 
stanz nach  eine  gänzliclie  Veränderung  erlitten,  ohne 
dass  sich  die  äussere  Form  änderte.  Man  sieht  so- 
gleich aus  dieser  Angabe  ihrer  Bildungsweise,  dass 
die  Gestalten  der  Pseudomorphosen  eben  so  wie  jene 
der  Krystalle  den  Charakter  der  Ursprünglichkeit  be- 
sitzen ; denn  sie  entstanden  ja  unmittelbar  Avährend 
des  Absatzes  der  Substanz;  sie  sind  die  primitiven 
Schranken,  innerhalb  W’elcher  dieser  Absatz  zu  er- 
folgen aufhörte,  gerade  so  wie  es  auch  die  Umrisse 
des  Kryslalls  für  den  Anwachs  seiner  Substanz  sind. 
Dagegen  ist  aber  auch  nicht  minder  einleuchtend, 
dass  die  Gestalten  der  Pseudomorphosen  in  keinem 
W'esentlichen  und  notliw'endigen  Zusammenhänge  mit 
den  übrigen  Eigenschaften  derjenigen  Substanzen  ste- 
hen können,  an  welchen  sie  erscheinen.  Die  Pseu- 
domorphosen haben  daher  zwar  ursprüngliche  aber 
keine  wesentlichen  Gestalten , und  werden  durch 
die  Negation  dieses  letzteren  Merkmales  aus  dem 
Umfange  unsers  Begritfes  von  Krystall  hinlänglich 
ausgeschlossen. 

So  wäre  denn  unsere  Definition  vollständig  ge- 
rechtfertigt, und  uns  die  Regel  gestellt,  keinen  anor- 
ganischen Körper  von  polyedrischer  Gestalt  für  einen 
Krystall  anzusprechen,  wenn  diese  seine  Gestalt  nicht 
eben  sowohl  eine  ursprüngliche,  als  eine  wesentliche 
Gestalt  ist;  beide  Worte  in  dem  hier  erläuterten 
Sinne  genommen,  Hiermit  ist  aber  auch  zugleich  die 
Antwort  auf  unsere  obige  Frage  nach  dem  Vorkom- 
men von  Individuen  im  Gebiete  der  anorganischen 
Natur  gefunden.  Denn  was  Anderes  fordern  wir  mit 
der  Wesentlichkeit  und  Ursprünglichkeit  der  Krystall- 
formen,  als  jenen  inneren  Zusammenhang  zwischen 
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einer  von  der  Natur  selbst  ausgeprägten  Gestalt  und 

Gesamnitheit  der  übrigen  Eigenschaften,  welchen 
''ir  gleich  anfangs  als  die  notliwendige  Bedingung  der 
•ndividiialität  aufstellten?  Und  werden  wir  uns  wohl 
R eigern  können,  in  den  Krystallen  die  Individuen  der 
inorganischen  Natur  anzuerkennen,  nachdem  wir  uns 
’ on  dem  Vorhandenseyn  eines  solchen  Zusanimenhan- 
fes  überzeugt  haben  ? 

Die  Krystalle  sind  es  also,  in  ivelchen  der  Be- 
des  Individuums  für  die  anorganische  Natur  seine 
vollständige  Verwirklichung  gefunden  hat,  denn  in 
Ihnen,  aber  auch  nur  in  ihnen  finden  wir  diejenigen 
Bedingungen  vollständig  erfüllt,  welche  uns  zur  An- 
erkennung der  Individualität  nöthigen;  Bedingungen, 
V'on  welchen  räumliche  Abgescldossenheit  durch  eine 
fingsum  vollendete,  ursprüngliche  Gestalt  die  erste, 
“no  innige  Verkettung  dieser  Gestalt  mit  der  Ge- 
voiumtheit  der  physischen  Eigenschaften  die  zw'eite  ist. 

Weil  aber  die  Krystalle  grösstentheils  dem  oben 
^nvähnten  Gesetze  der  Aggregation  und  VerAvachsung 
unterworfen  sind,  niid  itire  iiostniten  in  Folge  des- 
selben nicht  nur  Aveit  niiter  jene  Regelmässigkeit  der 
isolirten  und  ringsum  ansgebildeten  Individuen  lierab- 
iinken,  sondern  auch  oft  dermassen  entstellt  und  a er- 
lrückt werden,  dass  jede  Spur  der  krystallinischen 
Bildung  verschwindet,  und  unregelmässige,  körnige, 
‘‘angliche  oder  schalige  Formen  als  Kesultat  der 
Inrch  das  Gedränge  der  Indh'iduen  nach  allen  Rich- 
’ongen  gehemmten  Bildung  zum  Vorscheine  koimnen; 
‘o  Werden  wir  auch  dem  Begrifle  des  anorganischen 
n iyidnums  etwas  weitere  Gränzen  anweisen  müssen, 
jenem  des  Krystalles.  Denn  jeder  Krystall  ist 
"”^^'“lividuum,  aber  nicht  jedes  Individunm  ein  Kry- 
einet  ''^*^*“*  gleich  die  Tendenz  zur  Ausprägung 
Krystallform  in  den  verkrüppelten 
‘oen  eines  körnigen  Aggregates  eben  so  euer- 
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gisch  regle,  als  in  den  isolirten  und  vollkommen  aU' 
gebildeten  Krystallen.  Die  Krystalle  können  dah‘ 
auch  als  diejenigen  anorganischen  Individuen  definl 
werden,  deren  Ausbildung  gar  nicht  oder  nur  thei 
weis  gestört  worden. 


Die  Krystallologie  ist  die  Wissenschaft  vC 
der  Gesetzmässigkeit  der  natürlichen  Eigenschaftf 
der  Krystalle,  oder  die  Physiologie  der  anorganisch« 
Individuen.  Da  sich  nun  die  natürliclien  Eigenscha 
ten  jedes  Körpers  in  drei  verschiedene  Kategorie« 
bringen  lassen,  wiefern  sie  entweder  in  der  For 
oder  in  den  Qualitäten  oder  in  der  Materie,  als  de 
jenen  beiden  zu  Grunde  liegenden  Substrate,  gegeb« 
sind,  so  zerfällt  auch  die  Krystallologie  in  die  drei  AI 
schnitte : K r y s t a 1 1 o g r a p h i e (oder  Krystallometrie 
Wissenschaft  von  den  morphologischen  Eigenschafte' 
K ry  s t al  1 o phy  s i k , Wissenschaft  von  den  phy» 
sehen  Eigenschaften,  und  Kr  ys  lall  o chemi  e,  W« 

senschaft  von  den  chemischen  Eigenschaften  derKri 

stalle. 

Die  Krystallographie , als  Wissenschaft  .von  d 
Gesetzmässigkeit  der  Krystallgestalten  (oder  als  Mo 
phologie  der  anorganischen  Individuen)  betrachtet  > 
den  Krystallen  nichts  als  die  Gestalten,  und  abstd 
hirt  von  allen  übrigen  Eigenschaften  derselben.  W« 
nun  diese  Gestalten  nach  sehr  bestimmten  Regeln  g 
bildete,  von  ebenen  Flächen  umschlossene  Figur« 
sind,  so  ist  begreiflich,  dass  die  Krystallographie  ib> 
Aufgabe  nicht  anders  als  mit  Hülfe  der  Geometrie  t 
lösen  vermag;  ja,  man  könnte  sie  nicht  mit  Unred 
als  denjenigen  Theil  der  angewandten  Geometrie  d 
finiren,  welcher  ausschliesslich  die  an  den  anorgaf 
sehen  Individuen  verwirklichten  stereometrischen  F< 
men  zum  Gegenstände  Irat. 
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Die  Krystallographie  zerfällt  in  einen  reinen  nnd 
einen  angewandten  Theil.  Die  reine  Krystallogra- 
phie setzt  eine  vollkommene  Ausbildung  und  ideale 
Regelmässigkeit  der  Krystallformen  voraus,  und  ab- 
strahirt  von  allen  Unvollkommenheiten,  denen  sie  in 
der  Wirklichkeit  mehr  oder  weniger  unterworfen  sind, 
weil  sich  die  mannichfaltigcn  Gesetze  ihrer  Gestal- 
tung nur  unter  dieser  Voraussetzung  erforschen  und 
darstellen  lassen.  Die  angewandte  Krystallographie 
dagegen  betrachtet  die  Krystallformen  nach  der  eigen- 
thümlichen  Weise  ihres  wirklichen  Vorkommens,  und 
lehrt  zugleich  alle  die  praktischen  Hülfsmittel  ken- 
nen, durch  welche  eine  gründliche  Kenntniss  dersel- 
ben gefördert  und  gesichert  wird;  woran  sich  eine 
geschichtliche  Uehersicht  dessen  schliesst,  was  im  Ge- 
biete der  Wissenschaft  geleistet  worden. 
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Erster  Theil. 

Reine  K r y s t a 1 1 o g;  r a p h i e. 


Die  genaueren  und  nach  allen  Richtungen  verviel- 
fältigten Beobachtungen  führten  auf  die  Entdeckung 
einer  so  grossen  Mannichfaltigkeit  von  Krystallfor- 
men,  dass  man  an  einer  Avissenschaftlich  geregelten 
Erforschung  derselben  verzweifeln  müsste,  wenn  die 
Natur  nicht  auch  hier,  wie  überall,  die  Mannichfal- 
tigkeit ihrer  Prodiictionen  unter  bestimmte  Gesetze 
gestellt  hätte,  Avelche  dem  Beobachter  eben  so  viele 
feste  Puncte  darbieten,  von  welchen  aus  eine  geord- 
nete Uebersicht  jenes  weit  ausgedehnten  Gebietes  ge^^ 
Wonnen  werden  kann.  Wie  verschieden  nämlich  die 
Krystallgestalten  gebildet  seyn  mögen,  so  ist  es  doch 
unverkennbar,  dass  sie  sich  nach  gewissen  durchgrei- 
fenden Gestaltungsgesetzen  in  mehre  Gruppen  oder 
Krystallsysteme  absondern,  zwischen  welchen  zwar 
Annäherungen , ab^r  keine  Avirklichen  Uebergänge 
Statt  finden.  Innerhalb  eines  jeden  solchen  Systemes 
giebt  es  nun  inöglicherAveise  zahllose  Gestalten,  zwi- 
schen Avelchen  jedoch  eine  unauflösliche  \erAvandt- 
schaft  und  geometrische  Verknüpfung  besteht,  und 
Avelche  nicht  nur  einzeln  oder  isolirt,  sondern  auch, 
kraft  jener  Verwandtschaft,  in  den  mannichfaltigsten 
Ver^bindungen  oder  Goinbinationen  auftreten. 
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Es  wäre  nicht  wohl  möglich,  weder  die  einzelen 
(lestalten  überhaupt,  noch  die  Gesetze  ihres  geome- 
trischen Zusanimenhanges , noch  die  wesentliche  Ei- 
genthiimlichkeit  jener  Systeme  mit  gehöriger  Deutlich- 
keit und  Bestimmtheit  zu  fixiren,  ohne  dabei  eine 
Terminologie  der  allgemeinen  Gestaltungsverhältnisse 
und  gewisse  geometrische  Bestimmungen  vorauszu- 
setzen. Die  reine  Krystallographie  beginnt  daher  mit 
einer  Elementarlehre,  welche  die  Terminologie 
und  allgemeine  Eintheilung  der  Krystallformen  zum 
Gegenstände  hat,  und  in  gegenwärtigem  Werke  mit 
einem  kurzen  Abrisse  der  analytischen  Geometrie  der 
geraden  Linie  und  Ebene  eröffnet  wird,  da  die  Be- 
rechnungen der  Krystallformen  fast  durchgängig  auf 
sie  gegründet  werden , und  ihre  Methode  weniger  all- 
gemein bekannt  zu  seyn  scheint,  als  sie  es  bei  ih- 
rer Fruchtbarkeit  und  Eleganz  verdient.  Auf  die  Ele- 
mentarlehre  folgt  die  Systemlehre,  in  welcher  die 
einzelen  Krystallsysteme  vollständig  und  gründlich  in 
Betrachtung  gezogen  werden,  weshalb  sio  denn  auch 
in  eben  so  viele  Abschnitte  zerfallt,  als  es  Krystall- 
sjsteme  gicbt.  Jeder  dieser  Abschnitte  beginnt  zu- 
vörderst mit  einer  Aufzählung  und  Beschreibung  der 
einzelen  Gestalten  seines  Systemes,  entwickelt  dar- 
auf den  zwischen  diesen  Gestalten  bestehenden  geo- 
metrischen Zusammenhang,  giebt  dann  die  Berech- 
nung derselben,  und  schliesst  endlich  mit  der  Dar- 
stellung der  Gesetze,  welchen  die  Combinationen  der 
einzelen  Gestalten  unterworfen  sind.  Hiernach  ver- 
theilt sich  der  Inhalt  eines  jeden  Abschnittes  in  vier 
Capitel. 
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Erstes  Haiiptstück. 

Rle  me  ntar  lehre. 


Erster  Abschnitt. 

Analytische  Geometrie  der  geraden  Linie  und  Ebene, 
als  Grundlage  der  Krystallographie. 

§.  1. 

Wesen  und  Verschiedenheit  der  Bestimmungsmethoden. 

Die  Bestimmung  der  Lage  gegebener  Puncte,  Linien 
und  Flächen  ist  jederzeit  relativ,  d.  h.  sie  findet 
nur  beziehungsweise  auf  andere,  gegebene  oder  will- 
kürlich gewählte  Puncte,  Linien  oder  Flächen  Statt. 
Nach  der  verschiedenen  Art  und  Lage  dieser  letzte- 
ren giebt  es  verschiedene  Bestimmungsmetlioden,  wel- 
che jedoch  alle  auf  die  Bestimmung  von  Puncten 
hinauslaufen,  weil  jede  Linie  als  eine  stetige  Nach- 
einanderfolge, und  jede  Fläche  als  eine  stetige  N a c h- 
und  Nebeneinanderfolge  von  Puncten  betrachtet  wer- 
den kann.  Wie  übrigens  auch  diese  Methoden  be- 
schaffen seyn  mögen,  so  werden  sich  bei  ihrer  An- 
wendung immer  die  zwei  Fälle  unterscheiden  las^n, 
da  die  zu  bestimmenden  Linien  und  Puncte  in  einer 
Ebene  enthalten  sind,  oder  nicht;  und  weil  im  erste- 
ren  Falle  die  Betrachtungen  viel  einfacher  werden,  so 
ist  es  zweckmässig,  mit  ihm  den  Anfang  zu  machen. 


Erstes  C a p i t e l. 

Punct  und  Linie  in  der  Ebene. 

§.  2. 

Allgemeine  Bestimmungsmethode. 

Sind  uns  nun  in  einer  Ebene  mehre  Puncte  P, 
P' , P"  u.  s,  w.  (Fig.  l.)  gegeben,  so  ist  eine  der  be- 
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queinsten  und  fruchtbarsten  Bestimmungsmethoden  die- 
jenige, da  man  ihre  Lage  auf  zwei,  in  derselben 
Ebene  willkürlich  gewählte,  und  sich  in  einem  Puncte 
M schneidende  gerade  Linien  XX'  und  YY'  bezieht, 
welche  die  Ebene  selbst  in  vier  Quadranten  theilen. 
Zieht  man  nämlich  durch  jeden  der  gegebenen  Puncte 
mit  XX'  und  YY'  ein  paar  Parallelen  PQ  und  PR, 
P'Q.'  und  P'R'  u.  s.  w. , so  wird  jeder  derselben  als 
der  Durchschnittspunct  seiner  Parallelen  fixirt.  Da 
nun  eine  jede  dieser  letzteren  mit  einer  der  Linien 
XX'  oder  YY'  gleichfalls  zum  Durchschnitte  kommt, 
und  dadurch  eine  bestimmte  Länge  erhält,  so  ist  ein- 
leuchtend, dass  jeder  Punct  durch  Angabe  der  Grösse 
und  Lage  der  durch  ihn  gehenden  Parallelen  vollkom- 
men bestimmt  seyn  muss.  Man  nennt  jede  der  will- 
kürlich gewählten  Linien  eine  Axe,  beide  zusammen 
das  Axe nsys teilt,  ihren  Durchschnidspunct  den 
Nullpunct  oder  Anfangspunct  des  Systemes  und 
die  durch  jeden  Punct  7’ gelegten  Parallelen,  oder 
auch  die  entsprechenden  Axenabschnitte  die  Coor- 
dinaten  des  Puiurfes.  Alle  Coordinaten  , welche 
der  einen  Axe  p.-ji-allel  sinH,  bezeichnet  man  mit  ;*■ ; 
die  der  andern  Axe  parallelen  mit  y,  und  unterschei- 
det und  benennt  auch  hiernach  beide  Axen  als  Axe 
der  .a;  und  Axe  der  y.  Der  Nullpunct  theilt  jede 
Axe  in  zwei  Halb  axen,  welche  wegen  ihrer  entge- 
gengesetzten Richtung  von  diesem  Puncte  aus  als  p o- 
sitive  (-{-)  und  negative  ( — ) Halbaxe  unterschie- 
den werden;  ein  Unterschied,  der  auch  auf  die  Coor- 
dinaten übergeht,  indem  selbige  das  Zeichen  ihrer 
respectiven  Halbaxen  erhalten.  Das  Axensystem 
selbst  ist  entweder  rechtwinklig  oder  schief- 
winklig, je  nachdem  sich  die  Axen  unter  rechten 
oder  schiefen  Winkeln  schneiden.  Beide  Fälle  erfor- 
^«rn  eine  besondere  Betrachtung. 
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A.  Rechtwinkliges  Axensy stem. 

§.  3. 

Ceutraldistanz  eines,  und  Distanz  zweier  Puncte. 

Dass  mittels  eines  rechtwinkligen  Axensystemes 
jeder  in  einer  Ebene  gegebene  Punct  zu  bestimmen 
sey , ist  einleuchtend.  Denn  sobald  für  x und  y die 
ihrer  Grösse  und  Richtung  nach  bestimmten  Werthe 
+ a und  +6,  oder,  was  dasselbe  ist,  sobald  die  GleL 
chungen  x = +a  und  ^ i gegeben  tverden,  so 

ist  der  Punct  P vollständig  fixirt ; die  Vorzeichen  der 
Coordinaten  bestimmen  nämlich  den  Quadranten,  in 
welchem  der  Punct  enthalten  ist,  und  die  Grösse  der- 
selben seinen  Ort  in  diesem  Quadranten.  Ist  x = 0, 
so  liegt  der  Punct  in  der  Axe  der  und  umgekehrt; 
weshalb  denn  auch  für  den  Nulipnnct  selbst  die  Glei- 
chungen .*•  = 0 und  ^ = 0 gelten.  Ans  der  Recht- 
winkligkeit der  Coordinaten  jedes  Punctes  ergiebt 
sich  allgemein  für  die  Centraldistanz  desselben: 

D =r 

und  für  die  gegenseitige  Distanz  R zw  eier  durch  ihre 
Coordinaten  x,  y und  x\  y'  gegebener  Puncte: 

R = }/{x  — x'y  ^{y  — y'Y 
welcher  Werth  von  R allgemeine  Gültigkeit  hat,  so- 
bald man  nur  die  Vorzeichen  der  Coordinaten  berück- 
sichtigt, wie  solche  durch  die  Lage  der  Puncte  in 
diesem  oder  jenem  Quadranten  bestimmt  werden. 

§.  4. 

Gleichung  der  geraden  Linie  ausserhalb  des  Nullpunctes. 

Wenn  eine  gerade  Linie  LL  in  der  Ebene  der 
Axen  gegeben  ist,  so  schneidet  sie  gewöhnlich  beide 
Axen;  dadurch  bestimmen  sich  zwei  Axenabschnitte 
MA  = ß , und  ßlB  = h (Eig.  2.) , welche  man  die 
Parameter  der  Linie  nennt.  Wollen  w'ir  nun  die 
Linie  selbst  bestimmen,  so  haben  wir  nur  eine  Glei- 
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*u„8  a.,.h  welch,  die 

«che.  den  Coordmaten  l.gead  ''•'Vj'." 

ihrer  Puncte  und  den  Parametern  a und  b ausgedru 
wird  Denn  Aveil  diese  Dleichung  für  irgend  einen 
beliebigen,  so  gilt  sie  offenbar  für  einen  jeden  Punct 
der  Linie,  d.  h.  für  die  Linie  selbst,  welche  ja  als 
die  stetige  Nacheinanderfolge  ihrer  Puncte  betrachtet 
werden  Lnn.  Wir  können  hierbei  der  AUgeiaeinheit 
der  Resultate  unbeschadet  annehiuen,  dass  die  Lmie 
die  beiden  positiven  Halbaxen 

dass  ihre  Parameter  positiv  sind.  Nehin  _ 

in  dem,  innerhalb  der  positiven  Halbaxen  fallende^« 

Theile  der  Linie  irgend  einen  beliebige^  >. 

ziehen  dessen  Coordinaten  EQ.  — X,  — 2^’ 

; QP  = BM  : MA 

oder  i,  — y : X ^ b : u 

woraus  sich 


.V 

a 


4-  -2/-  = 1 


W iewohl  nun 


als  die'  gesuchte  Gleichung  ergiebt.  _ _ 

dieselbe  zunächst  nur  für  den,  zwischen  den  positi- 
ven Haibuxen  liegenden  Theil  der  L. nie  gefunden 
wurde,  so  gilt  sie  doch  allgemein  für  die  ganze  Li- 
nie; indem  für  deren  jenseits  der  Axe  der  x fallenden 
Theil  die  y,  und  für  den  jenseits  der  Axe  der  y fal- 
lenden Theil  die  x negativ  einzuführen  sind,  üebri- 
gens  sind  die  Parameter  selbst  nichts  anderes,  als  die 
Coordinaten  derjenigen  Puncte,  in  welchen  die  Linie 
von  den  Axen  geschnitten  wird;  wie  diess  auch  die 
Gleichung  anzeigt,  wenn  man  x oder  y = 0 setzt. 

Ist  die  Linie  einer  der  Axen  z.  B.  der  MX  pa- 
rallel, so  wird  offenbar  der  in  derselben  Axe  liegende 

Parameter  n — oc,  und  folglich  ~ ^ oder  y ■ b 

die  Gleichung  einer  der  Axe  der  x parallelen  Linie, 
'Welche  die  Axe  der  y «n  der  Entfernung  b vom  Null- 
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puncte  schneidet.  Ganz  analog  ist  die  Bedeutung  der 
Gleichung  x = a. 


§.  5. 

Gleichung  der  Linie  durch  den  Nullpunct. 

Eine  Linie  LL  von  der  Gleichung  ± ^ = i 

auf  den  Nullpunct  tran.sportiren  heisst,  die  Gleichung 
einer  ihr  parallelen  Linie  durch  den  Nullpunct  auf- 
finden. Seyf/L'  (Fig.  2)  diese  Parallele;  man  wähle 
in  ihr  irgend  einen  Punct  P'  und  ziehe  dessen  Coor- 
dinaten  P'Q'  ==  „nd  P'R'  = Q'm  so  ist 

A ABM  cv)  A 
woraus  sich  die  Gleichung 

1. 


a ' b 


0 


und  die  einfache  Regel  ergiebt,  dass,  um  eine  Linie 
von  der  Gleichung  ± ^ ± ^ Nullpunct 

zu  transportiren  wir  nur  nöthig  haben,  rechter 
Hand  vom  Gleichheitszeichen  0 statt  l „der  der  da- 
selbst befindlichen  Constanten  zu  schreiben. 

Ueberhaupt  ist  die  Gleichung  einer  jeden  durch 
den  Nullpunct  gehenden  Linie  von  der  Form 


T + |-  = o 


Denn  wenn  g der  Neigungswinkel  der  Linie  gegen 
eine  der  Axen,  z.  B.  gegen  die  Axe  der  so  ist 
offenbar 

y = X fang  g 

oder  — £ y__  

cos  g sin  g 

Auch  sieht  man , dass  es  für  jede  durch  den  Nnll- 
punct  gehende  Linie  durchaus  nur  auf  das  Verhält- 
niss,  nicht  auf  die  absolute  Grösse  der  Constanten  « 
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und  h ankoinmt,  welche  in  diesen!  Falle  nur  uneigent- 
lich als  Parameter  bezeichnet  werden. 


§•  6. 

Durchschiiittspunct  und  Neigungswinkel  zweier  Linien. 

Sind  uns  zwei  Linien  durch  ihre  Gleichungen 
± + | = + = . 

gegeben , so  werden  für  uns  die  Auffindung  der  Coor- 
dinaten  ihres  Durchschnittspunctes  und  der  Tangente 
ihres  Neigungswinkels  zwei  besonders  wichtige  Pro- 
bleme. Die  Coordinaten  des  Durchschnittspunctes  fin- 
den sich  leicht  aus  der  Bedingung,  dass  dieser  Punct 
ein  bestimmter , beiden  Linien  gemeinschaftlicher 
Punct  ist,  und  dass  daher  für  ihn  beide  Gleichungen 
zugleich  gelten  müssen.  Man  combinire  daher  obige 
Gleichungen,  und  eliminire  nach  einander  y und  x, , 


so  folgt : 


aa' {b  — h') 


y — 


ha'  ■ 
h V (a 


b'a 


ab'  — a'b 

Die  Tangente  des  Neigungswinkels  w findet  sich 
leicht  aus  den  Tangenten  der  Neigungswinkel  g und 
beider  Linien  gegen  eine  und  dieselbe  Axe,  z.  B.  ge- 
gen die  Axe  der  x,  indem 

tang  CO  = tang  (§  — §') 

Da  nun  sowohl  tang  ^ als  lang  unmittelbar 
durch  die  Parameter  gegeben  sind,  so  findet  sich 
sehr  leicht : 

ab'  — a'b 
tang  CO  = — >-  -r  , 
aa  -f-  bb 

Dieser  Werth  giebt  uns  für  den  Parallelismus 
beider  Linien  die  Bedingungsgleichung 
ab'  — a'b  — 0 
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and  für  die  Rechtwinkligkeit  derselben  die  Bedin- 
gungsgleichung 

aa'  bV  — 0 
§.  7. 

Normale  aus  dem  Nullpunct  auf  eine  gegebeue  Linie, 
Wichtig  für  unsere  Zwecke  ist  auch  die  Auf- 
gabe , für  eine  durch  ihre  Oleicluing  gegebene  Linie 
L die  Normale  N aus  dem  Nullpuncte  zu  finden. 
Es  sey 

- + 1 = 1 

u ' h 

die  gegebene  Gleichung  der  L,  und  vorläufig 


X 


-f  ^ = O 
a ' ß 

die  gesuchte  Gleichung  der  A”  (§.  5.),  so  muss,  ver- 
möge der  Rechtwinkligkeit  beider  Linien, 

au  bß  — 0 

oder  a : ß ~ b : — a 

seyn  (§.  6.).  Da  es  m«n  bei  allen  Linien  durch  den 
Nullpunct  nur  auf  das  Verhältniss  und  nicht  auf  die 
absolute  Grösse  der  Constanten  « und  ß ankommt 
(§.  5.),  so  wird  die  gesuchte  Gleichung 

0 U 

Verlangt  man  zugleich  die  Grösse  der  W,  wie 
sich  solche  durch  den  Nullpunct  einerseits  und  den 
Durchschnittspunct  der  N und  L anderseits  bestimmt, 
so  suche  man  die  Coordinaten  dieses  Durchschnitts- 
punctes  nach  §.  und  bestimme  dessen  Centraldi- 
stanz (§.  3.),  welche  die  gesuchte  Grösse  ist ; man  findet 

ab 


N = 


V 
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B.  Schiefwinkliges  Ax  ensy  stefn. 

§.  8.  • 

PuHcte,  ihre  Centraldistanz  und  Distanzlinie. 

Schneiden  sich  beide  Axen  unter  einem  schiefen 
Winkel  p , so  erhalten  alle  diejenigen  Ansdrücke, 
welche  sich  auf  Linear  - und  Angiilargrössen  beziehen, 
eine  etwas  verwickeltere  Form  als  bisher,  während 
die  Gleichungen  der  Puncte  und  Linien  ihre  Form 
beihehalten.  Jeder  Puuet  ist  daher  durch  zwei  Glei- 
chungen von  der  Form 

X = + a und  y = ^ b 

bestimmt,  indem  der  Begriff  der  Coordinaten  kein  an- 
derer als  der  von  Parallellinien  der  Axen  ist.  Um 
die  Centraldistanz  1)  eines  Punctes  P durch  seine 
Coordinaten  auszudriieken,  ziehe  man  die  PM  (Fig.  1), 
welches  die  gesuchte  Centraldistanz  ist;  im  Dreieck 
PMQ,  sind  bekannt 

Pa  ^ X Ma  = y paM  = iso“  — ? 

also  ward 

•D  a;'^  + 2t*  + ‘-ticy  cos  (j 

Fällt  der  Piinct  in  einen  der  Nebenquadranten, 
so  wird  cos  p , oder  auch  eine  der  Coordinaten  und 
folglich  das  Product  2:vy  cos  p negativ. 

Auf  ähnliche  Weise  ergiebt  sich  für  die  Distanz- 
linie R zweier  Puncte  P und  P'  der  Ausdruck 

+ (y~/)-  + 2(.v—:x')  {y~y')  cosq. 

§.  9. 

Gleichung  der  Linie. 

Dass  die  Gleichung  einer  Linie  LL  (Fig.  3),  wel- 
che die  positiven  Halbaxen  in  den  Puncten  A und  B 
schneidet,  und  für  welche  sich  daher  die  Parameter 
MA  = a und  MB  = i ergeben,  auch  für  dieses 
Axensystem  noch 
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sey,  ist  leicht  einzvisehen.  Denn  wenn  P ein  belie- 
biger Punct  des  zwischen  den  positiven  Halbaxen 
enthaltenen  Theiles  der  Linie,  so  sind  Pa  =r  x und 
PR  = y dessen  Coordinaten,  und  es  gilt  auch  hier 
ganz  unabhängig  von  dem  Neigungswinkel  p die  Pro- 
portion 

b — y X — h a 
aus  welcher  unmittelbar  die  Gleichung 


X 


- + f = 1 

a ' b 

folgt.  Auch  wird  die  Gleichung  jeder  durch  den  Null- 
punct  gehenden  Linie  wiederum 

X , y 

— + f = 0 

seyn;  wie  denn  die  Coordinaten  des  üurchschnitts- 
punctes  ebenfalls  ihre  obigen  Werthe  (§.  6.)  behalten. 


§.  10. 

Neigungswinkel  einer  Linie  gegen  die  Axen,  und  zweier  Linien 
gegen  einander. 

Um  die  Tangenten  der  Neigungswinkel  | und  v 
einer  Linie  von  der  Gleichung 


a 


+i= 


von 


gegen  die  Axen  zu  finden,  fälle  man  in  Fig.  3 
ihren  Durchschnittspuncten  A und  B mit  den  Axen 
auf  diese  letzteren  die  Normalen  AE  und  BE,  so  wird 


ta  ng  g = 


BF 
AE 

Es  ist  aber 
BE  = b sin  p 
AE  — a — b cos  Q 
und  folglich 

b sin  p 


tä  tig  V 


AE 

BE 


AE  = a sin  p 
BE  = b — a cos  p 


iang^  = 


I — b cos  Q 


langt!  = 


a sin  p 


h — 


a cos  Q 
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Die  Tangente  des  Neigungswinkels  w zweier  Li- 
nien gegen  einander,  deren  Gleichungen 

^ f = 1 und  ^ -f  I-  = 1 
« ' 0,  fl  ' 'O 

lässt  sich  leicht  aus  den  Werthen  von  tang  'i  oder 

tang  V finden ; es  ist  nämlich  offenbar 

® f *cf  'C 

w = V — V = s — s 

lang  V — lang  v' 

also  tang  w i , lang  v tang  v' 

Substituirt  man  für  lang  v und  tangv'  den  so 
eben  gefundenen  Werth,  so  folgt 

{ab'  — a'b)  sin  q 

tang  Ui  = coÄ  p)  -t-  T {b  — a cos  q) 

Aus  diesem  Werthe  von  tang  o>  ergiebt  sich  für 
den  Parällelismus  beider  Linien  die  Bedingungsglei- 
chung 

„l'  — a'b  = 0 wie  oben  §.  6. 
für  die  Rechtwinkligkeit  derselben  die  Bedingungs- 
gleichung 

a'  {a  — b cos  (j)  ■\-b'  {b  — a cos  ^)  — 0 
welche  für  g = 90°  in  die  oben  §.  6.  gefundene  Be- 
dingung übergeht. 

§.  11. 

Normale  aus  dem  Nullpuncte  auf  eine  gegebene  Linie. 

Man  sucht  für  die  Linie  L von  der  Gleichung 


+ 1=1 


die  Normale  aus  dem  Nullpuncte;  ihre  Gleichung  ist 
von  der  Form 

^ + 1 = 0 
a ß 

Weil  beide  Linien  auf  einander  rechtwinklig  sind,  so 
muss 

« (a  — b cos  + ß{b  — a cos  p)  = 0 
u:  ß — b — a cos  q ■ b cos  g — a 


oder 
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seyn;  folglich  wird  die  gesuchte  Gleichung: 

- - y __ 

b — a cos  (j  a — bcosQ 
Die  Coordinateii  des  Durchschnittspunetes  beider  Li- 
nien werden  aber: 

^ ab{b  — a cos  q) 

-f-  b^  — 2 »b  cos  {I 

_ ab  (a  — b cos  p 1 

«2  -f_52  — 2 ab  cos  p 

§.  12. 

Traasfonuatiou  der  Coordinaten. 

Oft  ist  es  nölhig,  aus  einem  rechtwinkligen  Axen- 
systeme  in  ein  schicfwinklige.s  Axensystein , oder  aus 
diesem  in  jenes  überzugellen;  d.  h.  die  gegebenen  Co- 
ordinaten  des  einen  Systeines  so  zu  transforiniren, 
dass  sie  sich  auf  das  andere  System  beziehen.  Die 
diesem  Zwecke  entsprechenden  Operationen  sind  nach 
Maassgabe  der  Lage  beider  Axensysteme  mehr  oder 
weniger  verwickelt.  Wir  werden  jedoch  nur  den  ein- 
fachen Fall  in  Betrachtung  ziehen,  da  der  ^^nllpanet 
und  eine  der  Axen,  z.  B.  die  Axe  der  w,  bei4en  Sy- 
stemen gemeinschaftlich  sind,  während  die  neue  Axe 
der  y mit  der  Axe  der  x den  Winkel  q bildet. 

Es  seyen  MX  und  MY  (Fig.  4.)  die  rechtwinkli- 
gen Axen,  MYi  die  neue  schiefwinklige  Axe,  ferner 

P ein  Punct,  dessen  rechtwinklige  Coordinaten  Pfj y 

PR  = y,  so  sind  offenbar  die  schiefwinkligen  Coor- 
dinaten desselben  Punctos: 

PQi  = X,  und  PRt  = y, 

Will  man  nun  die  für  ein  rechtwinkliges  Axensystem 
gegebenen  Gleichungen  so  transforiniren,  dass  sie  für 
ein  schiefwinkliges  Axensystem  gelten,  oder  umge- 
kehrt, so  kommt  es  nur  darauf  an,  die  rechtwinkli- 
gen Coordinaten  als  Functionen  der  schiefwinkligen 
Coordinaten,  oder  diese  als  Functionen  von  jenen 
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auszudrücken,  und  die  gefundenen  Ausdrücke  statt 
und  y in  den  gegebenen  Gleichungen  zu  substituiren. 
Wir  wollen  diese  Ausdrücke  durch  die  Namen  der 
ort  ho  nie  tri  sehen  und  klino  metrischen  Aus- 
drücke unterscheiden. 

Für  gegebene  orthometrische  Coordinaten  x und 
y werden  daher  die  zu  substituirenden  klinometri- 

schen  Ausdrücke; 

für  X,  = Xi  yi  cos  Q 


für  y , = 'iji  sin  Q 

und  für  gegebene  klinometrische  Coordinaten  X und 
y werden  die  zu  substituirenden  orthometrischen  Aus- 
drücke : 


für  X , 


Xx 


cos  Q 
sin  Q 


Soll  also  eine  gegebene  orthometrische  Gleichung 
klinoinelrisch  gemacht  oder  so  transforinirt  werden, 
dass  sie  einem  schiefwinkligen  Axensysteine  von  der 
vorher  angegebenen  He-scbaffcnlieit  angepasst  wird, 
so  substituirt  man  statt  jir  und  y die  ersteren , und 


soll  eine  gegebene  klinometrische  Gleichung  ortho- 
nietrisch  gemacht  werden , so  substituirt  man  statt 
ihrer  die  letzteren  Werthe.  Man  sieht  leicht,  dass 
mittels  dieser  Substitution  die  in  den  §§.  8,  10  und 
11  aufgelösten  Probleme  unmittelbar  aus  den  Resul- 
taten der  §§.  3,  6 und  7 gefunden  werden  konnten. 


Zweites  C apit  el. 

Punct,  Linie  und  Fläche  im  Raume. 

§.  13. 

Allgemeine  Bestimmungen. 

Wenn  beliebige  Hä  eben,  Linien  und  Puncte  im 
*lamne  gegeben  sind,  so  ist  deren  Bestimmung  nur 
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mittels  eines,  den  ganzen  Raum  beherrschenden,  d.  h. 
nach  drei  Dimensionen  ausgedehnten  Axensystemes 
möglich.  Neben  den  Axen  der  x und  y wird  also  die 
Einführung  einer  dritten  Axe , ausserhalb  der  Ebene  je- 
ner beiden  nothwendig , und  jeder  Punct  wird  nur  dann 
bestimmt  seyn,  wenn  ausser  seinen  Coordinaten  x und 
y auch  die  der  dritten  Axe  parallele  Coordinate  z gege- 
ben ist.  Wir  nennen  diese  Axe  die  Axe  der  z und 
die  drei,  durch  je  zwei  Axen  gehenden  Ebenen  die 
Coordinatebenen,  welche  den  ganzen  Raum  in  acht 
Raumoctanten  theilen,  und  nach  den  in  ihnen  enthal- 
tenen Axen  als  die  Coordinatebenen  xy,  yz  und  zx 
unterschieden  und  bezeichnet  werden,  Uebrigens  giebt 
es  auch  hier  rechtwinklige  oder  schiefwink- 
lige Axensysteme,  je  nachdem  sich  die  Axen  oder 
Coordinatebenen  unter  lauter  rechten  Winkeln  schnei- 
den, oder  nicht. 

A.  Recklroinkligea  Axensy  Stern. 

§.  14.  ' 

Puncte,  ihre  Centraldistanz  und  Distanzliiiie. 

Was  zuvörderst  die  Bestimmung  eines  gegebenen 
Punctes  betrifft,  so  hat  dieselbe  keine  Schwierigkeit, 
indem  man  nur  durch  ihn  drei  mit  den  Axen  parallele 
Linien  als  Coordinaten  zu  legen  und  deren  Grösse  und 
Richtung  (wie  sich  solche  durch  ihre  Durchschnitte 
mit  den  Coordinatebenen  und  durch  die  Richtung  der 
respectiven  Halbaxen  bestimmen)  anzugeben  braucht, 
was  durch  drei  Gleichungen  von  der  Form 

X ^ ±a,  4,  — z = + c 

geschieht.  Die  Vorzeiojien  der  Coordinatwerthe  be- 
stimmen nämlich  den  Raumoctanten,  in  welchem  der 
Pünct  gelegen  ist,  und  die  Grösse  derselben  den  Ort 
des  Punctes  innerhalb  dieses  Octahten.  Ist  eine  der 
Coordinaten  = 0,  so  liegt  der  Pnnct  in  der  Ebene, 
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Welche  nach  den  beiden  andern  Coordinaten  benannt 
ist,  und  sind  zwei  Coordinaten  = 0,  so  liegt  der 
Punct  in  der  Axc,  welche  den  Namen  der  dritten 
Coordinate  führt.  \\^ie  also  in  der  Ebene  zwei,  so 
.sind  im  Rannte  drei  Gleichungen  zur  Bestimmung 
eines  Punctes  erforderlich,  und  wie  er  dort  als  Win- 
kelpunct  des  Parallelogrammes  über  x und  y bestimmt 
wurde,  so  wird  er  es  hier  als  der  Eckpunct  des  Par- 
allelepipedons  über  x,  y und  z. 

Eine  leichte  Betrachtung  lehrt,  dass  die  Central- 
distanz eines  jeden  Punctes 

D = l/x^  +y^  + z^ 

und  dass  die  Distanzlinie  irgend  zweier  Puncte 

« = l/{x~x^r  + (y-y'r  + (z-zT 


§.  15. 


Gleichung  einer  Fläche  ausserhalb  des  Nullpunctes. 

Ist  eine  Fläche  (unter  welchem  Worte  wir  jeder- 
zeit eine  ebene  Fläche  verstehen)  gegeben,  welche 
nicht  durch  den  Nullpunct  geht,  so  schneidet  .sie 

doch  gewöhnlich  alle  drei  Axen;  dadurch  bestimmen 
sich  drei  Axenabschnitte  3IA  = a,  MB  ~ b und 
MC  z=z  c (Fig.  5.)  als  die  Parameter  der  Fläche, 
welche  wir  in  dem  Octanten  der  positiven  Halbaxen 
voraussetzen.  Eine  Gleichung,  welche  die  Relation 
zwischen  den  Coordinaten  irgend  eines  beliebigen 
Punctes  der  Fläche  und  ihren  Parametern  ausdrückt, 
wird  die  Fläche  selbst  repräsentiren,  weil  sie  alle 
Puncte  derselben  vollständig  fixirt.  Zur  Auffindung 
einer  solchen  Gleichung  gelangt  man  sehr  leicht, 
wenn  man  davon  ausgeht,  dass  der  von  den  drei 
Coordinatebenen  und  der  gegebenen  Fläche  innerhalb 
^us  Octanten  der  positiven  Halbaxen  umschlossene 
^uuni  MABC  eine  dreiseitige  Pyramide  ist.  Man 
'^'le  nun  irgend  einen  beliebigen  Punct  P der  Flä-, 
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che,  verbinde  ihn  mit  dem  A^ullpiincte  M,  und  lege 
darauf  drei  schneidende  Ebenen  durch  PM  und  jede 
der  drei  Axon,  so  werden  diese  Ebenen  (welche  die 
gegebene  Fläche  in  den  Linien  P^,  Pß  und  PC  schnei- 
den) die  Pyramide  3fA.BC  in  die  drei  Pyramiden 
3IPAB,  MPAC  und  3IPBC  theilen.  Berechnet  man 
den  Inhalt  dieser  vier  Pyramiden,  und  wendet  man 
dann  das  Axiom  an,  dass  das  Ganze  = der  Summe 
seiner  Theile,  so  gelangt  man  sogleich  auf  folgende 
sehr  symmetrische  Gleiclinng  der  J’läche: 


X 

a 


+ 


y 

b 


+ — = 
e 


W'elche  zwar  ziinächt  nur  für  den  Theil  ABC  dersel- 
ben gefunden,  aber  nichts  desto  weniger  allgemein 
gültig  für  die  ganze  Ausdehnung  derselben  ist,  sobald 
man  nur  die  Zeichen  der  Coordinaten  in  den  übrigen 
Raumoctanten  berücksichtigt. 


§.  16. 

Gleichungen  der  Flächen,  welche  einer  oder  zwei  Axen  par- 
allel sind. 

Eine  Fläche  wird  daher  jederzeit  durch  eine 
Gleichung  fixirt;  und  umgekehrt,  kann  eine  Glei- 
chung im  Raume  zunächst  nur  immer  eine  Fläche 
repräscntiren.  Ist  die  Fläche  einer  der  Axen  paral- 
lel, so  Avird  der  respective  Parameter  = cc,  und  das 
mit  ihm  behaftete  Glied  verschtvindet  aus  der  Glei- 
chung— + "t"  "T  = 1-  So  bedeutet  z.  11.  — -f-  = 1 

im  Raume  die  Gleichung  einer  der  Axe  der  z paralle- 
len Fläche,  Avährend  dieselbe  Gleichung,  in  der  Ebene 
eine  Linie  ausdrückt,  welche  die  Axen  der  x und 
in  den  Centraldistanzen  a und  h schneidet.  Die  Glei- 
chung jeder  Fläche,  welche  einer  der  Axen  parallel 
läuft,  ist  also  einerlei  mit  der  Gleichung  ihrer  Durch- 
schnittslinie in  der  Coordinatcbene  durch  die  beiden 
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landern  Axen.  Diess  ergiebt  sich  auch  aus  Folgen- 
deiu.  Die  Gleichung  der  Intersection  *)  der  Fläche 

-+!-  + — = ! mit  einer  der  Coordinatebenen  folgt 

a b c 

aus  der  Gleichung  der  Fläche  selbst,  indem  man  die 
ausserhalb  dieser  Ebene  liegende  Coordinate  = 0 

setzt.  Es  wird  daher  z.  B.  — + ‘he  Glei- 

chung der  Intersection  derselben  Fläche  mit  der  Coor- 
dinatebene  xy,  welche  Gleichung  offenbar  einerlei  mit 
jener  für  die  Parallelfläche  der  Axe  der  z ist.  Allein 
beide  Gleichungen  wurden  durch  sehr  verschiedene 
Voraussetzungen  aus  der  ursprünglichen  Gleichung 

^ 4-  -i.  -5-  — 1 abgeleitet;  für  die  Intersection  wird 

a b c 

nämlich  das  letzte  Glied  derselben  = 0,  weil  z = 0; 
für  die  Parallelfläche  der  Axe  der  z,  weil  c = oo. 

Soll  also  die  Gleichung  — = 1 die  Intersection 

ausdrücken,  so  muss  zugleich  die  Gleichung  Z = 0 ge- 
geben seyn;  während  sie,  sobald  über  z gar  nichts 
ausgesagt  ist,  nur  eine  Parallelfläche  der  Axe  der  z 
darstellt,  welche  die  Axen  der  x und  y in  den  Cen- 
traldistanzen a und  h schneidet.  — Ist  eine  Fläche 
zweien  Axen  oder,  was  dasselbe,  einer  Coordinat- 
ebene  parallel,  so  verschwinden  die  beiden  gleichna- 

migen  Glieder  aus  der  Gleichung  "h  "7.  ~ ^ ’ 

wie  z.  B.  — = 1 oder  x = a die  Gleichung  einer  Par- 
a 

alleifläche  der  Coordinatebene  yz,  Avelche  die  Axe 
der  X in  der  Centraldistanz  a schneidet. 


*)  Es  sey  mir  gestattet,  (las  Wort  Intersection  jederzeit 
die  DurchscUnittsUnien  einer  Fläche  mit  den  Coordinatebenen  zu 
ßeb rauchen , 
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ire- 


§.  17. 

Gleichung  der  Fläche  durch  den  Nullpunct. 

Eine  dnrcli  die  Gleichung  — + ^ 4-  — = 

gebene  Fläclie  auf  den  Nullpunct  transportiren,  heisst 
*1^®  einer  ihr  parallelen  Fläche  durch  den 

^ullpunct  auffinden.  Eine  leichte  Betrachtung  lehrt, 
dass  sich  die  Gleichung  der  letzteren  Fläche  von  je- 
ner der  ersteren  nur  dadurch  unterscheidet,  dass  sie 
kein  constantes  Glied  enthält,  und  dass  folglich  rech- 
ter Hand  vom  Gleichheitszeichen  0 statt  1,  oder  über- 
haupt statt  der  daselbst  befindlichen  Constante  zu 
schreiben  ist.  Denn,  wenn  die  Fläche  durch  den  Null- 
punct geht,  so  werden  es  ihre  Intersectionen  gleichfalls, 

and  daher  f + » =0.  | + £ = o,  f + i = 0 

die  Gleichungen  dieser  letzteren.  Eine  Fläche  aber, 
deren  Intersectionen  durch  diese  Gleichungen  ausge- 
druckt werden,  kann  offenbar  nur  dürch  die  Gleichung 

repräsentirt  werden.  Daher  ist  diess  auch  die  allge- 
meine Form  der  Gleichungen  aller  durch  den  Nuil. 
punct  gehenden  Flächen,  für  welche  es  wiederum  nur 
auf  das  Verhaltniss,  nicht  auf  die  absolute  Grosse 
der  Constanten  a,  b und  c ankommt. 


gen 


§.  18. 

Gleichungen  der  Durchschnittslinie  zweier  Flächen. 

Sind  zwei  Flächen  F und  F'  durch  die  Gleichun- 


± 4. 

b^  c 


+ t + ^ = l 


gegeben,  so  ist  das  nächste  Problem,  -ihre  Dnrch- 
schnittslinie  zu  bestimmen.  Dazu  werden  wir  gelan- 
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gen,  wenn  wir  in  Anerkennung  ihrer  gleichzeitigen 
Gültigkeit  beide  Gleichungen  combiniren,  W'eil  sich 
alle  aus  dieser  Combination  hervorgehende  Resultate 
offenbar  nur  auf  diejenigen  Pnncte  im  Raume  bezie- 
hen können,  welche  beiden  Flächen  gemeinschaft- 
lich sind;  dieselben  Pnncte  aber  bilden  ja  eben  in  ih- 
rer Nacheinanderfolge  die  gesuchte  Durchschnittslinie. 
Die  Combination  beider  Gleichungen  führt  nun  durch 
successive  Elimination  der  x y und  s auf  folgende 
drei  Gleichungen: 


In  je  zweien  dieser  Gleichungen  ist  aber  die  dritte 
schon  enthalten,  wie  sich  leicht  auf  folgende  Art  be- 
weist; man  setze 


a — a'  = A 

bc' 

II 

1 

= CC 

b — b'  = B 

ca' 

— c'  a — 

= ß 

c — c'  = C 

ab' 

— a'b  = y 

so  w’ird  zuvörderst: 


(1)  Aa  + Bß  + Cy  = 0 

und  die  obigen  drei  Gleichungen  schreiben  sich  ein- 
facher w'ie  folgt: 


(3) 


cc' 


z — 


aa' 


x = B 


/ P “ 

(4)  X — y 

aa  ^ 


hb' 


C 


Man  eliminire  nun  aus  irgend  zweien  dieser  Gleichun- 
gen die  ihnen  gemeinschaftliche  Coordinate,  z,  B,  aus 
3)  Und  (4)  die  so  folgt 
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Da  nun  nach  (1)  Bß  -f-  Cy  = — Aa,  so  wir<l,  nach 
Unterdrückung  des  gemeinschaftlichen  Factors  a,  und 
nach  Vertauschung  der  Zeichen 

y ß A 

hb'  y cc'  ^ ^ 

welches  die  obige  Gleichung  (2)  ist.  Auf  dieselbe  Art 
kann  man  aus  (2)  und  (3)  die  (4),  aus  (2)  und  (4)  die 
(3)  ableiten;  wodurch  denn  bewiesen  ist,  dass  je  zwei 
der  oben  gefundenen  Gleichungen  die  dritte  in  sich 
enthalten. 

Es  kann  aber  die  Bedeutung  dieser  drei  Glei- 
chungen in  der  That  keine  andere  .seyn,  als  dass  sie 
eine  Linie  im  Raume,  und  zwar  die  gesuchte  Durcli- 
schnittslinie  der  Flächen  R und  R'  darstellen.  Da 
nun  je  zwei  die  dritte  in  sich  enthalten,  so  wären 
wir  schon  vorläufig  zu  dem  Resultate  gelangt,  dass 
eine  Lime  zu  ihrer  Bestimmung  im  Raume  zwei  Glei- 
chungen erfordert. 

§.  19. 

Die  Linie  iin  Raume  ist  durcli  zwei  ihrer  Projectionen  bestimmt. 

Das  zu  Ende  des  vorigen  §.  ausgesprochene  Re- 
.sultat  wird  noch  einleuchtender  durch  folgende  Be- 
trachtung. W^ir  sind  mit  allen  unsem  Vorstellungen 
von  Puncten,  Linien  und  Flächen  an  den  Körper 
gewiesen,  an  welchem  allein  sich  diese  Ausdehnungen 
anschaulich  verwirklicht  finden,  indem  der  erste  als 
Eckpunct,  die  gweite  als  Kantenlinie,  die  dritte  als 
Oberfläche  erscheint.  Die  einzige,  seinem  Begrifle 
entsprechende  Vorstellungsweise  des  Punctes  ist  es, 
wenn  man  ihn  als  den  Dnrchschnittspunct  dreier  (oder 
mehrer)  Flächen  denkt;  ebenso  entspricht  die  Vor- 
stellungsweise der  Linie,  als  des  Durchschnittes  zweier 
Hachen,  die  Vorstellungsweise  der  Fläche,  als  der 
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Oberfläche  eines  Körpers , einzig  und  allein  den  Be- 
griffen beider  Arten  von  Ausdehnung.  Den  Punct  i/i 
ahiructo  und  gleichsam  isolirt,  als  ein  Etwas  ohne 
Länge,  Breite  und  Höhe,  die  Linie  in  abstracto  als 
eine  Länge  ohne  Breite  richtig  vorzustellen,  scheint 
nicht  wohl  möglich.  Soll  nun  die  inatliematische  Auf- 
fassung dieser  Ausdehnungen  zu  hrauchbareu  B.esul- 
taten  führen  und  frei  von  Widersprüchen  bleiben,  so 
wird  sie  offenbar  mit  jener  uns  nothwendigen  Vor- 
stellungs weise  im  Einklänge  stehen  mü-ssen.  Wir 
den  daher,  wie  den  Punct  als  Durchschnitt  dreier,  so  die 
Linie  als  Durchschnitt  zweier  Flächen,  so  endlich  die 
Fläche  selbst  als  Oberfläche  eines  Körpers  im  Raume 
fixiren  müssen.  Diess  ist  auch  in  der  That  der  Fall , 
denn,  indem  w'ir  in  den  drei  Coordinatchenen  drei 
Flächen  willkürlich  voraussetzen,  wird  ja  ofienhai 
jede  gegebene  Fläche  als  Theil  der  Oberfläche  einei 
dreiseitigen  Pyramide  fixirt,  und  indem  wir  für  jeden 
Punct  drei  Gleichungen  wie  a’= +ffj  = i ^5  z=^c 
aufstellen,  fixiren  wir  denselben  eigentlich  als  den 
Durchschnitts  punct  dreier  Ebenen,  da,  wie  wir  §.  Iß- 
gesehen  haben,  jede  die.ser  Gleichungen  für  sich  die 
Parallelfliiche  einer  Coordinalebene  ausdrückt. 

Was  nun  endlich  die  Bestimmung  der  geraden 
Linie  im  Raume  betrifft,  so  ist  einleuchtend,  dass 
solche  zuvörderst  jener  nothwendigen  Vorstellungs- 
weise angemessen,  also  dergestalt  beschaffen  seyn 
müsse,  dass  jede  Linie  als  der  Durchschnittspunct 
zweier  Elienen  fixirt  wird.  Doch  werden  wir  zur 
Vereinfachung  der  Bestimmungsmethode  diese  Ebenen 
so  zu  wählen  haben,  dass  ihre  Ausdrücke  möglichst 
einfach  werden;  eine  Forderung,  welcher  vollkommen 
Genüge  geleistet  wird,  wenn  wir  die  Ebenen  als  Par- 
allelflächen der  Axen  einführen.  Man  nennt  aber 
jede  Ebene,  welche  durch  eine  gegebene  Linie  mit 
*'‘iner  der  Axen  (z.  B.  der  Axe  der  x)  parallel  gelegt 
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wird  eine  projicirende  Ebene  der  Linie,  und 
den  Durchschnitt  derselben  mit  der  Coordinatebene 
der  beiden  andern  Axen  (z.  B.  mit  der  Ebene  der  «z) 
die  Projection  der  Linie  in.dieser  Coordinatebene 
Da  nnn  nach  §.  Iß.  die  Gleichung  jeder  projicirenden 
Ebene  einerlei  mit  der  Gleichung  der  respectiven  Pro- 
jection, so  wird  offenbar  jede  gegebene  Linie 
ini  Raume  durch  die  Gleichungen  zweier  ih- 
rer Projectionen  bestimmt  seyn.  Dass  in  je 
zweien  dieser  Gleichungen  die  dritte  enthalten  ist  liett 
in  der  Natur  der  Sache;  dessenungeachtet  ist  es,  wt 
gen  der  grosseren  Symmetrie  und  Eleganz  der  Calcüle 
oft  empfeblenswerth,  die  Gleichungen  aller  drei  Pro- 
jectionen zugleich  zu  berücksichtigen.  Hiernach  wird 

jede  Linie  durch  drei  Gleichungen  von  der  Form 

ß-^  7 + y = i ^ + 

reprasentirt.  Geht  die  Linie  durch  den  Nullpunct 
so  nassen  e«  ihre  Projectionen  gleichfalls,  und  man 

braucht  für  diesen  Fall  in  den  vorstehenden  Gleichun- 
gen nur  0 statt  1 rechter  Hand  vom  Gleichheitszei- 
chen  zu  schreiben. 

Die  in  §.  18.  gefundenen  Gleichungen  für  die 
Durchschnittslinie  zweier  Flächen  jPund  F'  sind  also 
in  der  Tliat  nichts  anderes,  als  die  Gleichungen  ihrer 
Projectionen  in  den  Coordinatebenen. 


§.  20. 

hedingungsgleichung  für  die  Fläche  F".  welche  dem  Durchschnitte 
von  P i-qd  F'  parallel  ist. 

Wenn  zwei  Flächen  F „nd  F-  gegeben  sind, 

'St  es  „,ehl,g,  d.e  Bedingnngsgleichnng  nii-  die  Pa- 
rameter  irgend  einer  dritten  Fläche  F"  zu  finden 
welche  der  Durchschnittslinie  von  i^und  F'  parallel  ist’ 
Es  sey  die  Gleichung  der  gesuchten  Fläche  F" 
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— 4- 


JL 

b" 


+ 


Die  Gleichungen  der  Durchschnittslinie  sind  die  (2), 
(3)  und  (4)  aus  §.  18.  Aus  der  Bedingung  des  Paral- 
lelismus folgt,  dass,  wenn  .wir  die  Fläche  W sowohl 
als  die  gegebene  Durchsclinittslinie  auf  den  Nullpunct 
transportiren,  die  letztere  ganz  in  die  erstere  fallen, 
und  ndthin  jeder  Punct  der  Linie  zugleich  ein  Punct 
der  Fläche  seyn  muss.  Die  Gleichung  der  V 
durch  den  Nullpunct  ist  (§.  17.) 

X . y . z 


u - b"  d 


= 0 


und  die  Gleichungen  der  auf  den  Nullpunct  transpor- 
tirten  Durchschnittslinie  sind  (§.  19.  zu  Ende) 

V 


(6) 

(7) 


w» 


4^=0 

CCS 


« y r. 

cc  aa 


(8)  -?7 


X — 


Da  nun  die  Linie  ganz  in  die  Fläche  fällt,  so  las- 
sen sich  die  x,  y and  z jener  in  die  Gleichung  für 
diese  setzen.  Man  bestimme  daher  z.  B.  aus  (7)  und 
(8)  y und  z als  Functionen  von  d;,  und  substituire 
diese  Werthe  in  der  Gleichung  (5),  so  folgt 


aa  (t, 


Ib'ß 


cey 


— 0 


a"  ' b"  ' c" 
oder,  nach  Einführung  der  ursprünglichen  Werthe 
von  a,  ß und  ■/ 

(9)  a"b"(a'b  — ab')  cc'  + c’'a”(e'a—ca')  bb'+b''c"  (b'c—be')  aa'=  0 
welches  die  gesuchte  Bedingungsgleichung  ist. 

§.  21. 

Normale  aus  dem  Nullpuncte  auf  die  Fläche  F, 

Fs  ist  eine  Fläche  F durch  ihre  Gleichung 
^ , y . z 
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gegeben,  man  soll  die  Gleichungen  der  Normale  JVaus 
dem  Nullpuncte  finden.  Die  fingirten  Gleichungen 
ihrer  Projectionen  seyen  : 

]L 
T 


(10) 

(11) 


— + 
« 


+ 


= 0 


0 


(12) 


+ 


= 0 


Da  nun  jede  der  projicirenden  Ebenen  auf  der  F so- 
wohl als  auf  der  respectiven  Projectionsehene  recht- 
winklig ist,  so  muss  auch  jede  der  Projectionen  von 
N auf  der  gleichnamigen  Intcrsection  der  F normal 
seyn.  Es  sind  aber  die  Gleichungen  der  Intersectio- 
nen  von  F nach  §.•  16. 


(13) 

(14) 

(15) 


X 

a 

c 

JL 

b 


+ 


f = 1 


X 


= 1 


z 

— = 1 

c 


Da  nun  (10)  und  (13),  (11)  und  (14),  (12)  und  (15)  die 
Gleichungen  je  zweier  auf  einander  rechtwinkliger 
Linien  in  einer  und  derselben  Ebene  sind,  so  gelten 
für  sie  die  Bedingungsgleichungen  (§.  0.) 

«ß  -h  /SS  = 0 
yc  + da  = 0 
ib  -J-  4c  = 0 

und  folglich  werden  die  Gleichungen  der  gesuchten 
Normale  iV 

fiPA  y 
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Die  Grösse  dieser  Normale,  wie  solche  durch  den 
Nullpunct  einerseits  und  durch  den  Durchschnittspunct 
mit  F anderseits  bestimmt  wird,  findet  sich  leicht  als 
die  Centraldistanz  des  letzteren  Punctes  aus  den  Co- 
ordinaten  desselben.  Man  setze  also  in  die  Gleichung 
für  F statt  y und  z ihre  Werthe  aus  (16)  und  (17), 
so  erhält  man,  w'enn 


für  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunctes  von  h 
und  N 

1 1 ^ ' 

also  iV"  ^ ^ 

und  N = i/L  = c*  fif*  + b^^ 

§.  22. 

Cosinus  des  Neigungswinkels  zweier  Flächen. 

Der  von  den  Normalen  beider  Flächen  eingeschlos- 
sene Winkel  V ist  offenbar  das  Supplement  des  ge- 
suchten Winkels  W,  und  daher 

cos  W = — cos  V 

Da  uns  nnn  die  Coordinaten  X,  z und  x'^  y',  z' 
der  Durchschnittspuncte  beider  Flächen  mit  ihren  re- 
spectiven  Normalen  aus  §.  21.  bekannt  sind,  so  ken- 
nen wir  nicht  nur  die  Grössen  iF  und  N'  dieser  letz- 
teren, sondern  auch  die  Grösse  R der  Distanzlinie 
jener  beiden  Puncte,  folglich  alle  drei  Seiten  des  von 
diesen  Linien  eingeschlossenen  Dreiecks,  für  dessen 
einen  Winkel  V 
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~H  yy'  H“  22^ 


Substituirt  man  für  je  zwei  der  Grössen  x,  y,  z,  und 
y ■)  z'  ihre  aus  §.  21.  folgenden  Werthe  durch  die 
dritte  Grösse,  so  erhält  man 


cos  V= 


1 1 1 

'm’  W 'Ti? 


,/ 1 . ^ / 1 , 1 , 1" 


an'ti'  + ccW-t-  A//cc' 


oder  cos  H^= — 

j^'26'^+c'2o'2+6'2e'2 

Dieser  Werth  von  cos  W giebt  uns  für  die  Recht- 
winkligkeit beider  Flächen  die  Bedingung 
aa'bb'  -f-  cc'aa'  -f-  bb'cc'  = 0 
und  für  den  Parallelismus  derselben  die  Bedingung 

a‘b-.c  = a'’.b'‘.c' 

Weil  ferner  * 

^ = 0 die  Gleichung  der  Coordinatebene  «z 

ü = 0 ^ 

^ zx 


2 = 0 


xy 

so  werden  die  Cosinus  der  Neigungswinkel  einer  ge- 
gebenen Fläche  F mit  den  drei  Coordinatebenen  fol- 
gende : 

mit  Ebene  yz,  cos  X = 


V' +~c^ä^+  b^c^  ' 


zx,  cosY  = — 
xy,  cos  Z = 


ca 


ab 

föFWj^  c^a^  +b^c^ 


§.  23. 

Cosinus  des  Neigungswinkels  zweier  Linien. 

Wir  wollen  beide  durch  ihre  Gleichungen  gege- 
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l>ene  Linien  L und  L',  wenn  sie  nicht  schon  ursprüng- 
lich durch  den  Nullpunct  gehen , auf  denselben  trans- 
portiren;  ihre  Gleichungen  werden  daher: 

— 4-  = 0 und  -p  JL  — 0 

a ' ß a'  ^ ß' 

_ + _ = 0 und 


(19) 

(20) 


+ 


0 


(21) 


4-  = 0 und  4“  - = 0 


? ^ 

Hierauf  nehme  man  in  Tj  einen  willkürlichen  Punct, 

dessen  Coordinaten  x,  y und  z,  und  in  L'  einen  der- 
gleichen Punct,  dessen  Coordinaten  x' , y'  und  z' . 
Man  kennt  dann  nicht  nur  die  Centraldistanzen  D 
und  D'  beider  Puncte,  sondern  auch  ihre  gegensei- 
tige Distanzlinie  B,  folglich  alle  drei  Seiten  des  Drei- 
eckes, dessen  einer,  der  B gegenüber  liegende  Win- 
kel der  gesuchte  ist,  und  es  wird  daher 
+ j)'^  — B^ 


cos.  U = 


2 nn' 

4-  m’  4-  zz' 


V +y~  2-  }/ -f-  y'^  -1- 

Substituirt  man  in  diesen  Ausdruck  die  Werthe  von 
y und  z,  so  wie  von  y'  und  z'  als  Functionen  von  x 
und  x\  so  folgt  aus 

(19)u. (20) cos U=  , ^ ^ ^ 

Aiif  ähnliche  Art  folgt  durch  Substitution  der  Werthe 
von  X und  z als  Functionen  von  y,  und  der  Werthe 
von  X und  y als  Functionen  von  z ans 

y/fr  4-  4- 

et'ßß'+ßtrCß  + aa'is' 


(20)  u.  (21)  cos  U= 
aus 

(21) u.  (19)  coÄ  17= 


Die  Bedingungsgleichung  für  die  Rechtwinkligkeit  ist 


4 -1_ 


ßß' 


n 
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Die  ßedingungsgleicluing  für  den  Parallelismus 
ayß'ö'  — a'/ßS  = 0 

oder  y : d = y'-.S'  und  zugleich  u:  ß = a':ß' 
u.  s.  w.,  für  die  beiden  andern  Werthe.  Uebrigens 
erhält  man  die  zweite  und  dritte  Form  des  Werthes 
von  cos  U aus  der  ersten  durch  alphabetisches  Fort- 
rücken der  Buchstaben  mit  jedesmaliger  Uebersprin- 
gung  eines  derselben. 

li.  Schief 'Winklige  Axensy  Sterne. 

§.  24. 

Eintheilung  derselben. 

Man  kann  den  Begriff  der  schiefwinkligen  Axen- 
systeme  auf  zweierlei  Art  auffassen,  indem  man  da- 
bei auf  die  Neigungswinkel  entweder  der  Axen  oder 
der  Coordinatcbenen  reflectirt.  Wir  werden  die  letz- 
tere Ansicht  festlialten.  Man  sieht  nun  leicht,  dass 
für  die  drei  Neigungswinkel  A,  B und  C der  Coor- 
dinatebenen  folgende  vier  Fälle  möglich  sind 

1)  Alle  drei  Winkel  sind  rechte. 

2)  Zwei  Winkel  sind  rechte,  der  dritte  ein  schie- 

fer. 

3)  Zwei  Winkel  sind  schiefe,  der  dritte  ein 

rechter. 

4)  Alle  drei  Winkel  sind  schiefe. 

Der  erste  Fall  ist  der  des  tech twinkligen 
oder  ortho metrischen  Axensystemes,  welchen  wir 
im  Vorhergehenden  behandelt  haben.  Die  den  drei 
übrigen  Fällen  entsprechenden  Axensysteme  lassen 
sich  durch  die  Namen  des  monoklinoedrischen, 
diklinoedrischen  und  triklinoedrischen 
Axensystemes  unterscheiden.  Wir  wollen  j'edoch  an 
gegenwärtigem  Orte  nur  einige  der  wichtigsten  Pro- 
bleme in  Bezug  auf  das  ersle  und  einfachste  dieser 
schiefwinkligen  Axensysteme  lösen,  da  seine  Theo- 
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fie  für  die  Krystalloffraphie  von  ganz  besonderer 
Wichtigkeit  ist.  Das  Nöthigste  über  die  beiden  an- 
dern Systeme  soll  später  da  beigebracht  werden,  wo 
von  den  ihnen  entsprechenden  Krystallforinen  die 
Rede  seyn  wird. 

§.  25. 

Gleiclmngen  von  Punct,  Linie  und  Fläche. 

In  jedem  monoklinoedrischen  Axensysteme  sey 
uns  diejenige  Axe,  welche  sich  als  die  Durclischnitts- 
linie  der  beiden  schiefwinkligen  Coordinatebenen  be- 
stimmt, die  Axe  der  Z',  so  schneiden  sich  die  Axen 
der  X und  der  y unter  demselben  schiefen  Winkel  q, 
wie  jene  zwei  Coordinate))enen. 

Die  Gleichungen  eines  Punctes  sind  für  jedes 
monoklinoedrische  System  (wie  für  die  schiefwinkli- 
gen Axensysteme  überhaupt)  wiederum  von  der  Form 
^'  = + a,  j/  = + Ä,  z = +_  c 
die  Gleichung  einer  Fläche  von  dev  Form 


und  die  Gleichungen  einer  Linie  von  der  Form 


indem  die  Begriffe  der  Coordinaten  und  Parameter 
ganz  unverändert  die  von  Axenparallelen  und 
Axenab schnitten  bleiben,  wie  solche  oben  defi- 
nirt  und  bisher  gebraucht  wurden.  Wenn  man  daher 
nur  immer  eingedenk  bleibt,  dass  sich  in  vorstehen- 
den Gleichungen  die  x,  y und  z,  die  a,  h und  c auf 
schiefwinklige  Axen  beziehen,  so  wird  man  den 
sehr  wesentlichen  Unterschied  zwischen  ihnen,  als 
hlinometrisclien  Gleichungen  und  den,  der  Form  nach 
ganz  identischen,  orthoiuetrischen  Gleichungen  der 
14.  16.  und  19.  niemals  aus  den  Augen  verlieren. 
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§.  26. 

Allgemeine  Methode  der  Berechnung. 

Die  allgemeinen  Berechnungen  im  Gebiete  jede.s 
inonoklinOedrischen  Systeme»  .sind  mit  grosser  Leich- 
tigkeit anszufdhren,  sobald  man  dieselben  auf  die  in 
§.  12.  erläuterten  Transformationen  der  Coordinaten 
gründet.  Es  ist  nämlich  einleuchtend,  dass  die  Coor- 
, dinate  z ganz  unabhängig  von  dem  Neigungswinkel  p 
der  beiden  schiefen  Axen  seyn  müsse , da  sie  ja  auf 
deren  Coordinatebene,  ganz  so  wie  bisher,  rechtwink- 
lig ist.  Wenn  wir  also  irgend  gegebene  Gleichungen 
orthometrisch  ausdrücken  wollen,  so  haben  wir  in 
ihnen  nur  statt  der  schiefwinkligen  Coordinaten  x 
und  y deren  orthometrische  Ausdrücke  aus  §.  12.  zu 
.substituiren,  und  die  Transformation  der  Gleichun- 
gen ist  vollendet.  Da  nun  aber  für  diese  transfor- 
mirten  Gleichungen  alle  uns  interessirenden  Probleme 
in  dem  Vorhergehenden  bereits  gelöst  WTirden,  so 
lässt  uns  der  einfache  Kunstgriff  der  Transformation 
dazu  gelangen,  alle  Rechnungen  auch  im  Gebiete 
dieses  Systeme»  nach  der  so  höchst  einfachen  Me- 
thode zu  führen,  welche  wir  für  das  rechtwinklige 
Axensysteni  kennen  gelernt  haben.  Nur  darf  man 
nie  vergessen,  dass,  Avenn  irgend  ein  so  gewonnenes 
Resultat  noch  die  Form  einer  Gleichung  mit  un- 
bestimmten Coordinaten  hat,  diese  Coordina- 
ten wieder  rückwärts  in  ihren  klinoinetrischen  Aus- 
druck übersetzt  werden  müssen,  weil  die  Einführung 
rechtwinkliger  Coordinaten  nur  ein  Nothbehelf  zur 
Erleichterung  des  Calcüls,  der  Endzwek  die- 
ses Calcüls  aber  immer  nur  der  ist,  Resultate  zu 
finden,  welche  sich  auf  das  ursprünglich  gegebene 
A^xensystem  beziehen. 
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§.  27. 

Centraldistanz  eines,  und  Distanzlinie  zweier  Puncte. 
Man  findet  aus  §.  14.  die  Centraldistanz  D ei- 
nes Punctes,  und  die  gegenseitige  Distanzlinie  R 
zweier,  durch  ihre  Coordinaten  x,  y,  z und  x',  y',  z' 
gegebener  Puncte,  indem  man  statt  x den  Werth 
X -1-  y cosQ,  und  statt  y den  Werth  y siuQ  sub- 
stituirt;  es  folgt: 

-j-  y-  z-  -j-  2xy  cos  Q 

R = |/ (x—x'y-  -f  (y—y'p  -j-  (z—z'p  -1-  2 {x—x')  (y—y')  cos  q 
Sind  zwei  Flächen  durch  ihre  Gleichungen 

y 


X 

a b 


+ f 


1 , V f ^ A 

a'  + f + T'  = ‘ 


gegeben,  so  sind  die  Gleichungen  ihrer  Durchschnitts- 
linie natürlich  einerlei  mit  jenen  in  §.  18.;  eben  so 
ist  die  Bedingungsgleichung  für  die  Parameter  einer 
dritten,  mit  dieser  Durchschnittslinie  parallelen  Flä- 
che einerlei  mit  der  in  §.  20.;  nur  ändert  sich  die 
Bedeutung  der  Buchstaben  a,  6,  c,  u.  s.  w.  dahin, 
dass  sie  Jetzt  schiefwinklige  Parameter  bedeuten. 
Dagegen  sind  die  Gleichungen  für  die  .Normale  einer 
gegebenen  Fläche,  und  der  Ausdruck  für  den  Cosi- 
nus des  Neigungswinkels  zweier  Flächen  für  dieses 
Axensystem  besonders  zu  berechnen. 


§.  28. 

Normale  aus  dem  Nullpuncte  auf  die  Fläche  F. 

Die  Gleichung  der  Fläche  E sey : 

a ^ 6 ^ c ^ 

Man  mache  diese  Gleichung  orthometrisch , d.  h.  man 
substituire 


statt  X die  Grösse  x,  — jl. 


cos  p 
sm  p 


y - 


sm  p 
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_j_  a ~ h cos  Q 

ab  sin  q ^ ‘ 


+ 


= 1 


so  wird  sie 

£i 

a uu sm Q " ' ' c 

Die  Gleichungen  der  gesuchten  Normale  finden  sich 
nun  unmittelbar  aus  dieser  Gleichung,  wie  die  Glei 
chungen  (16)  (17)  und  (18)  in  §.  21.  aus  der  zu  Anfänge 
desselben  §.  stehenden  Gleichung  von  F;  sie  wer- 
den also: 

a — b cos  Q ' 

- .T  ^ — — 


(22) 

(23) 

(24) 


ab  sin  Q 
z 

a c 
yj_  a{b  ~ 


u 


0 


0 


yayq)  z 


= 0 


ab  sin  Q 

Diese  Gleichungen  müssen  aber  wieder  rückwärts  kli 
nometnsch  ausgedrückt  werden  (§.  26),  indem  man 
für  den  Werth  x -j-  y cos  q 

~ Vi  - - y sin  p 

substituirt ; man  erhält  dann  die  gesuchten  Gleichun- 
gen, wie  folgt:  * 

(25)  y 


(26) 

(27) 


b — a cos  Q 
z 

ab  sin^Q 

y 


c (b 


a — b cos  ^ 

X 

a cos  q) 
z 


= O 


= 0 
= 0 


c [a  bcosq)  absin^q 
wobei  nur  noch  zu  erinnern,  dass  bei  dieser  Trans- 
formation die  Gleichung  (26)  erst  alle  drei  Coordina- 
ten  y und  z enthält,  weshalb  der  durch  (25)  be- 
stunmte  Werth  von  y als  Function  von  ^ in  dieselbe 
einzuführen  ist. 

V des  Durchschnittspunctes  von 

i'  und  N finden  sich  leicht  durch  Combination  je 
zweier  der  Gleichungen  (25),  (26)  und  (27)  mit 
der  Gleichung  von  F.  Bezeichnet  man  nämlich  zur 
Abkürzung  und  leichteren  Uebersicht  die  Grössen: 
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abc  mit  E 
b — a cos  Q mit  F 
a — b cos  Q mit  G und 

+ c -)-  b'^c  ab  cos  q (2c*  + ab  cos  mit  M 
so  werden  die  Coordinaten  des  Durchschnittspnnctes 

cEF 

cEG 
^ ~ M 

ab  sin^Q  E 

er  — 


§.  29. 

Cosinus  des  Neigungswinkels  JV  zweier  Flächen. 

Wenn  der  Neigungswinkel  der  beiden  Flächen- 
normalen JV  und  JV'  = V,  so  ist 

cos  TF  = — cos  V 

Nun  sind  uns  aus  dem  vorigen  §.  die  orthometrischen 
Gleichungen  beider  Normalen  bekannt,  indem  für  iV 
die  Gleichungen  (22),  (23)  und  (24)  unmittelbar,  für  JV' 

aber  dieselben  Gleichungen  mit  accentuirten  Buchsta- 
ben gelten.  Wir  erhalten  daher  in  Uebereinstimraung 
mit  §.  22.  für  V die  Function 


cos  V = 


+ Viy/  + zz' 


^ +y^  H-  -k -f  z'* 

Substituirt  man  für  je  zwei  der  Coordinaten  :ir,, 
und  Zj  und  z'  ihre  Werthe,  wie  solche  als 

Functionen  der  dritten  aus  (22),  (23)  und  (24)  folgen, 
so  erhalten  wir 
cos  V = • 


_a^b'  tim  f + cc' (fti' «fna  P4. (3 _ g f)(a'-~b'coi()) 


b sin  e+c-(S2«tn2j.(-(o  bcos|/)2)^/a'2b‘^sin^e+c‘Hb'^sin'!^^a'~b‘cose)i] 

wnd  daher  cos  W = 

2rin2(.+  cs(o2-j-i»-2aÄco»()  /J^4'j,i„2p4.c'2(«'l+4'i-2o'»'co»(.) 

4* 


52 


Reine  Krystallographie. 

welcher  Ausdruck  sich  für  p = 90°  auf  den  oben  in 
§.  22.  gefundenen  Werth  reducirt. 

Für  die  Rechtwinkligkeit  beider  Flächen  gilt  die 
Bedingunsgleichung : 

aa  hb  »in'^  q-\-cc' (aa' y-bh'  — ab' cos q — a'h  cos  q)  ^=0 
und  für  den  Parallelismus,  wie  a.  a.  O. 

a : b : c ~ a'  : b'  : c' 

Die  Cosinus  der  Neigungswinkel  einer  gegebenen 
Fläche  R mit  den  drei  Coordinatebenen  lassen  sich 
leicht  aus  dem  Wertlie  für  cos  W finden,  indem  man 
successiv  für  R'  die  Gleichungen  x = 0,  y = 0 
und  z = 0 statuirt,  oder  .successiv  die  Parameter 
b'  und  c',  a'  und  c',  «'  und  b'  unendlich  gross  nimmt. 


§.  30. 

Cosinus  des  Neigungswinkels  zweier  Linien. 

Man  transportire  beide  Linien  L und  U auf  den 
Nullpunct,  so  erhalten  ihre  Gleichungen  die  Form: 


X 

a 


+ ^ = 0 


^ + ^ = 0 
Y ^ ä 


y.  -u  A 

' c 


0 


X 

«' 

z 

y' 

c' 


+ 

+ 


JL 

ß' 

J' 


= 0 
= 0 


+ f/  = 0 


Hierauf  mache  man  diese  Gleichungen  orthoinetrisch, 
d.  h.  man  setze  ' ’ 


satt  X den  Werth  Xi 

- y - 


Vi 


cos  Q 
sin  p 


y> 


so  werden  sie 


sin  p 


a — ßcosq 

+ 

ß sin  q — 

X 

Xl 

ay 

d (a~-ß  cos  q) 

yi 

z 

8 tin  Q 

+ 

T 

Xl 


-ß'cos  q 
z 


+ 


yi 


y< 

t>  sin  q 


ß'  sin  q 
X, 


+ 4 


€08  q) 
X 

C 
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Substituirt  man  die  Parameter  dieser  orthometrischen 
Gleichungen  statt  der  Buchstaben  a,  u',  ß,  ß'  «•  s.  w. 
in  die  Ausdrücke  von  cos.  U des  §.  23,  so  folgt  un- 
ter der  Voraussetzung,  dass  die  Gleichung  zwischen 
X und  y jedenfalls  eine  der  gegebenen  sey: 
cos.  U 

att'W'  + 4-  «“‘rr' — CO«  g 

oder  cos  U 

}/a2(24.^2(2^|32p — 2aßt2  cot  e ‘ *00«  j 

welches  die  gesuchten  Werthe  für  den  Cosinus  des 
Neigungswinkels  sind.  ' 


Zweiter  Abschnitt:  ^ 

Terminologie  der  Kryslallformen  und  Eintheilung 
derselben. 

- 4 

Erstes  C ap  itel. 

Von  den  Begränzungselementen  der  Kry- 
stallformen. 

§.  31. 

Megränzungselemente , Schnitte , Mittelponct. 

1^)  Die  Kry s tallformen  sind  die  ebenflächigen, 
mehr  oder  weniger  regj^lmässig  gebildeten  Gestal- 
ten der  Krystalle  oder  vollkommenen  anorganischen 
Individuen. 

2)  Begränz un gs eleme nte  einer Krystallform heis- 
sen alle  Flächen,  Kanten  und  Ecke  derselben. 
Für  die  Anzahl  der  verschiedenen  Begränzungsele- 
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mente  überhaupt  gilt  folgender  merkwürdige  Sau 
Man  setze  an  irgend  einer  Gestalt 

die  Zahl  der  Ecke  = E 
■ ' - Flächen  = E 

- Kanten  = K 

so  ist  jederzeit 

E E = K ^ 2 

3)  Gleichwerthige  Begränzungselemente 

mnd  alle  gleichnamigen  B.  von  gleicher  Figur 
wosse  und  Lage.  ° ’ 

4)  Mittelpunct  einer  Krystallförm  ist  derjenige 
Punct  innerhalb  derselben,  von  welchem  alle  gleich- 
werthigen  Begränzungselemente  gleichweit  abste- 

5)  Symmetrie  einer  Krystallförm  ist  die  in  der  Zahl 
Grosse,  Vertheilung  und  Lage  ihrer  verschiedenen 
Be^anzungselemente  obwaltende  Gesetzmässigkeit 

) Schnitt  heisst  allgemein  derjenige  Theil  einer 
durch  eine  Gestalt  seleo-ten  «r  i i, 

halb  derselben  enthalten  ist.  ’ ® ® mner- 

§.  32. 

Flächen,  ihre  Figuren  und  Arten. 

1)  Die  Flächen  werden  nach  der  Zahl  ihrer  Seiten  in 

drei-,  vier-,  fünf- /jseitige  Figuren  getlieilt 

2)  Neben  seiten  heissen  je  zwei  neben  einander 
Gegenseiten  je  zwei  gegenüber  liegende  Seiten 
einer  Figur;  eine  Figur  von  ungerader  Seitenzahl 
hat  keine  Gegenseiten. 

3)  Die  dreiseitigen  Figuren  erhalten  die  bekannten 
Namen  der  Geometrie.  Die  vierseitigen  Figuren 
sind  entweder  Parallelogramme  oder  Kl  in  o- 
gramme,  je  nachdem  je  zwei  Gegenseiten  paral- 
lel sind,  oder  nicht;  die  Parallelogramme  sind  ent- 
weder rechtwinklig  oder  schiefwinklig;  die  recht- 
winkligen P,  entweder  gleichseitig,  Quadrat, 
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Tetragon,'  oder  ungleichseitig,  Rectangel;  die 
scliiefwinkligen  P.  ebenfalls  entweder  gleichseitig, 
Rhombus,  oder  ungleichseitig,  Rhomboid.  Die 
Klinogranune  haben  entweder  noch  zwei  paral- 
lele Gegenseiten,  Trapez,  oder  nicht,  Trape- 
zoid. 

4)  Eine  Figur  heisst  regelmässig,  wenn  sie  gleich- 
seitig und  gleichwinklig,  halbregelmässig, 
wenn  sie  gleichseitig,  aber  nur  abwechselnd  gleich- 
winklig ist.  Eine  halbregelinässige  Figur  hat  je- 
derzeit eine  gerade  Seitenzahl,  und  heisst  ein 
Rhombus,  Ditrigon,  Ditetragon,  oder  Di- 
hexagon,  je  nachdem  sie  vier-,  sechs-,  acht- 
oder  zwölfseitig  ist  (Fig.  6,  7 und  8). 

5)  An  jedem  Rhombus  und  Rhomboid  unterscheidet 
man  die  Makrodiagonale  und  Rrachydiago- 
nale. 

ß)  Ein  Symmetrisches  Trapezoid  oder  Deltoid 
. (Fig.  9.)  ist,  welches  durch  eine  seiner  Diagona- 
len  in  zwei  congruente  Dreiecke  getheilt  wird; 
diese  Diagonale  (ah)  lieisst  die  symmetrische 

Diagonale.  Ein  gleichschenkliges  Trape- 
zoid (Fig.  10  und  11)  oder  Trapez  (Fig.  12.)  ist, 
welches  zwei  gleiche  Nebenseiten  hat;  man  kann 
die  Diagonale  (cd)  durch  die  Endpuucte  der  glei- 
chen Nebenseiten  die  gleichschenklige  Dia- 
gonale nennen. 

7)  Ein  symmetrisches  Pentagon  (Fig.  13.)  ist, 
welches  vier  gleiche  Seiten  und  zwei  Paare  glei- 
cher Winkel  hat.  Die  einzeln  Seite  heisst  die 
Grundlinie,  und  die  aus  dem  gegenüberliegen- 
den Winkel  auf  sie  gefällte  Normale  die  Höhen- 
linie des  Pentagons. 
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§.  33. 

Kanten  und  deren  Verhältnisse. 

1)  An  jeder  Kante  unterscheidet  man  die  Kanten- 
flachen, die  Kantenlinie  und  den  Kanten- 
wrnkel. 

2)  Normale  he  ne  einer  Kante  ist  jede  auf  der  Kan- 
teulinie  rechtwinklig^e  Ebene. 

3)  Der  Kantenwinkel  ist  jederzeit  gleich  dem  Win- 
kel, welchen  die  beiden  Durchschnittslinien  der 
Aormalebene  und  der  Kantenflächen  bilden. 

) Kanten  heissen  gleichgross,  wenn  sie  gleiche 
Kawenwinkel,  gleichlang.  „„„ 

gleich,  wenn  eie  beide  gleich  haben 

bei  0 Neigung  congruiren,  und  durch  die  aus  dem 
Mittelpuncte  der  Kantenlinie  errichtete  Normale 
in  zwei  congruente  Hälften  getheilt  werden;  eine 
symmetrische  Kante  besitzt  nur  die  erstere,  und 
eine  unregelmässige  Kanto  i ■ i .. 

Eigenschaften. 

6)  Eine  ausspringende  Kante  ist,  deren  Kanten-  , 
wmkd  nach  dem  Mittelpuncte  der  Krystallform  • 
<180  ; eine  einspringende  Kante,  deren  Kan- 
tenwinkel nacli  derselben  Richtung  > ISO"  ist. 

§.  34. 

Koke  und  deren  Arten. 

1)  An  jedem  Kck  unterscheidet  man  die  Flächen 

Winkel,  die  Kantenwinkel  und  den  Eck- 
p un  c t. 

2)  Nach  der  Zahl  der  zu  einem  Ecke  contribuirenden 

Hachen  unterscheidet  man  drei-,  vier-,  fünf-  ^ 
«flächige  Ecke.  ’ 

3)  Ein  regelmässiges  Eck  ist,  das  gleiche  Flä-  1 
Chen-  und  Kantenwinkel,  ein  halbregelmässi- 
ges Eck,  das  gleiche  Flächen-  aber  nur  abwech- 
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selnd  gleiche  Kantenwinkel  hat.  Die  halbregel- 
mässigcn  Ecke  haben  jederzeit  eine  gerade  Flä- 
chenzahl und  heissen  rhombische,  ditrigonale, 
d it e trage n al e und  dihexagonalc  Ecke,  je 
nachdem  sie  vier-,  sechs-,  acht-,  oder  zwölfflächig 
sind.  Die  regelmässigen  heissen  trigonale,  te- 
tragonale  oder  hexagonale  Ecke,  je  nachdem 
sie  drei-,  vier-  oder  sechsflächig  sind. 

§.  35. 

Nebentlächen , Gegeuflächeii,  Flächensysteme. 

1)  Neben  fläche  einer  gegebenen  Fläche  ist  jede, 
die  eine  Kante  mit  ihr  bildet. 

^ Eine  Reihe  von  Neben  flächen  heisst  jede 
stetige  Folge  von  Nebenflächen;  was  die  ersten, 
zweiten,  dritten  u.  s.  w.  Nebenflächen  einer  gege- 
benen Fläche  sind,  begreift  sich  von  seihst. 

3)  Nachbar  fläche  einer  gegebenen  Fläche  heisst 
jede  zweite  Nebenfläche,  welche  mit  derselben 
noch  einen  Eckpunct  gemeinschaftlich  hat. 

4)  Gegenflache  einer  gegebenen  Fläche  heisst  die 
ihr  parallele  am  entgegengesetzten  Ende  der  Ge- 
stalt. 

5)  Die  Flächen  vieler  Gestalten  gruppiren  sich  zu 
Flächensystemen,  welche  man  nach  der  Zahl 
ihrer  Flächen  Flächenpaare,  oder  drei-,  vier- 
«zählige  Flächensysteme  nennt. 

6)  Jedes  Flächenpaar  oder  Flächensystem  hat  seine 
Neben-Paare  oder  Systeme,  und  Nachbar- 
Paare  oder  Systeme.  Gegenpaar  oder  Ge- 
gensy  Stern  eines  gegebenen  Flächensystemes 
heist  das  ihm  gegenüberliegende,  dessen  einzeln 
Flächen  den  einzelen  des  gegebenen  parallel  sind. 
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Zweites  Cap  it  e l. 

Von  den  Krystallsystenien. 

§.  36. 

Allgemeine  Bestimmmigen. 

Man  denke  sich  durch  irgend  einen  Punct  im 
Raume  drei  indefinite  Ebenen,  dergestalt,  dass  nicht 
alle  einer  Linie  parallel  sind,  so  werden  dieselben 
den  Raum  um  diesen  Punct  in  acht  Raumoctanten 
theilen,  und  drei,  nicht  in  einer  Ebene  gelegene 
Durchschnittslinien  von  indefiniter  Länge  bilden.  Jede 
gegebene  Hache  wird  nun  Avenigstens  eine  dieser 
Linien,  oder  zwei,  oder  auch  alle  drei  schneiden 
müssen,  und,  Avie  in  §.  15.,  durch  Angabe  der  Grösse 
und  Richtung  der  Linienabschnitte  bestimmt  seyn. 
Den  Inbegriff  von  drei  (oder  auch  mehren)  derglei- 
chen durch  einen  Punct  gelegten  Ebenen,  in  Bezug 
auf  deren  Durchschuitt.slinien  man  die  Lage  gegebe- 
ner Flächen  bestimmt,  nennt  man  ein  System  von 
Coordinatebenen,  jede  einzcle  Ebene  eineCoor- 
dinatcbene,  jede  ihrer  Durchschnittslinien  eine 
Axenlinie  *),  und  ihren  gemeinschaftlichen  Durch- 
schnitt.spunct  den  Nullpunct  oder  Anfangspunct 
des  Systemes.  Die  durch  eine  gegebene  Fläche  in 
den  Axenlinien  abgeschnittenen  Theile  heissen  die 
Parameter  der  Fläche. 

§.  37. 

Fortsetzung. 

Weil  die  Krystallgestalten  von  lauter  ebenen  Flä- 
chen umschlossene  Körper  sind,  so  müssen  sie  gleich- 


*)  Es  sey  mir  erlaubt,  für  die  indefiniten  Axen  dieses  Wort 
zu  gebrauchen,  da  man  in  der  Krystallographie  unter  Axe  einen 
bestimmten  Theil  dieser  Linien  zu  verstehen  gewohnt  ist. 
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f^lls  in  Bezug  auf  ein  willkürlich  gewähltes  System 
•''on  Coordinatebenen  oder  Axenlinien  bestimmt  wer- 
können.  Es  fragt  sich  nur,  wo  der  Nullpunct 
des  Systcmes  gewählt,  und  wie  viele,  und  unter 
Welchen  Winkeln  geneigte  Coordinatebenen  ange- 
nommen werden  sollen.  Theorie  und  Beobachtung 
geben  auf  diese  Fragen  folgende  Antworten; 

1)  Den  Nullpunct  des  Axensystemes  verlege  man  je- 
derzeit in  den  Mittelpunct  der  Gestalt,  weil 
nur  so  die  Axen  eine  symmetrische  Lage  gegen 
die  verschiedenen  Begränzungselemente  derselben 
erhalten  können  (§.  31.) 

Die  Zahl  der  Coordinatebenen  (oder  Axenlinien) 
ist  für  die  meisten  Gestalten  auf  drei,  für  einige 
jedoch  auf  vier  zu  setzen,  W'eil  nur  so  die  geo- 
metrische Bestimmungsmethode  den  in  der  Natur  ge- 
gebenen Symmetrieverhältnissen  angemessen  wird, 
d)  Die  Neigungsverhältnisse  der  dreizähligen 
Coordinatebenen  sind  verschieden;  bei  den  vier-  , 
Zähligen  dagegen  herrscht  immer  das  Gesetz,  dass 
sich  drei  in  einer  Linie  »mter  60°  schneiden,  wäh- 
rend  vie  vierte  auf  ihnen  rechtwinklig  ist. 

§.  38. 

Allgemeine  Eintlieilung  der  Gestalten. 

Die  im  vorigen  §.  enthaltenen  Bestimmungen  füh- 
ren  vorläufig  zu  folgender  allgemeinsten  Eintheilung 
sämmtlicher  Krystallformen  nach  der  Zahl  der  Coor- 
dinatebenen, oder,  was  dasselbe  ist,  nach  der  Zahl 
der  Axenlinien. 

^ '^*'i**ictrische  Gestalten,  solche,  deren  Sym- 
metrieverhältnisse ein  dreizähliges  Axensystem  ge- 
statten. 

Tetrametrische  Gestalten,  solche,  deren 
Symmetrieverhältnisse  ein  vierzähliges  Axensystem 
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In  Bezug  auf  die  verschiedenen  NeigungsverhäH' 
nisse  der  Coordinatebenen  in  den  trimetrischen  Gc' 
stalten  ist  das  allgemeine  Neigungsverhältniss  vo* 
dem  besondern  zu  unterscheiden;  jenes  ist  das  dei 
Rechtwinkligkeit  oder  Schiefwinkligkeit  überhaupt 
dieses  ein  bestimmtes,  gemessenes,  in  Graden,  Min« 
ten  u.  s.  w.  ausgedrücktes  Neigungsverhältniss.  Nut 
ist  einleuchtend,  dass  es  in  Uebereinstimmung  mi' 
§.  24.  für  die  trimetrischen  Gestalten  nur  vier  allge- 
meine Neigungsverhältnisse  geben  kann;  indem  die  drei 
Neigungswinkel  A,  B und  C der  Coordinatebenei' 
entweder  durchgängig  rechte,  oder  durchgängig  schieb 
sind,  oder  indem  gegen  zwei  rechte  ein  schiefer,  odet 
endlich  gegen  zwei  schiefe  ein  rechter  Winkel  vor- 
handen ist.  Hiernach  zerfallen  die  trimetrischen  Ge- 
stalten in  folgende  Abtheilungen: 

1)  Orthoed  rische  Gestalten,  alle  drei  Winke)' 
sind  rechte. 

2)  Monoklinoed  rische  G.,  ein  schiefer  und  zwei, 
rechte  Winkel. 

3)  Diklinoedrische  G.,  zwei  schiefe  und  ein  rech-) 

ter  Winkel.  ! 

4)  Triklinoedrische  G.,  alle  drei  Winkel  sim 
schiefe. 

Tm  Gebiete  der  tetrametrischeii  Gestalten  giebl 
es  nach  der  obigen  Bestimmung  nur  ein  einziges, 
vollständig  bestimmtes  Neigungsverhältniss,  und  da- 
her auch  keine  weiteren  Unterabtheilungen. 

§.  39.  ' 

Axeii  und  deren  Grösseuverhältiiiss. 

Weil  aber  die  Gestalt  eines  jeden  vollständig! 
ausgebildeten  Krystalls,  dergleichen  künftig  immef 
vorausgesetzt  werden,  einen  ringsum  geschlossene*' 
Flächeninbegriff  darstellt,  so  müssen  sich  durch  da^ 
gemeinschaftliche  Zusammentreffen  aller  dieser  Fl»' 
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gewisfse  bestimmte  Längen  in  «len  an  und  für 
sich  indefiniten  Axenlinieu  ergeben.  Diese  bestimm- 
ten Tlieile  der  Axenlinien,  welche  zwar  von  den 
Parametern  der  Flächen  abhängig,  jedoch  keineswe- 
; ges  mit  «lenseiben  identisch  sind,  heissen  die  Axen 
. der  Gestalt.  Sie  hahen  grosse  Bedeutung  für  die  Er- 
I scheinungsweise  der  ganzen  Gestalt,  und  verdienen 
: um  so  mehr  Berücksichtigung,  da  von  ihrer  relati- 
ven Grösse  das  Princip  zur  ferneren  Eintheilung  der 
Krystallformen  entlehnt  wird.  Man  unterscheidet 
aber  auch  hier  das  allgemeine  und  besondere 
i Grössenverhältniss,  indem  jenes  nur  das  der  Gleich- 
; heit  oder  Ungleichheit  überhaupt,  «lieses  ein  bestimm- 
tes, in  Zahlen  atisgedrücktes  Vörhältniss  ist. 

'Was  nun  die  trimetrischen  Gestalten  betrilft,  so 
ist  offenbar  nur  eine  dreifache  Verschiedenheit  des 
allgemeinen  Grössenverhältnisses  ihrer  Axen  möglich, 
indem  dasselbe  entweder  das  der  durchgängigen 
Gleichheit,  oder  der  Gleichheit  zweier  gegen 
eine  ungleiche  Axe,  oder  das  der  durchgängigen 
Ü ngl  e i ch  b ei  t seyn  kann.  Während  wir  aber  im 
Gebiete  der  orthoSdrischen  Gestalten  alle  drei  Fälle 
verwirklicht  finden,  begegnen  wir  ira  Gebiete  der  kß- 
noedrischen  Gestalten  nur  dem  letzteren  Verhältnisse 
der  durchgängigen  Ungleichheit;  was  vielleicht  darin 
seinen  Grund  hat,  weil  die  Erscheinungsweise  dieser 
Gestalten  durch  Realisirnng  der  beiden  ersteren  Fälle 
fast  nichts  an  Symmetrie  gewinnen  würde,  weshalb 
selbst  die  dereinstige  Nachweisung  derselben  keine 
fernere  Eintheilung  begründen  könnte. 

Im  Gebiete  der  tetrametrischen  Formen  endlich 
treffen  wir  nur  das  einzige  allgemeine  Grössenver- 
hältniss, dass  die  drei  sich  unter  60°  schneidenden 
A^Xen  einander  gleich  sind,  während  die  auf  ihnen 
*‘®chtwinklige  Axe  grösser  oder  kleiner  ist*). 

p Sie  könnte  jedoch  auch  dem  Charakter  des  Systemes  unbe- 
*^det  den  übrigen  Axen  gleich  seyn. 
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§•  40.  i 

Krystallsysteme.  ' 

Ein  Krystall,system  i.st  der  Inbegriff  al 
1er  derjenigen  Gestalten,  welche  bei  glei 
eher  Zahl  und  gleichem  allgemeinen  Net 
gungsverhältniss  der  Coordinateb enen  das 
selbe  allgemeine  Grössenverhältniss  de' 
Axen  besitzen. 

In  Uebereinstimmung  mit  dieser  Definition  er 
giebt  sich  min  aus  den  vorigen  §§.  folgende  lieber 

sicht  der  Gestalten  überhaupt  und  der  Krystallsy' 

Sterne  insbesondre.  i 

A.  Trimetrische  Gestalten.  1 

a)  OrlJioedrisehe  Gestalten.  j 

1)  Isometrisches  Krystallsystem , drei  gleich« 

Axen.  I 

2)  Monodimetrisches  K.  S , zwei  gleiche  Axen. 

3)  Anisometrisches  K.  S.,  drei 
h)  Klinoedrisclie  Gestalten. 

1)  Monoklinoedrisches  K.  S. 

2)  Diklin 0 e dris c he s K.  S. 

3)  Triklinoedrisches  K.  S. 

B.  Tetrametrische  Gestalten. 

1)  Monotrimetrisches  K.  S. 

Geometrischer  Grund  Charakter  eines  Kry 

stallsystemes  ist  der  Inbegriff  seiner  wesentlichen 
Merkmale,  oder  das  ihm  zukommende  Zahl-  und  Nei' 
gungsverhältniss  der  Coordinatebenen  und  Grössenver- 
hältniss  der  Axen. 

§•  41.  ; 

Syiuinetrieverliältnisse  der  Krystallsysteme. 

Jedes  dieser  Krystallsysteme  zeigt  gewisse,  schon 
aus  seinem  geometrischen  Grundcharakter  folgende 
Symmetrieverhältnisse,  welche  sich  besonders  dadurch  J| 


ungleiche  AxenI 
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2ii  erkennen  geben,  dass  in  der  Regel  eine  der 
Axen  entweder  ihrer  Grösse  oder  ihrer  Lage  nach 
einen  eminenten  Werth  erhält,  kraft  dessen  sie 
einen  entschiedenen  Einfluss  auf  die  Symmetrie  aller 
um  das  Axensystem  zu  construirenden  Gestalten  ausübt. 

In  allen  trimetrischen,  orthoedrischen  Gestalten 
finden  wir  in  Bezug  auf  die  Lage  der  Axen  die 
höchste  Regelmässigkeit  und  Uebereinstiminung;  die 
etwaige  Verschiedenheit  der  Symmetrie  kann  daher 
Jtur  in  dem  Gros  senverhäl  tnis  s e der  Axen  ge- 
sucht werden.  Da  nun  im  isometrischen  Systeme 
durchgängige  Gleicheit  derselben  gefordert  wird,  so 
^®igt  dieses  System  auch  der  Grösse  seiner  Axen 
**uch  den  höchsten  Grad  der  Regelmässigkeit;  jede 
Axe  ist  vollkommen  gleichwerthig  mit  den  beiden 
übrigen,  und  keine  derselben  spielt  irgend  eine  vor- 
herrschende Rolle.  Im  monodiinetrischen  Systeme  da- 
gegen ist  eine  Axe  ihrer  Grösse  nach  ungleicliwer- 
thig  mit  den  beiden  übrigen;  sie  oflenbart  dadurch 
eine  gewisse  Eminenz , und  beherrscht  die  Symmetrie 
des  ganzen  Axcnsystemes.  Iiii  anisometrLschen  Systeme 
endlich  sind  alle  drei  Axen  ungleichwerthig;  daher 
ist  zwar  jede,  aber  auch  jede  in  ihrer  Art  eminent, 
und  keiner  kann  irgend  ein  Vorrecht  vor  der  andern 
zuerkannt  werden,  weil  sich  durchaus  nicht  entschei- 
den lässt,  ob  der  grösste,  der  kleinste  oder  der  mitt- 
ere  Werth  ein  solches  Vorrecht  bestimmen  soll. 

Für  die  klinoedrischen  Systeme  ist  in  dem  Grös- 
senverhältnisse der  Axen  die  gleiche  und  höchste  Un- 
regelmässigkeit gegeben,  und  folglich  die  Verschie- 
enheit  der  Symmetrie  nur  in  den  Neigungsverhält- 
mssen  der  Coordinatebenen  zu  suchen.  Im  monokli- 
noedrischen Systeme  wird  oft’enbar  diejenige  Coordi- 
natebene  einen  eminenten  Charakter  haben,  auf  wel- 
^ er  die  beiden  andern  rechtwinklig  sind,  und  dieser 
»hinente  Charakter  wird  auf  die  beiden  in  ihr  lie- 


64 


Reine  Krystallographie. 

genden  Axen  übergehen.  Im  diklinoedrischen  Sj" 
Sterne  dagegen  werden  die  zwei  auf  einander  recht- 
winkligen Coordinatebenen  als  eminent  erscheinen, 
und  ihre  gegenseitige  Durchschnittslinie  als  eminente 
Axe  bezeichnen.  Im  triklinoedrischen  Systeme  end- 
lich linden  wir  auch  der  Lage  der  Coordinatebenen 
nach  dieselbe  Ungleichheit  und  Unregelmässigkeit, 
welche  schon  in  Bezug  auf  die  Grösse  der  Axen 
Statt  findet. 

Was  endlich  das  tetrametrische  System  betrifft, 
so  zeichnet  sich  sowohl  der  Lage  als  Grösse  nach 
die  eine,  auf  den  übrigen  rechtwinklige  Axe  als  emi-' 
nente  Axe  aus.  j 

§.  42. 

Aufrechte  Stellung,  Hauptaxen,  Normalstellung, 

Der  aufrecht  stehende  Beobachter  wird  jede  Ge-i 
stalt  gleichfalls  aufrecht  vor  sich  denken,  und  solche 
überhaupt  in  Bezug  auf  sich  seihst  orientiren.  Es 
fragt  sich  nun  zuvörderst , welche  Linie  im  Krystalle 
diese  aufrechte  Stellung  bestimmen,  und  folglich  ver-, 
tical  gestellt  werden  soll.  Die  Antwort  kann  wohl^ 
nur  dahin  lauten,  dass  eine  der  Axen,  und  zwar  die- 
jenige, oder  eine  von  denjenigen,  die  verticale  Rich- 
tung erhalten  müsse,  welche  einen  eminenten  Cha-’ 
rakter  besitzen,  und  kraft  dessen  die  Symmetrie  der 
Formen  beherrschen.  Nennen  wir  nun  jede,  die  auf- 
rechte Stellung  des  Krystalls  bestimmende  Axe  eine! 
Hauptaxe  imV ergleiche  zu  den  übrigen  als  Neben- 
axen,  so  erhalten  wir  für  die  verschiedenen  Kry- 
stallsystcnie  folgende  Bestimmungen;  ^ 

1)  Wo  sich  eine  der  Axen  entweder  durch  ihre! 
Grösse,  wie  im  monodi-  und  monotrimetrischen, 
oder  durch  ihre  Lage,  wie  im  diklinoedrischen  Sy- 
steme, vor  den  übrigen  Axen  auszeichnet,  da  ist 
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sie  jederzeit  die  Hanptaxe,  und  der  Krystall  nur 
nach  ihr,  also  nur  nach  einer  Richtung  aufrecht. 

2)  Wo  sich  alle  Axen  in  jeder  Hinsicht  vollkommen 
gleich  sind,  wie  im  isometrischen  Systeme,  da  ist 
jede  eine  Hanptaxe  und  der  Krystall  nach  drei 
Richtungen  aufrecht. 

3)  Wo  sich,  wie  im  monoklinoedrischen  Systeme, 
zwei,  oder,  wie  ira  anisometrischen  und  triklinoe- 
drischen Systeme,  alle  drei  Axen,  eine  jede  in  ih- 
rer Art,  eminent  zeigen,  da  muss  eine  derselben 
zur  Hanptaxe  gewählt,  die  einmal  gewählte  je- 
doch durchgängig  als  solche  beibehalten  werden. 

Auf  die  Zahl  und  das  Verhältniss  der  Hauptaxen 
gründet  sich  folgende  Eintheilung  der  Krystallsysteme : 
A..  Vielaxiges  System. 

1)  Isometrisches  System. 

B-  Einaxige  Systeme 

«)  die  Hanptaxe  ist  rechtwinklig  auf  allen  Neben- 
axen  und 

a)  absolut. 

2)  Monodimetrisches  S. 

3)  Monotriraetrisches  S. 
ß)  relativ. 

4)  Anisoinetrisches  S. 

b)  die  Hanptaxe  ist  schiefwinklig  auf  einer  der 
Nebenaxen. 

5)  Monoklinoedrisches  S. 

c)  die  Haupttaxe  ist  schiefwinklig  auf  beiden  Sie- 
benaxen  und 

“)  absolut. 

6)  Diklinoedrisches  S. 
ß)  relativ. 

1)  Triklinoedrisches  S. 

iel  V***^^.^  Restimmung  der  aufrechten  Stellung  sind 
Gestalten  und  Axensysteme  noch  nicht 
^ständig  orientirt,  weil  sie  ja  um  ihre  verticale 
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A.xe  durch  alle  Azimuths  gedreht  werden  können- 
Die  Normalstellung,  welche  wir  künftig  bei  al- 
len nnsern  Betrachtungen  voranssetzen,  bestimmt  sich 
nun  dadurch,  dass  eine  der  verticalen  Coordinatebe- 
nen  die  Richtung  auf  den  Beobachter  hat,  oder  dass 
das  Auge  desselben  in  der  Verlängerung  einer  dieser 
Coordinatebenen  enthalten  ist,  wodurch  sie  selbst  als 
Gesichtsebene  bestimmt  wird.  Da  es  immer  we- 
nigstens zwei  verticale  Coordinatebenen  giebt,  und 
meist  willkürlich  ist,  nach  welcher  man  die  Normal- 
stellung bestimmt,  so  kann  man  die  meisten  Gestal- 
ten aus  einer  Normalstellung  in  die  andre  bringen, 
indem  man  sie  um  ihre  verticale  Hauptaxe  so  lange 
dreht,  bis  die  nächste  Coordinatebene  zur  Gesichts- 
ebene wird.  Man  unterscheidet  dann  beide  Normal-; 
Stellungen  als  erste  und  zweite  Normalstellung. 

§.  43.  . 

Bßsis , und  abgeleitete  Manien  der  Ivrystallsvstenie. 

Basis  eines  Krystallsystemes  nennt  man  die  • 
Coordinatebene  durch  die  Nebenaxen.  Nach  der  Fi-r 
gur  dieser  Basis,  wie  solche  durch  die  Endpuncte 
der  Nebenaxen  bestimmt  wird,  erhalten  wir  für  da.s 
monodi-  und  monotrimetrische , so  wie  für  das  ani- 
sometrische System  die  abgeleiteten  Namen  des  te- 
tragonalen,  hexagonalen  und  rhombischen 
Systemes,  welche,  gewisser,  erst  später  zu  erwähnen- 1' 
der  Verhältnisse  wegen,  den  ursprünglichen  Namen 
im  Gebrauche  vorzuziehen  sind.  Aus  demselben 
Grunde  werden  wir  auch  künftig  für  das  isometrische 
System  den,  von  einer  seiner  charakteristischen  Ge- 1 
staken,  dem  Würfel  =:#cs^era  entlehnten  Namen  Tes- 
seralsystcin  gebrauchen.  Für  die  klinoedrischea 
Systeme  lassen  sich  dagegen  die  Namen  füglich  bei- 
behalten,  unter  welchen  wir  sie  bereits  kennen  gc' 
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lernt  haben.  Zur  leichteren  Auffassung  dieser  Syno- 
nymik diene  folgende  nochmalige  Uebersicht: 

1)  Tesserales  System  = Isometrisches  S. 

2)  Tetragonales  S.  = Monodimetrisches  S. 

3)  Hexagonales  S.  = Menotrimetrisches  S. 

4)  Rhombisches  S.  = Anisometrisches  S. 

5)  Monoklinoedrisches  S. 

6)  Diklinoedrisches  S. 

7)  Triklinoedrisches  S. 

§.  44. 

Pol-  und  Mittelkanten,  Querschnitte. 

Der  Mittelpunct  theilt  jede  Axe  in  zwei  Halb- 
axen. 

Die  Endpuncte  einer  Hauptaxe  heissen  Pole; 
fallen  sie  in  Ecke,  so  werden  dieselben  Polecke, 
und  die  in  ihnen  zusaminenlaufenden  Kanten  Pol- 
kanten genannt. 

Obere  oder  untere  Flächen  einer  Gestalt  sind, 
e an  sich,  oder  auch  gehörig  verlängert  mit  der 
oberen  oder  unteren  Hälfte  der  (verticalen)  Haiipt- 
axe  zum  Durchschnitt  kommen. 

Mittelkanten  sind,  die  von  einer  oberen  und 
einer  unteren  Fläche  gebildet  werden;  Mittelecke 
sind,  in  welchen  Mittelkanten  zusammentreften. 

Querschnitt  heisst  jeder  auf  eine  Hauptaxe 
rec  ^vinklige  Schnitt,  und  Mittelquerschnitt 
der  Querschnitt  durch  den  Mittelpunct. 

Basische  Schnitte  heissen  die  mit  der  Basis 
(§■  43.)  parallelen  Schnitte;  sie  sind  in  allen  denjeni- 
gen ystemen,  in  welchen  die  Hauptaxe  rechtwink- 

ig  au  den  K ebenaxen  ist , mit  den  Querschnitten 
identisch. 

Jede  Coordinatebene  ist  nach  §.  31.  ein  Schnitt, 
oern  sie  durch  die  Flächen  der  Gestalt  innerhalb 
Selben  begränzt  wird;  wir  nennen  diese  in  die 

5* 
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Coordinatebenen  fallenden  Schnitte  Haupts chnitte, 
und  bezeichnen  daher  die  Coordinatebenen  selbst  al» 
die  Ebenen  der  Hauptschnitte. 


Drittes  C apit  e l. 

Von  der  Isoparametrie,  Homoedrie  und 
Hemiedrie. 

§.  45. 

Isoparametri.'iche  Flächen. 

Zwei  oder  mehre  flächen  eines  und  desselben 
Axensystemes  heissen  isopara metrisch,  wenn  ihre 
gleichnamigen,  d.  h.  in  gleichwerthigen  Axen  gelege- 
nen Parameter  gleich  gross,  und  nur  der  Richtung 
nach  verschieden  sind. 

Es  sey  z.  B.  für  ein  tetragonales  Axensysteii' 
eine  Fläche  durch  die  Parameter  m in  der  Hauptaxe,. 
n und  r in  den  Nebenaxen  gegehen.  Da  die  Axen 
überhaupt  zw  eierlei  Werth  haben , indem  die  Haupt- 
axevorden  Nebenaxen  hervortritt,  .so  wird  der  Para-, 
meter  m für  alle  zu  construirende  isoparametrischf 
Flächen  nur  in  der  Hauptaxe,  jedoch  sowohl  ifl 
der  negativen  als  positiven  Hälfte  derselben  zu  wäh- 
len seyn;  die  beiden  übrigen  Parameter  aber,  welche 
in  den  beiden  vollkommen  gleichwerthigen  Neben-, 
axen  liegen,  werden  auch  ihre  Lage  in  denselben  bc-t 
liebig  vertauschen  können,  was  für  jeden  Quadranten' 
der  Basis  zweimal  möglich  ist.  Alle  Flächen  nun, 
welche  durch  die  Endpuncte  je  dreier , auf  die.se  Arti 
bestimmter  Parameter  ot,  n und  r gelegt  werden  kön-  j 
nen,  heissen  isoparametrisch  unter  einander  und  miC 
der  gegebenen  Fläche.  Wären  dagegen  dieselben  Pa- 1 
rameter  für  eine  Fläche  im  rhombischen  Systeme  gc' 
geben,  so  würde  offenbar  die  Vertauschung  der  Lag®  , 
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der  Parameter  n und  r in  den  beiden  Nebenaxen 
nicht  mehr  zulässig  seyn,  weil  ja  dann  diese  Neben- 
axen selbst  ungleichwertbig  sind,  und  folglich  in  der 
einen  eben  so  nur  der  Parameter  w,  in  der  andern 
nur  der  Parameter  r liegen  darf,  wie  der  Parameter 
m selbst  nur  in  der  Hauptaxe  enthalten  seyn  kann. 


§.  46. 


Einfache  und  zusammengesetzte  Gestalt. 


Jede  einzele  Krystallgestalt  stellt  einen  Inbegrifl 
von  lauter  isoparametrischen  Flächen  dar,  und  es  ist 
daher  künftig  bei  dem  Worte  Gestalt  nur  ein  solcher 
Inbegriff  zu  denken,  welche  Bestimmungen  auch  aus- 
serdem noch  eintreten  mögen. 

Eine  einfache  Gestalt  ist,  deren  Flächen  alle 
gleich  und  ähnlich,  eine  zusammengesetzte  Ge- 
stalt, deren  Flächen  zwar  isoparametrisch,  aber  nicht 
alle  gleich  und  ähnlich  sind;  die  letzteren  finden  sich 
ansscliliesslich  im  Gebiete  der  klinoedrischen  Krystall- 
systeine. 

Theilgestalten  einer  zusammengesetzten  Ge- 
stalt lieissen  die  Inbegi-iffe  aller  gleichwerthigen  Flä- 
chen derselben;  jede  Theilgestalt  besteht  entweder 
aus  zwei  Gegenflächenpaaren  oder  aus  zwei  einzelen 
Gegenflächen;  diese  heissen  die  Glieder  der  Theil- 
gestalt. 

Eine  geschlossene  Gestalt  ist,  deren  Flä- 
chen den  Raum  allseitig  umschlie,ssen;  eine  offne 
Gestalt,  deren  Flächen  den  Raum  nicht  allseitig 
uinschUessen.  Die  Theilgestalten  sind  immer  oflFne 
Gestalten. 


§.  47. 

Holoedrische  und  hcmiedrische  Gestalt. 

Eine  holoedrische  Gestalt  ist  der  Inbegrifi' 
*-*mmtlicher  Flächen,  welche  rings  um  ein  vollstän- 
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dig  bestimmtes  Axensystem  für  ein  bestimmtes  Vef' 
hältniss  der  Parameter  i(iöglich  sind.  Sie  besitzt  je- 
derzeit Flächenparallelismus,  d.  h.  für  jede  ihrer  Flä- 
chen giebt  es  eine  Gegenfläche  (§.  35.).  Denn  da  sich 
jede  Axe  vom  Mittelpuncte  aus  nach  entgegengesetz- 
ten Richtungen  erstreckt,  so  werden  die  Parametet 
m,  n und  r irgend  einer  Fläche  diesseits  des  Mittel- 
punctes,  in  ihren  respectiven  Axen  nach  entgegenge- 
setzter Richtung  genommen,  eine  Fläche  jenseits  des 
Mittelpunctes  bestimmen,  welche  der  ersteren  paral- 
lel ist.  Eine  solche  Fläche  muss  aber  immer  möglich 
seyn,  weil  jeder  Parameter  in  seiner  Axe  nach  bei- 
den Richtungen  vom  Mittelpuncte  aus  genommen  wer- 
den kann. 

Eine  h e m i e d r i s c h e Gestalt  ist  die  symme- 
trisch vertheilte  Hälfte  sämmtlicher  Flächen,  welche 
rings  um  ein  vollständig  bestimmtes  Axensystem  für 
ein  bestimmtes  Verhältniss  der  Parameter  möglich 
sind;  und  eine  I etar  to  e drische  Gestalt  eben  s« 
das  symmetrisch  vertheilte  Viertel  dieser  Flächen. 

Wiefern  jede  Gestalt  nur  ein  Flächeninbegriff  ish 
sofern  lassen  sich  alle  hemiedrische  und  tetartoüdrf 
sehe  Gestalten  als  Hälften  und  Viertel  derjenigen  ho 
loedrischen  Gestalten  betraclitcn,  welche  den  volh 
ständigen  Inbegriff  derselben  isoparametrischen  Flä' 
eben  darstellen,  und  aus  welchen,  als  ihren  Miittct- 
gestalten,  sie  durch  das  Verschwinden  der  halben  odefj 
dreiviertel  Flächenzahl  abznleiten  sind.  Man  sag* 
dann,  die  Muttergestalt  erscheine  hemiedrisch  odet 
tetartoedrisch,  und  bezeichnet  das  Verhältniss  selbs' 
mit  den  Namen  der  Hemiedrie  und  Te  t ar  t o öd  ri*’' 


§,  48. 

Hemiedrip  der  zusatnincngesolztun  Gestalten. 


Die  Hemiedrie  und  Telartoedrie.  kann  sowohl  h®' 
einfachen  als  bei  zusammengesetzten  Gestalten 
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finden,  ja  fiir  die  letzteren  ist  sie  als  Regel  der  Er- 
scheinung zu  betrachten,  weil  in  der  verschiedenen 
Beschaffenheit  der  Theilgestalten  jeder  zusammenge- 
setzten  Gestalt  eine  Disposition  zur  Zerfallung  in 
diese  ihre  Elemente  gegeben  ist.  Die  Heiniedrie  oder 
Tetartoedrie  findet  sich  daher  auch  bei  diesen  Gestal- 
ten immer  in  der  Art  verwirklicht,  dass  eine  der 
Theilgestalten  allein  ausgebildct  ist,  während  die 
andere  oder  die  anderen  entweder  gänzlich  verschwin- 
den, oder  doch  ungleichinässig  ausgebildet,  und  gleich- 
sam zurückgedrängt  erscheinen.  Die  Hemiedrie  ist 
also  im  Gebiete  der  klinoßdrischen  Gestalten  ein,  sei- 
ner Art  und  Weise  nach  bestimmtes,  gesetzinässiges, 
and  mit  einer  gewissen  Nothwendigkeit  aus  jener  ur- 
sprünglichen Entzweiung  folgendes  Verhältniss,  wel- 
che so  auffallend  in  der  verschiedenen  Flächenbeschaf- 
fenheit der  zusammengesetzten  Gestalten  hervortritt. 

§.  49. 

Hemiedrie  dei*  «infachcn  Gestalten;  Grundgesetz  derselben. 

, Aber  auch  in  den  einfachen  Gestalten  spielt  die 
Hemiedrie  nicht  selten  eine  wichtige  Rolle,  und  da 
in  der  Erscheinungsweise  dieser  Gestalten  keine  ur- 
sprüngliche Disposition  zum  Ausfallen  dieser  oder  je- 
ner Flächen  gegeben  ist,  so  haben  wir  für  sic  die 
Gesetze  der  Hemiedrie  besonders  aufzusuchen. 

Die  Hemiedrie  kann  an  den  einfachen  Gestalten 
sowohl  nach  einzelen  Flächen,  als  nach  Flächenpaa- 
ren, oder  nach  drei-,  vier-,  scchszähligen  Flächen- 
systemen erfolgen;  d.  h.  es  können  nicht  nur  einzele 
Flächen,  sondern  auch  ganze  Flächensysteme  ver- 
schwinden, während  sich  die  zurückbleibenden  ver- 
grössern.  Nur  findet  das  allgemeine  Gesetz  Statt, 
dass  die  bleibenden  Flächen  oder  Flächensysteme  eine 
ringsum  symmetrische  Vertheilung  haben 
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müssen;  ein  Gesetz,  welches  sich  auch  in  folgenden 
Formeln  aussprechen  lässt: 

Es  bleiben  und  verschwinden  jederzeit  die  ab- 
wechselnden Flächen  oder  Flächensysteme,  oder : 

Für  jede  bleibende  Fläche  oder  jedes  bleibende 
Flächensystem  verschwinden  die  Neben-  und  blei- 
ben die  Nachbarflächen  oder  Flächensysteme. 

Die  Ilemiedrie  kann  daher  auch  nur  bei  denje- 
nigen einfachen  Gestalten  wirklich  Statt  finden,  in 
welchen  für  die  abwechselnden  Flächen  oder  Flächensy- 
steme (wenn  solche  vorhanden)  eine  vollkommen  sym- 
metrische Vertheilung  rings  um  das  Axensystem  mög- 
lich ist,  so  dass  die  verschwindende  Flächenhälfte 
ihrer  Seits  genau  dieselbe  Vertheilung  hat,  wie  die 
bleibende  Flächenhälfte.  Lässt  sich  daher  dieses  Prin- 
cip  der  ringsum  symmetrischen  Vertheilung  für  die 
halbe  Anzahl  weder  der  einzelen  Flächen,  noch  der 
Flächensysteme  (wo  dergleichen  vorhanden)  geltend 
machen,  so  ist  die  betreffende  Gestalt  zur  Ilemiedrie 
überhaupt  unfähig.  Hiernach  lässt  sich  für  jede  Ge- 
stalt beiirtheilen,  ob  sie  der  Hemiedrie  nach  einze- 
len Flächen  oder  nach  Flächensystemen  fähig,  oder 
ob  sie  derselben  gar  nicht  fähig  ist. 

§.  50. 

Parallelflächige  und  geneigtflächige  Hemiedrie 

Wenn  für  jede  bleibende  Fläche  oder  jedes  blei- 
bende Flächensystem  die  Gegenfläche  oder  das  Ge- 
genflächensystem verschwindet,  so  entsteht  natürlich 
eine  hemiedrische  Gestalt,  an  welcher  keine  Fläche 
der  andern  parallel,  sondern  jede  gegen  jede  geneigt 
ist;  Avenn  dagegen  für  jede  bleibende  Fläche  die  Ge- 
genfläche ebenfalls  bleibt,  so  wird  auch  die  hemiedri- 
sche Gestalt  je  zwei  paralleler  Flächen  behalten- 
Auf  diesen  Unterschied  gründet  sich  die  sehr  wich- 
tige Eintheilung  der  hcmiedrischen  Gestalten  und  der 
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Hemiedrie  selbst  in  parallelflächige  und  ge- 
fteigtflächige.  Aus  der  Regel  in  §.  49.,  dass  im- 
mer nur  die  abwechselnden  Flächen  oder  Flächen- 
systeme bleiben,  folgt  unmittelbar,  dass,  wenn  man, 
von  irgend  einer  bleibenden  oder  verschwindenden 
Fläche  j oder  einem  dergleichen  Flächensysteme  aus- 
gehend, durch  die  Reihe  der  Nebenfläclien  oder  Ne- 
hensysteme  fortzälilt,  alle  geradzähligen  Nebenflächen 
«der  Nebensysteme  dem  gleichnamigen,  alle  ungerad- 
zähligen  dem  ungleichnamigen  Verhältnisse  unterwor- 
fen sind.  Ist  z B.  vermöge  des  Principes  der  sym- 
metrischen Vertheiliing  die  Hemicdrie  nach  einzelen 
Flächen  möglich,  so  ist  für  jede  bleibende  Fläche  die 
4te,  6te  2;<te  Nebenfiäcbe  eine  bleibende, 

die  Iste,  3te,  5te (2  m -4-1)16  eine  verschwin- 

dende. Hiernach  lässt  sich  im  Voraus  für  jede  Ge- 
stalt, von  welcher  man  bereits  weiss,  dass  sie  der 
lemiedrie  nach  Mzähligen  Flächensystemen  fähig  sey, 
estimmen,  ob  diese  llemiedrie  auf  eine  parallelflä- 
chigc  oder  geneiglfläclüige  (Jestalt  führen  wird.  Ist 
nämlich  das  (Jegensysleni  eines  Jeden  Flächensyste- 
nies  ein  geradzahliges  in  der  Reihe  der  Neben.sy- 
steme,  so  kann  nur  eine  parallelflächige,  ist  sie  ein 
nngeradzähliges,  nur  eine  geneigtflächige  Gestalt 
zum  Vorschein  kommen. 

§■  51. 

G e g e n k ö 1-  p e r. 

Da  übrigens  jede  einfache  holoedrische  Gestalt 
zwei,  an  sich  völlig  gleichwerthige,  und  nur  durch 
1 re  gegenseitige  Lage  verschiedene  Flächenhälften 
mt,  sich  auch  kein  Verhältniss  nachwcisen  lässt, 
durch  welches  für  die  eine  oder  andre  Flächenhälfte 
«in  Vorrecht  zum  VVachsthume  oder  Verschwinden  an- 
gezeigt  wäre,  so  wird  jede  einfache  Gestalt  zwei,  in 
*ug  auf  ihre  Begränzungselemente  völlig  gleiche 
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und  ähnliche,  und  nur  durch  ihre  Stellung,  odei 
durch  die  Verknüpfung  dieser  Begränzungselement® 
verschiedene,  hemiedrische  Gestalten,  oder  Gegefl' 
körper  liefern. 


Viertes  C a p i t e l. 

Von  der  Ableitung  der  Gestalten. 

§.  52. 

Ableitung  aus  einer  Grundgestalt. 

Geometrische  Grundgestalt  eines  Krystalh 
systemes  ist  möglicherweise  eine  jede  gcschlossenf 
Gestalt,  deren  Flächen  ein  dem  geometrischen  Grund' 
Charakter  entsprechendes  Verhältniss  der  Parametct 
haben. 

Die  kvystallographische  Able  itbärkeii 
ist  dasjenige  Verhältniss  mehrer  Gestalten  eines  und 
desselben  Krystallsystemes , vermöge  dessen  jede  au* 
jeder,  oder  alle  ans  einer  durch  blosse  Veränderung 
des  Grössenverhältnisses  der  Parameter  constriiirti 
werden  können.  Diese  Construction  selbst  heisst  dit- 
Ableitung  der  Gestalten,  und  darf  niemals  auf  eit 
den  geometrischen  Grundcharakter  des  Systemes  übet' 
schreitendes  Verhältniss  der  Axcn  führen.  Auch  sieW 
man,  dass  in  denjenigen  Systemen,  in  welchen  ver- 
schiedene besondre  Neigungsverhältnisse  der  Coor-; 
dinatebenen  möglich  sind,  für  alle  unter  dem  Verhält- 
nisse der  Ableitbarkeit  stehende  Gestalten  dasselbe 
besondre  Neignngsverhältniss  postulirt  wird 
weil  ja  die  Ableitung  eine  blosse  Veränderung  det 
Parameter  voraussetzt.  1 

Man  gehl  bei  der  Ableitung  eines  gegebenen  G^' ' 
stalteninbegrifFes  jederzeit  von  einer  geometrische^ 
Grundgestalt  aus,  und  nennt  die  dazu  einmal  anser- 
AVählte  die  krystallographische  Grundgestalt  oder  di'’ 
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Grundgestalt  des  gegebenen  GestalteninbegrilFes 
schlecbtbin.  lin.  Tesseralsystenie  ist  daher  die  Grund- 
gestalt eine  absolute,  weil  die  für  sie  geforderte  noth- 
wendige  Gleichheit  aller  drei'  Parameter  möglicher- 
weise nur  eine  Gestalt  geben  kann ; in  den  übrigen 
Systemen  dagegen  ist  sie  eine  relative,  geometrisch- 
willkürliche  und  nur  krystallographisch  bestimmhare, 
indem  gar  viele  Gestalten  den  Grundcharakter  des 
Systemes  unmittelbar  repräsentiren. 


§.  ö3. 

NdLuij^eaetz  der  Ableituu^;. 

Bei  aller  Ableitung  kommt  es  nach  §.  52.  nur 
darauf  an,  aus  dem  zu  Grunde  gelegten  Verhältnisse 
« • 5 : c der  Parameter  der  Grundgestalt  auf  das  Ver- 
hältniss  a' : b' : c'  der  abzuleitenden  Gestalt  zu  gelan- 
gen. Diese  Forderung  wird  immer  in  der  Art  erfüllt 
werden  können,  dass  man  statt  des  letzteren  Verhält- 
nisses die  homologen  Verhältnisse 

: w/>  : c. 

oder  ma  : f,  : rc 

einföhrt,  und  daher,  mit  willkürlicher  Beibehaltung 
eine.s  der  ursprünglichen  Parameter,  die  beiden  übri- 
gen Parameter  der  abzuleitenden  Gestalt  als  Multipla 
der  beiden  gleichnamigen  Parameter  der  Grundgestalt 
ausdrückt.  Die  Factoren  m und  « oder  und  r,  auf 
cren  Kenntniss  es  hierhei  ankommt,  heissen  die  A b- 
eitungs-Coefficienten. 

Ein  sehr  merkwürdiges,  aber  durchgängig  bestä- 
tigtes  Naturgesetz  für  die  Ableitung  ist  es,  dass 
lese  Ableit  nngs-Coe  ff  icie  Uten  jederzeit 
nationale  Zahlen,  irrationale  Werthe  da- 
gegen gänzlich  ausgeschlossen  sind. 

Dieses  Grundgesetz  muss  als  das  Kegulariv  aller 
eitungsmethoden  betrachtet  werden,  wie  es  denn 
•isofern  auch  den  Prüfstein  derselben  abgiebt,  iiiwie- 
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fern  jede  Methode  da  naturgemäss  zu  seyn  anfhörl, 
wo  sie  genöthigt  ist,  irrationale  Ableitungscoefficien' 
ten  einzuführen. 

Eine  Krys t allreihe  ist  der  Inbegriff  aller  Ge- 
stalten , welche  ans  einer  vollständig  bestimmten 
Grundgestalt  abgeleitet  werden  können. 

Zwei  Gestalten  einer  Krystallreihe  befinden  sich 
in. paralleler  Stellung,  wenn  die  Axen  der  eineu 
den  gleichnamigen  Axen  der  andern  parallel  sind. 

Die  bemiedri.scben  Gestalten  werden  jederzeit  aus 
ihren  respectiven  holoedrischen  Miittergestalten  ab- 
geleitet. 


Fünftes  Capitel. 

Von  der  Benennung  und  Bezeichnung  der 
Krystallgestalten. 

§.  54. 

Nomenclatur;  Forderungen.  i 

Für  jede  Wissenschaft,  welche  eine  jMannichfal-f 
tigkeit  verschiedenartiger  Dinge  zum  Gegenstände 
hat,  ist  eine  Nomenclatur  oder  wörtliche  Bezeich- 
nung dieser  Dinge  ein  unumgängliches  Bedürfniss, 
weil  es  nur  durch  die  Amvendung  dieses  Hülfsinittels 
möglich  wird,  sich  mit  Kürze  und  Bestimmtheit  über, 
den  jedesmaligen  Gegenstand  der  Betrachtung  auszu- 
sprechen und  zu  verständigen.  Die  Krystallographie 
hat  also  gleichfalls  für  die  mannichfaltigen  Gestalten, 
welche  den  Gegenstand  ihrer  Betrachtungen  bilden,  ; 
eine  Nomenclatur  zu  geben , und  dabei  allen  den  An-  j 
forderungen  Genüge  zu  leisten,  welche  überhaupt  an  | 
jede  wissenschaftliche  Nomenclatur  gemacht  werden  | 
können.  Die  krystallographische  Nomenclatur  muss 
daher  seyn : 
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1)  Bezeichnend;  d.  h.  die  ]\ainen  der  Gestalten 
müssen  von  Eigenschaften  derselben,  und  zwar 
von  recht  hervorsteclienden  und  charakteristischen 
Kigenschaften  entlehnt  werden,  so  dass  jeder  Name 
auf  die  Torstellung  seines  Gegenständes  gelangen 
lässt. 

2)  Möglichst  kurz;  es  dürfen  nicht  zu  viele  Ei- 
genschaften in  die  Namen  ar.fgenommen  werden, 
weil  selbige  dann  durch  Schwerfälligkeit  verlieren 
würden,  was  sie  an  Bestimmtheit  gewönnen;  der 
Name  darf  nicht  in  eine  Phrase,  die  blosse  wört- 
liche Bezeichnung  nicht  in  eine  föi^nliche  Beschrei- 
t>ung  ausarten. 

3)  Methodisch;  die  zwischen  den  Gestalten  obwal- 
tenden Verw'andtschaften,  Aehnlichkeiten  undüeher- 
gänge  müssen  sich  auch  in  ihren  Benennungen  kund 
geben;  diess  ist  nur  durch  Anwendung  zusammen- 
gesetzter Benennungen  zu  erreichen. 

4)  ^prachrichtig;  die  Benennungen  müssen  dem 
Geiste  und  den  Regeln  derjenigen  Sprache  ange- 
messen  seyn , aus  welclier  sie  entlehnt  werden; 
auch  ist  bei  ihrer  Bildung  auf  den  Wohllaut  mög- 
lichst Rücksicht  zu  nehmen. 

5)  Einstimmig  mit  dem  Sprachgebrauche  verwandter 
Wissenschaften;  so  hat  die  Krystallographie  den 
durch  tausendjähriges  Alter  sanctionirten  Sprach- 
gebrauch der  Geometrie  möglichst  zu  respectiren, 
und  nur  in  dringenden  Fällen  davon  ahzuweichen. 
Weil  es  immer  ein  Uebelstand  bleibt,  wenn  zwei 
so  nahe  verwandte  Wissenschaften  denselben  Ge- 
genstand mit  verschiedenen  Namen  bezeichnen. 

§•  55. 

Benennung  der  vielaxigen  oder  tesseralen  Gestalten. 

Für  die  vielaxigen  oder  tesseralen  Gestalten,  vvel- 
e die  Geometrie  zu  betrachten  pflegt,  hat  sie,  wie 
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die  Aarnen  Oktaeder,  Hexaeder,  Dodekaeder  u.  3 
beweisen,  die  Nomenclatur  auf  die  Zahl  der  Flächen 
gegründet,  während  sie  für  die  einaxigen  Gestalten 
(z.  B.  Pyramiden,  Prismen)  andre,  mehr  willkürliche 
Verhältnisse  zu  Grunde  legte.  Wir  werden  diesen' 
Sprachgebrauche  um  so  eher  folgen  können,  da  die 
Natur  selbst  die  vielaxigen  Gestalten  durch  ihre  Re- 
gelmässigkeit so  wesentlich  vor  den  übrigen  ausge- 
zeichnet hat,  dass  mit  allem  Rechte  für  beiderlei  Ge- 
stalten ein  verschiedenes  Princip  der  Nomenclatur  gel- 
tend gemacht  werden  kann. 

Die  vielaxigen  oder  tesseralen  Gestalten  entleh- 
nen im  Allgemeinen  ihren  Namen  von  der  Zahl  ih- 
rer Flächen;  wo  diese.s  Verhältniss  allein  nicht 
mehr  hinreichend  unterscheidet,  da  wird  eine  näherf 
Determination  von  der  Figur  der  Flächen  hinzuge-. 
fügt.  Eine  tesserale  Gestalt  von  m Flächen  heisst 
daher  allgemein  ein  »-Fläch ne r;  z.  B.  Vierflächner, 
Achtflächner  «.  s.  w.,  wofür  wir  uns  jedoch,  der  All- 
gemeinheit ihres  Gebrauches  wegen,  noch  lieber  der 
griechischen  Namen  Tetraeder,  Oktaeder  n.  s.  w.  be-r 
dienen  werden.  Weil  sich  aber  die  Flächen  mancher* 
tesseralen  Gestalten  auf  eine  sehr  bestimmte  Weise 
in  Flächensysteme  gruppiren,  so  lässt  sich  für 

diese  der  allgemeine  Name  weit  bezeichnender  bilden,. 

wenn  man  die  ganze  Zahl  der  Flächen  in  ihre  beiden 

Factoren,  die  Zahl  der  Flächensysteme,  und  die  Zahl 

der  einzelen  Flächen  eines  jeden  Systemes  zerfällt. 

Zeigt  z.  B.  eine  «flächige  Gestalt  « Flächensysteme, 

deren  jedes  b Flächen  zählt,  so  ist  n — a.b,  und 

der  Name  b-  mal-  a-Flächner  weit  bezeichnender  und 

bestimmter  als  der  Name  «-Flächner.  ! 

> 

§.  56. 

Benennung  der  einaxigen  Gestalten. 

Die  einaxigen  Gestalten  entlehnen  im  Allgemei- 


79 


Elementarhhre.  Terminologie. 

*»en  ihren  Namen  nicht  von  der  Zahl  ihrer  Flächen, 
sondern  von  der  Fij^ir  derselben  oder  von  andern  Ge- 
Staltverhältnisscn.  Es  giebt  aber  überhanpt  folgende 
verschiedene  Arten  von  einaxigen  Gestalten; 
t)  Pyramiden  (eigentlich  Dipyramiden,  weil  jede 
Pyramide  der  Krystallographie  zwei  in  ihren  Grund- 
llächen  verbundene  Pyramiden  der  Geometrie  dar- 
stellt) , sind  von  sechs  und  mehr  Dreiecken  um- 
schlossene Gestalten,  deren  Mittelkanten  in  einer 
Ebene  liegen;  sie  sind  theils  einfacbe,  theils  zu- 
sammengesetzte Gestalten. 

Skalenoeder,  sind  von  acht  und  mehr  Drei- 
ecken umschlossene  Gestalten,  deren  Mittelkanten 
nicht  in  einer  Ebene  liegen,  sondern  im  Zick- 
zack auf-  und  absteigen. 

3)  S^phenoide,  sind  doppelt -keilförmige,  von  vier 
gfeicbschenkligen  oder  ungleicbseitigen  Dreiecken 
umschlossene  Gestalten. 

4)  Rhomboeder,  sind  von  sechs  Rhomben  um- 
schlossene Gestalten. 

5)  Trapezoeder,  sind  von  .sechs  und  mehr  gleich- 
schenkligen Trapezoiden  umschlossene  Gestalten 
deren  Mittelkanten  im  Zickzack  auf-  und  ablaufem 

Inbegriffe  von  gleichwerthigen 
Jlachen,  welche  einer  der  Axen  parallel  laufen. 

lejenigeAxe,  welcher  die  Flächen  eine.s  Prisma’s 
para  lel  sind,  wird  auch  die  Axe  desselben  ge- 
nannt,  und  nach  Maassgabe  der  Lage  dieser  Axe 
giebt  es  sowohl  verticale,  als  auch  horizontale  und 
geneigte  Prismen. 

Da  nun  Flächen,  welche  einer  und  derselben  Li- 
nie  parallel  laufen,  den  Raum  nicht  allseitig  uin- 
sc  lessen,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Prismen  keine 
geschlossene,  sondern  offene  Gestalten  von  indefini- 
änge  sind , und  als  solche  nicht  selbständig. 


80 


Reine  Krystallographie. 

sondern  nur  zugleich  mit  anderen,  gegen  ihre  Ax^ 
geneigten  Flächen  erscheinen  können*). 

Alle  diese  Gestalten  werden  ferner  nach  den' 
Krj Stallsysteme,  zu  welchem  .sie  gehören,  nach  de* 
Figur  ihrer  basischen  oder  Querschnitte,  zum  Thcj) 
auch  nach  ihrer  Stellung  durch  zweckmässige  BeinS' 
men  unterschieden. 

§.  57. 

Uezeiclinong' ; Forderungen. 

Die  nicht  selten  grosse  Mannichfaltigkeit  von 
gleichnamigen  Gestalten  einer  und  derselben  Krystalh 
reihe , die  Nothwendigkeit  einer  scharfen  Unterschei- 
dung derselben,  selbst  bei  einer  an  Gleicliheit  grän- 
zenden  Aehnlichkeit,  und  das  Bedürfniss  der  genauen 
Berechnung  einer  jeden  einzelon  Gestalt  machen  ne- 
ben der  Xomenclatiir  eine  krystallographische  Bezeich- 
nung zu  einem  unentbehrlichen  Ilülfsmittel  der  Wis- 
senschaft. 

Soll  aber  diese  Bezeichnung  allen  an  sie  zu  ma- 
chenden Anforderungen  entsprechen,  so  muss  sioseyn: 

1)  Repräsentativ;  das  Zeichen  ist  der  Repräsen- 
tant  seines  Gegenstandes,  und  soll  also  das  Bili 
oder  die  Vorstellung  desselben  unmittelbar  verge- 
genwärtigen; diess  wird  es  um  so  schneller  und  si- 
cherer leisten,  je  mehr  es  der  Einbildungskraft 
die  Construction  der  bezeichneten  Gestalt  erleich- 
tert ; was  wiederum  nur  dadurch  möglich  wird,  dasS 
jedes  Zeichen  uns  zunächst  immer  auf  die  Vorstel- 
lung einer  möglichst  einfachen  Gestalt  verweist. 

2)  Bestimmt;  jedes  Zeichen  muss  die  Vorstellung 
einer  Gestalt  ausschliesslich  und  mit  völliger  Be- ( 


*)  Los  bases  d un  prisme  ne  soiit  autre  ohose  (|ue  des  termc^ 
que  l’imaglnatiou  ou  le  besoin  met  ä des  eorps  inddfmis.  Lacroif 
Geometrie  descriptive,  p.  89. 
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stimmtheit  vergegenwärtigen,  und  jede  Gestalt  nur 
durch  ein  Zeichen  repräscntirt  werden,  weil  man 
sonst  Gefahr  läuft,  bei  verschiedenen  Zeichen  die- 
selben Gestalten  vorzustellen. 

3)  Calculativ;  die  Zeichen  müssen  die  zur  voll- 
ständigen Berechnung  der  Gestalten  erforderlichen 
Elemente,  und  zwar  wo  möglich  in  derjenigen 
Form  enthalten,  in  welcher  sie  uiunittelbar  für  den 
Calcül  benutzt  werden  können,  ohne  dass  Zwi- 
Nebenrechnungen  erforderlich  wären. 

) Methodisch;  die  wesentlichen  Verwandtschaften 
“1»  Uebergänge  der  v erschiedenen  Gestalten  einer 
ün  derselben  Krystallreihe  müssen  auch  in  der 
ezeichnung  kervortreten;  dieser  Forderung  kann- 
r entsprochen  werden,  wenn  die  Bezeichnung 
eine  zusammengesetzte  ist. 
kurz;  wiewohl  die  krystallographi- 
ezeichnung  eine  zusammengesetzte  seyn 

sTrll  ’ möglichster  Kürze  zu 

treben,  und  jede  unnötliige  Ueberladung  der  Zei- 
chen zu  vermeiden  haben. 

§.  58. 

Einfache  und  zusammengesetzte  Bezeichnung. 

6i“b.  L i Bezeichnung 

Ser  e IV,"'“  Gegen,, und  ein  einfache^ 

schiverf  l'v  “ "'"I  aber  eben  dadurch  sehr 

hezeichnVI  sobald  die  Zahl  der  zu 

oezeichneuden  Gegenstände  etwas  -mss  ist  Fin. 
zusammengesetzte  i,  ^ ^ ^ ® 

genstand  ein  aus  zw? 

eben  ziisp,n  weien  oder  mehren  einzelen  Zei- 

auf  solch?  eigentlich 

"'eichen  tyo«-  Senstande  anwendbar,  zwischen 
Statt d*^*  ®^k’^"ptungen  und  Verwandtschaf- 
finden;  wobei  an  sie  die  besondere  Forde- 

6 
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rang  zu  machen  ist,  dass  sie  diese  Verknüpfunge>' 
undVerwandtschaften  möglichst  vollständig  ausdrückeo 
muss.  Man  unterscheidet  an  ihr  die  Materie,  al'* 
den  Inbegriff  der  zur  Bezeichnung  erforderlichen  ei»' 
zelen  Zeichen  oder  Elemente,  und  die  Form,  al* 
die  Weise  der  Verbindung  dieser  Elemente  zu  dd' 
zusammengesetzten  Zeichen.  Beide  stehen  gewisser 
maassen  in  einem  reciproken  Verhältnisse,  inwieferW 
nämlich  die  grössere  Einfachheit  der  einen  eine  gröS' 
sere  Zusammengesetzlheit  der  anderen  nothwendig 
macht. 

§.  59. 

Grund  - und  Hülfselemente  der  Bezeichnung. 

Der  Anforderung,  die  zwischen  den  Gegenstän' 
den  bestehenden  Verknüpfungen  und  ihr  Gemeinsames 
wie  ihr  Verschiedenes  in  der  Bezeichnung  wiederzo' 
geben,  wird  inan  am  einfachsten  Genüge  leisten,  in' 
dem  man  gewisse  Elemente  durchgängig  in  alle  Zeh 
eben  eingehen  lasst,  und  darauf  durch  andre  Element^ 
die  obwaltenden  Verschiedenheiten  ansdrückt.  Jen»' 
gemeinschaftlichen  Elemente  heissen  die  Grundele^ 
mente,  diese  dagegen  die  Hülfselemente  de( 
Bezeichnung.  Je  mehr  Grundclemente  cingeführt  wer 
den,  desto  einfacher  kann  allerdings  die  Form  dei 
Zeichen  werden,  jedoch  dürfte  dadurch  die  Vorstell' 
barkeit  des  Gegenstandes  nicht  selten  erschwert  wer 
den.  Ueberhaupt  gilt  die  allgemeine  Regel,  so  w«' 
nig  Elemente  einzuführen , als  es  nur  die  Einfachhei* 
der  Form  gestattet. 

§.  60.  , 

Krystallographische  Bezeichnung.  ‘ 

Weil  die  verschiedenen  Krystallsysteme  als  ebß** 
80  viele  abgeschlossene  Inbegriffe  von  Gestalten 
betrachten  sind,  so  dass  zwischen  den  Gestalten 
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schiedener  Systeme  keine  wesentlichen  Bezielmngen 
Statt  finden,  so  wird  auch  die  Bezeichnung  zunächst 
nur  in  Bezug  auf  die  einzelen  Systeme  gebildet  wer- 
den müssen  Weil  dagegen  innerhalb  der  einzelen 
Systeme  und  Kry stallreihen  wegen  der  gegenseitigen 
eit  arkeit  der  Gestalten  der  innigste  Zusammen- 
hang Statt  findet,  so  w'ird  auch  dieser  Zusammen- 
hang in  der  Bezeichnung  hervortreten,  und  diese  selbst 
eine  zusammengesetzte  seyn  müssen  (§.  57.).  Da  nun 
alle  Gestalten  einer  Krystallreihe  aus  einer  beliebig 
gewählten  Grundgestalt  abgeleitet  werden  können, 
diese  den  geometrischen  Grundcharakter  des  Sy- 
stejnes,  wie  er  sich  in  allen  Gestalten  derselben  Kry- 
sta  Ireihe  durchgängig  ausgeprägt  finden  muss,  am 
ein  ac isten  und  unverhülltesten  darstellt,  so  ist  es 
am  zw  eckmässigsten , der  Grundgestalt  ein  beliebiges 
einze  es  Symbol  zu  geben,  und  dieses  als  den  Reprä- 
entanten  des  in  allen  Gestalten  mehr  oder  weniger 
er  lü  It  wiederkehrenden  Verhältnisses  zura  Grund- 
elemente der  Bezeichnung  zu  wählen. 


61. 


Fortsetzung. 

Man  bezeichne  also  die  gewählte  Grundgestalt 
nii  em  Anfangsbuchstaben  ihres  Namens,  z.  B.  mit. 

Verh  ol Pyramide  ist.  Gesetzt  nun,  das 
erhaltniss  der  Parameter  ihrer  Flächen  sey  = « : Ä : c, 

blächen  irgend  einer  andern  Gestalt 

n'  ^ A w’  ***  wird  sich  zuvörderst  dieses  Verhält- 

der  Ableitung  gemäss  in  ein 
Grössen'if*^!''^"*^*^”  "lassen,  in  welchem  eine  der 
scliplnr  ' ^^hültnisses,  z.  B.  c,  wieder  er- 

«j  I rend  die  beiden  andern  als  Multipla  oder 

S„b,™„pla  j„„  „ „„i  j __  P 

««druckt  sind,  so  dass  z.  ß. 

n . b . c f. 
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Da  es  nun  in  der  Krystallographie  einzig  und 
allein  auf  die  Lage  der  Flächen,  nicht  auf  die  abso- 
lute Grösse  der  Gestalten  ankoiumt,  so  ist  es  gan« 
gleichgültig,  wenn  wir  statt  des  Verhältnisses  a'  \b'  '.  c 
das  Verhältniss  ma'.nh'.c  als  das  den  Flächen  der  zii 
bezeichnenden  Gestalt  eigenthüiuliche  einfüliren.  Xuii 
war  das  Zeichen  der  Grundgestalt  für  die  Parameter 
ß;Ä:c  = P,  also  dürfte  das  Zeichen  irgend  einer  an- 
dern Gestalt  für  die  Parameter  ma  :nb:c  am  zweck- 
mässigsten  =»/?«  zu  schreiben  seyn,  indem  man  die 
Ableitungscoefficienten  der  Parameter  a und  b vor  und 
hinter  das  Symbol  der  Grundgestalt  setzt. 

§.  62. 

Fortsetzung 

Auf  die  liier  vorgetragene  Methode  werden  rvir 
die  Bezeichnung  der  Gestalten  säniml lieber  Krystall- 
systeme  gründen,  da  sie  sich  vollkommen  ausreichend 
gezeigt  hat,  und  im  Gebrauche  manche  Vortheile  ge- 
währt. Das  Grundelement  der  Bezeichnung  ist  daher 
für  jede  Krystallreihe  das  Zeichen  der  Gnuidgestalt; 
die  Hülfselemente  sind  die  gewöhnlichen  Ziffern.  Wo  ' 
die  Stellung,  oder,  wie  in  den  zusammengesetzten 
und  hemiedi  ischen  Gestalten , die  oberen  und  unteren 
rechten  und  linken  Theilgestalten  oder  Hälften  zu 
unterscheiden  sind,  da  geschieht  es  durch  Vorsetzung 
der  Zeichen  und  — , der  Buchstaben  r und  I u dgl 
Die  hemiedrischen  oder  tetartoedrischen  Gestalten  er- 
halten in  der  Regel  das  Zeichen  ihrer  Muttergcstalt 
mit  untergeschriebener  2 oder  4;  so  wird  z,  B.  das 
Zeichen  einer  hemiedrischen  oder  tetartoedrischen 

Gestalt  von  mVn  allgemein  = oder  = Die 

Theilgestalten  der  zusammengesetzten  Gestalten  könn-  c 
ten  auch  durch  oben  beigefügte  Accente  von  einan- 
der unterschieden  werden.  Wo  es  endlich  nöthig  wird, 
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hinteren  und  vorderen  Flächen  einer  Gestalt  zu 
Unterscheiden,  da  kann  man  für  jene  den  kleinen  la- 
teinischen Buchstaben  gebrauchen , während  für  diese 
der  grosse  beibehalten  wird.  Doch  scheint  es  in  al- 
len den  hüllen,  da  eine  Unterscheidung  der  einzelen 
Flächen  gefordert  wird,  am  zweckmässigsten,  die  ein- 
zelen Flächen  unmittelbar  durch  ihre  Gleichungen  zu 
bezeichnen,  oder,  was  ziemlich  dasselbe  ist,  die  Be- 
zeichnungsart von  Weiss  zu  gebrauchen. 


Sechstes  C a p i t e l. 

Von  den  Combinationen. 

§.  G3. 

Combinationen;  Symmetrie  derselben. 

Eine  krystallographische  Combination  ist  ein  In- 
egriÜ  zweier  oder  mehrer  Gestalten  oder  Theilge- 
stalten  einer  und  derselben  Krystallreihe , welche  um 
einen  gemeinschaftlichen  Mittelpunct  unter  solchen 
Verhältnissen  verbunden  sind,  dass  die  Flächen  oder 
^ächensysteme  der  einen  symmetrisch  zwischen  den 
Rachen  oder  Flächensystemen  der  andern  erscheinen. 
Da  nun  die  Flächen  der  einzelen  Gestalten  entweder 
Kanten  oder  Ecke  zwischen  sich  bilden,  so  ist  klar, 
ass  in  einer  Combination  die  Flächen  der  einen 
estalt  an  der  Stelle  gewisser  Ecke  oder  Kanten  der 
anderen  Gestalt  oder  Gestalten  gerade  so  erscheinen 
müssen,  als  wären  sie  Schnittflächen,  durch  welche 
lese  Begränzungselemente  abgestumpft,  zuge- 
sc  ärft,  oder  zugespitzt  worden*);  und  weil  die 


A ~ 3 ß^l^anatschaft  mit  der  Bedeutung  dieser  Aus- 

uc  e er  erner  sehen  Krystallographie  voraus,  welche  bei  zweck- 
assigcm  e rauche  gar  sehr  zur  Veranschaulichung  der  Combina- 


86 


Reine  Krystallographie. 

Flächen  der  combinirten  Gestalten  gegenseitig  eine 
symmetrische  V ertheilnng  und  Lage  beobachten , so 
lässt  sich  erwarten,  dass  die  Flächen  einer  und  der- 
selben Gestalt  oder  Theilgestalt  nur  immer  an  den 
Stellen  gleichwerthiger  Begränzungselemente  erschei- 
nen werden,  w'eil  nur  diese  in  gleichmässiger  Lage 
and  symmetrischer  Vertheilung  an  den  Gestalten  auf- 
treten  (§,  31.). 

§.  64. 

Gesetz,  Zäliligkelt  und  Charakter  der  Combinationen. 

Diese  Symmetrie  ist  nur  eine  Folge  des  allge- 
nieinen  Gesetzes  der  Combinationen , dass  die  com- 
binirten Gestalten  jederzeit  Glieder  einer  und  der- 
selben Krystallreihe , und  in  derjenigen 
Stellung  mit  einander  verbunden  sind,  in 
welcher  sie  durch  die  Ableitung  erhalten  werden. 

Uebrigens  werden  die  Combinationen  nach  der 
Zahl  der  in  ihnen  enthaltenen  Gestalten  als  zwei-, 
drei-,  vier- «ziihlige,  nnd  nach  dem  Charak- 

ter derselben  als  holoedrische  und  hemiedri- 
sche  Combinationen  unterschieden,  so  dass  einer 
Combination  das  Prädicat  hemiädrisch  zukommt,  Avenn 
sie  auch  nur  eine  hemiddrische  Gestalt  enthält,  wie 
viele  holoedrische  Gestalten  noch  ausserdem  in  ihr 
auftreten  mögen. 

Die  Kanten  und  Ecke,  in  w'elchen  die  Flächen' 
zweier  oder  meiner  Gestalten  zum  Dmchschnitte  kom- 
men, heissen  Combinationskanten  und  Corabi- 
nationsecke.  In  den  einaxigen  Systemen  ist  eine 
Combinationskante  hetero  polar,  wenn  ihre  Flächen 
zu  gleichnamigen  Gestaltliälften,  oder  zu  einem  und 


tionen  dienen,  und  ein  hüchst  wichtiges  Hülfsmittel  der  Combina- 
tionslelire  sind.  Schon  Rome  de  l’Isle  bediente  sich  dos  Ausdruckes 
der  Abstumpfungen  mit  grossem  Vortheile  und  widerlegte  die  pe- 
dantischen Kinwürfp,  welche  man  gegen  ihren  Gebrauch  machte. 
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demselben  Pole,  amphipolar,  wenn  ihre  Flächen 
Zu  ungleichnamigen  Gestalthälften,  oder  ZU  beiden 
Polen  der  Hauptaxe  gehören, 

§.  65. 

Vodierrschende  und  untergeordnete  Gestalten,  Entwicklung  und 
Bezeichnung  einer  Combination. 

Die  Gestalten  einer  Cojabination  haben  nach 
Maassgabe  der  relativen  Grösse  oder  Ausdehnung  ih- 
rer Flächen  einen  grösseren  oder  geringeren  Antheil 
an  der  allgemeinen  Physiognomie  oder  dem  Totalha- 
hitus  der  Combination.  Diejenigen  Gestalten,  welche 
die  allgemeinsten  Umrisse  einer  Combination  aus- 
sehliessend  bestimmen,  nennt  man  vorherrschende, 
diejenigen  dagegen  , welche  keinen  oder  doch  nur 
sehr  unbedeutenden  Antheil  an  der  Bildung  der  To- 
talform nehmen,  untergordnete  Gestalten.  In  vie- 
len Fällen  wird  die  Bestimmung  vorherrschender  Ge- 
stalten sehr  schwankend,  in  andern  fast  unmöglich. 

Eine  Gestalt  bcstinimcn , heisst , ihren  Namen 
und  das  Verhäitniss  ihrer  Abmessungen  sowohl  als 
ihrer  Stellung  za  der  gewählten  Grundgestalt,  oder, 

was  dassoBm  ist,  ihr  krystallographisches  Zeichen 
angeben.  Die  Bestimmung  der  verschiedenen  in  einer 
Combination  enthaltenen  Gestalten  nennt  man  die  Ent- 
wicklung  der  Combination.  Das  Zeichen  einer  ent- 
wickelten Combination  ist  der  Inbegriff  der  Zeichen 
a er  in  ihr  enthaltenen  Gestalten,  welche,  durch  In- 
terpunctionen  abgesondert,  so  nach  einander  geschrie- 
en weiden,  dass  die  Zeichen  der  vorherrschenden 
gestalten  den  Zeichen  der  untergeordneten  vorangehen. 

§.  66. 

Allgemeine  Entwicklung  der  Combinationen. 

Die  Entwicklung  der  Combinationen  bildet  eine 
er  wichtigsten  Aufgaben  der  Krystallographie , und 
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lässt  sich  in  die  allgemeine  und  besondre  Ent- 
wicklung theilen. 

Die  Aufgabe  der  allgemeinen  Entwicklung  ist  ge- 
los^  sobald  folgende  Bestimmungen  ausgemittelt  sind: 
i;  JJas  Kristallsystem  der  gegebenen  Combina- 
tion;  diese  Bestimmung  ergiebt  sich  unmittelbar 
aus  dem  geometrischen  Grundcharakter  der  in  der 
Combination  auftretenden  Gestalten. 

2)  Die  Zähligkeit  derselben,  d,  h.  die  Bestimmung 
der  Anzahl  der  in  ihr  enthaltenen  Gestalten  oder 
leilgestalten.  Da  alle  zu  einer  nnd  derselben 
Gestalt  oder  Theilgestalt  gehörigen  Flächen  gleich- 
werthige  seyn  müssen  (§.46),  und  diese  Forderung 
durch  das  Auftreten  derselben  in  Combinationen 
vermöge  des  diese  letzteren  beherrschenden  Sym- 
metnegesetzes  keine  Einschränkung  erleiden  kann, 
so  wird  die  Anzahl  der  in  einer  Combination  ent- 
haltenen Gestalten  oder  Theilgestalten  unmittelbar 
durch  die  ßcobacluung  gegeben  seyn,  wie  vieler- 
e.  ungleichwcrthige  Fläche,.  i„  d„*elben  auf,„- 
ten,  indem  jederzeit  der  Satz  gilt,  dass  eine  Com- 
bination genau  so  vielerlei  Gestalten  oder  Theil- 
gestalten enthält,  wie  vielerlei  verschiedenwerthige 
Flächen  in  ihr  erscheinen. 

3)  Die  Grundgestalt,  auf  welche  die  sämintlichen 
Gestalten  der  Combination  bezogen  werden  snllen  • 
für  diese  Bestimmung  kann  die  KrystallographiJ 
nur  die  Regel  aufstellen,  dass  von  den  Gestalten, 
welche  nach  §.  52.  möglicherweise  zur  Grundge- 
stalt gewählt  werden  können,  jedenfalls  diejenige 
das  Vorrecht  habe,  welche  die  leichteste  Ueber- 
sicht  und  die  einfachste  Entwicklung  und  Bezeich- 
nung der  Combination  gestattet. 

4)  Der  Charakter  der  Combination  in  Bezug  auf 
Holoedrie  und  Ilemiedrie;  diese  Bestimmung  setzt 

ie  Kenntniss  der  näheren  Verhältnisse  vorauSf 
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welche  zwischen  den  Gestalten  eines  jeden  Syste- 
mes  Statt  finden  können 

5)  Der  all^^emeine  und  besondre  Name  aller 

Gestalten;  diese 

Ir  die  Verhältnisse 

der  verschiedenen  Gestalten  eines  jeden  Krystall- 

sjstemes  m Bezug  auf  die  Flächenzahl  und  FlLhen- 
stellung  ausgemittelt  hat. 

§.  67. 

Besondre  Entwicklung  der  Combinationen. 

.^i®  ^®®®®dre  Entwicklung  hat  es  nur  mit  der 
A^ufgabe  zu  thun,  die  Abmessungen  der  ein- 
stalt i®  auf  die  gewählte  Grundge- 

nhisf-liB  'ollständig  bestimmten  krystallogra- 

SäLt-f;.'".  Die  il„  L Oeb.,0 

11  Die  II  ” '’***’*'^  besonders  folfrende: 

1 »llgeweinen  Uesnlinie  der  Ableitung. 

db  £ ? " ..ilge, „einen  Regeln  (ilr 

Ceswlten  «inef ’KrjiLilsl.S.'ies'"  oder  d'  ‘‘"if" 
.„ein,  Tbeerie  seiner  Ce’iubiu“  inten 

■1»  äie  fS  „“"‘““‘rf''’**""«"'' 

Zone  beknunierFläcren™*"?"’"!““'“'' 

S:r  ’ «o: 

binutTon  E , t'"’  “0'‘  ■<■>'  ‘-■o™- 

Geslalten  E ".^^ohe  sie  mit  bereits  beltanntcn 
W.™  ‘ e t""'’""«™’  ““<1  Bereobnuug  der  Ab- 
'«■•ons.coeffio.en.en  gemessenen  Winkeln. 

, §•  68. 

Häufig  '^’orkoniineudes  Cn  u* 

, '^“"'binationsvcrhältniss.  Zonrn 

Wiewohl  die  Gesetzp  i n .•  • 

insofern  keinen  p!  Combinationen  über- 

Keinen  Gegenstand  für  die  Darstellun- 
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gen  der  Elementarlehre  abgeben,  inwiefern  sie  sich  nach 
dem  eigentliumlichen  Charakter  der  verschiedenen  Sy- 
steme mehr  oder  weniger  modificiren,  so  lässt  sich  doch 
ein,  sehr  häufig  Arorkoiumender  Fall  hiervon  ausneh- 
men, weil  ihm,  wenigstens  für  alle  trimetrischen  Sy- 
steme seine  Hegel  in  gröster  Allgemeinheit  vorgeschrie- 
hen  werden  kann.  — Dieser  Fall  ist  der,  da  zwi- 
schen den  Flächen  F nnd  F'  zweier  bekannter  Ge- 
stalten die  Flächen  F"  einer  unbekannten  Gestalt  mit 
parallelen  Combinationskanten  auftreten,  oder,  da 
die  Kante  von  F und  F'  durch  F"  abgestumpft  wird. 
Man  sieht  sogleich,  dass  dieses  Conibinationsverhält- 
niss  mit  dem  oben,  in  §.  20.  betrachteten  Verhält- 
nisse dreier  Flächen  F,  F'  und  F'  identisch  ist,  von 
welchen  die  eine,  if",  der  Durchschnittslinie  der  bei- 
den andern,  /»’und  F',  parallel  läuft.  Die  daselbst  ge- 
fundene Hedingiingsgleichung  findet  daher  unmittelbar 
ihre  Anwendung  aut  gegenwärtigen  Fall,  nnd  wird  in 
der  That  der  Schlüssel  zur  Beurtheilnng  aller  mit 
Kantenparallelismus  Statt  findenden  Combinationen. 
Nur  haben  wir  dieselbe  als  eine  Function  der  Ablei- 
tungscoefficienten  auszudrücken.  Wenn  die  Parame- 
ter der  Flächen  der  Grundgestalt 
a : 1/  : c 

so  können  wir  .allgemein  die  Parameter 
der  Fläche  F mit  ma  : nb  : rc 
F'  - m’a  : n'h  : r'c 
F"  - ni'a  : iJ'h  : r"c 

bezeichnen,  indem  wir  es  unentschieden  lassen,  wel- 
cher Parameter  der  Grundgestalt  für  jede  der  übrigen 
Gestalten  unverändert  geblieben.  Substituirt  man  in 
der  Gleichung  von  §.  20.  statt  «r,  A,  c,  5',  c'  und 
h'\  c"  die  vorstehenden  Grössen,  so  wird  sie 

— mn')  rr'-f-  — rin‘)  ^ n"r“ {n'r ^ nr')mni* 

nnd  in  dieser  Form  von  unmittelbarer  Brauchbarkeit 
für  die  Combinationslehre,  da  die  krystallographischef 
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■Reichen  der  Gestalten  unmittelbar  die  Coefficienten 
Wj  «,  r,  u.  s.  w.  enthalten.  Wir  nennen  daher  diese 
Gleichung  die  allgemeine  Combinationsglei- 
chung  der  Krystallographie. 

Man  sagt  von  jeder  Fläche  if’",  welche  dem  Durch- 
schmtte  der  Flächen  F und  F'  parallel  ist,  dass  sie 
in  der  Zone  der  Flüchen  it"  und  F'  gelegen  sey,  oder 
in  die  Zone  derselben  gehöre,  indem  man  unter  einer 
Zone  von  Flächen  überhaupt  jeden  lubegrilf  von 
Flächen  versteht,  welche  einer  und  derselben 
_ inie  parallel  laufen.  Es  folgt  hieraus,  dass  die 
ire  von  den  Zonen  einen  sehr  wichtigen  Theil  der 
,'stallo^aphischen  Combinationslehre , und  unsre 

Pi  ^ ^**‘‘*^“**®§^®iehung  zugleich  auch  die  allgemeine 
Gleichung  der  Zonenlehre  bildet. 

§.  G9. 

Gebrauch  der  Combinationsglelchung. 

stalW?  ^"'“J^'n^ilionsgleichung  ist  ein  unsrer  kry- 
tnW  angemessener,  und  auf  alle 

miemschew  Systeme  «um  it  t e Ih ar  und  d u r chn än 
g.g  anwendbarer  Amsdruck,  mittels  dessen  für  ixJend' 
eine  unbekannte  Gestalt,  deren  Flächen  W"  u 
den  Flächen  Z'’  und  h ' ^ zwischen 

der  drei  To  "fr  ■ erscheinen,  jeder 

wLnhr"""";'." 

»on  tr'imd  V' 

Ableitnn<rsm  ii  j aber,  vermöge  der 

oder  r"  ”""*er  einer  4er  Parameter  «" 

Coiuhimf  werden  muss,  so  enthält  unsre 

Grössen.  zwei  unbekannte 

dem  zwischen  den\?-  »“eh  ausser- 

w t Sr 
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sie  natürlich  vollkommen  bestimmt  werden.  Folglich 
wird  in  allen  Fällen,  da  die  einzelen  Flächen  einer 
unbekannten  Gestalt  von  zwei  Paaren  paralleler  Kan- 
ten begränzt  werden,  und  die  diese  Kanten  bildenden 
Flachen  bekannt  sind;  oder,  in  allen  Fällen,  da  die 
unbekannten  Flächen  in  zwei  verschiedene  Zonen  be- 
reits bekannter  Flächen  gehören,  das  Problem  der 
krystallographischen  Bestimmung  ohne  alle  Mes- 
sung und  durch  blosse  Anwendung  der  Combinations- 
gleichnng  vollständig  zu  lösen  seyn. 

Nur  ist  begreiflich,  dass  nach  Maas.sgabe  der  ver- 
schiedenen Lago  der  Flächen  in  diesem  oder  jenem 
Raumoctanten  die  Coefficientcn  ihrer  respectiven  Pa- 
rameter positiv  oder  negativ  genommen  werden  müs- 
sen, während  sie  in  der  Combination.sgleichung  durch- 
gängig  positiv  angenommen  tvurden,  weil  solche  in 
der  Voraussetzung  berechnet  ist,  dass  alle  drei  Flä- 
chen li,  und  !('"  in  dem  Octanten  der  drei  posi- 
tiven Halbaxen  gelegen  sind. 


Zweites  Haiiptstiick. 

8 y s t e m l e h r e. 


Erster  Abschnitt. 

Vom  Tesseralsystenie. 

Erstes  Capitel. 

Von  den  eincelen  Gestalten  des  Tesseral- 
systemes. 

§.  70. 

Umfang  und  Name  des  Systemes. 

Das  Tesscralsystem,  dessen  geometrischer  Grundcha- 
rakter durch  Dreizahl,  Rechtwinkligkeit  und  Gleich- 
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hdt  der  Axen  ausgesprochen  ist,  begreift  alle  trime- 
trischen,  orthoedrischen,  vielaxigen  Gestalten,  und 
Iceine  anderen. 

Tesseralsystem  nennen  wir  es  weil  dis 

“■  f';'“  et- 

eustischen  Gestalten  ist,  weshalb  es  bereits  von 
erner  das  Tessular-  oder  Tesselarsystem 
(von  tessellu)  genannt  wurde.  Weiss  nennt  es  das 
reguläre,  gleichgliedrige,  oder  gleichaxige, 
3UC  das  sphäroedrisclie,  Hausmann  das  isome- 

Benennungen  insgesammt 
stemT^  ^ der  Gestalten  dieses  Sy- 

Grun/ seinem  geometrischen 
'»rundcharakter  mit  Nothwendigkeit  folgen: 

§.  7 t. 

Giünd^estalt  und  Zwisclienaxen. 

nnr  dttv”''?“'“',*  '»ii'l  nach  §.  51. 

<las  VerliHUniss  7c  * 1*  kciuien,  clereii  Flächen 

“»r  «ine  Fläche  f-ebetkZ  ‘V  t'" 
nen  eine  iede  weirAr.  d r-j  ■ , “ " Kann,  von  de- 

«®n  (§  16  ) eind!Lh  " ü’rer  Intersectio- 

Die  Grundgestalt  des  Breieck  darstellen  muss. 

von  acht  gleichseif  ist  daher  eine 

stalt,  welche  n Dreiecken  umschlossene  Ge- 

Namen  Okta  'H  sie  einzig  in  ihrer  Art  ist,  den 

Sterne  noch  zwei  • a ®»"d  in  diesem  Sy- 

ken,  welche  eiueTtheils 

dreien,  anderntheils  die  mitl J« 
Hauptaxen  sind  und  d i zwischen  je  zweien 

®ehenaxen  füLen 

‘®«en  in  Bezug  auf  die  V T *'^^"*^* 

TEX-iTatJ:: 
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Gegenflächen  des  Oktaeders,  sind  also  zu  vier  vof' 
handen,  und  heissen  trigonale  Zwischenaxcni 
die  anderen  verbinden  die  Mittelpuncte  je  zweier 
Gegenkanten,  sind  also  zu  sechs  vorhanden,  ua*I 
heissen  rhombische  Zwischenaxen. 

Wir  nennen  die  Ebenen  durch  je  zwei  Haupt* 
axen  (oder  die  Coordinatebenen)  normale,  die  Ebe* 
nen  durch  je  eine  Haupt-  und  eine  trigonale  Zwi* 
schenaxe  diagonale  Hauptschnitte. 

§.  72. 

Vorläufige  Uebersrdit  der  tesseralen  Gestalten. 

Die  einzelen  Gestalten  des  Tesseralsystemes  bc* 
nennt  man  zunächst  nach  der  Zahl  ihrer  Elächen 
(§.  55)  und  unterscheidet  demgemäss: 

1)  das  Tetraeder,  oder  den  4Flächner, 

2)  das  Hexaeder,  oder  den  GFlächner, 

3)  das  Oktafider,  oder  den  SEIächner, 

4)  die  Dodekaeder,  oder  die  12Flächner 

5)  die  Ikositetraeder,  oder  die  241'ljicliner 

6)  die  Tetrakontaoktaeder , oder  die  48Fliichner. 

Die  drei  ersleren  Gestalten  sind  die  einzigen  in 

ihrer  Art,  während  cs  von  den  übrigen  mehre  Arten 
und  Unterarten  giebt.  Da  24  = 3. 8 = 4. 6 = 2. 12? 
und  48  = 6.8,  so  könnten  uns  gewisse  Verhältnisse 
veranlassen,  manche  von  24  Flächen  umschlossene 
Gestalten  Dreimalachtfläcliner,  Aiermalsechsflächner? 
Zweimalzwölfflächner,  und  die  von  48  Flächen  um- 
schlossenen Gestalten  Sechsmalachtflächner  zu  nen- 
nen (§,  55.). 

§.  73. 

Das  Tetraeder. 

Sun,  Einfache  dreiseitige  Pyramide.  Reguläres  Ttetraeder.  Vief' 
flach,  Bernhardi. 

Das  Tetraeder  oder  der  Vierflächner  (Fig.  33 
und  34)  ist  eine  von  4 gleichseitigen  Dreiecken  um- 
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schlossenc  Gestalt,  und  hat  also  6 Kanten,  4 Ecke 
(§.  31.). 

.PI“  sind  regelmässig  (§.  33)  und  gleich; 

die  Ecke  trigonal  (§.  34.). 

Die  Hauptaxen,  deren  Mittelquer,schnit(e  Qua- 
drate, verbinden  die  Mittelpuncte  je  zweier  oreo-en- 
uberhegender  Kanten;  die  trigonalen  Zwischenaxen 
verbinden  die  Mittelpuncte  der  vier  Flächen  mit  den 
gegenüberliegenden  Eckpuncten ; die  rhombischen  Zwi- 
schenaxen treten  nicht  hervor,  da  ihre  Pole  durch 
dichts  bezeichnet  sind. 

Es  giebt  nur  ein  Tetraeder,  dessen  Kantenwin- 
= 70°  31'  44". 


kel 


§.  74. 

Oas  Hexaeder. 

Syn.  Würfel. 

eine  ^^®^deder  oder  der  Sechsflächner  (Fig.  32)  ist 

also  1o"k^  Quadraten  umschlossene  Gestalt,  und  hat 
also  12  Kanten  und  8 Ecke. 

trigonah^^“”*""  und  gleich;  die  Ecke 

Die  Hauptaxen,  deren  Querschnitte  n i 
verbinden  die  Mittpln.,nr>f  • . Quadrate, 

die  trigonalen  Zn is  h^  zweier  Gegenflächen; 

Es  !rt‘l  ""l“  0,ge„ka„.e„. 

kel  ^ ypo  ilexaeder,  dessen  Kantensrin- 

§•  75. 

Das  Oktaeder. 

Achtflach, Itcgulärc»  Oktafider. 

'i»e  8 gWctseuten  Dr  f *'  21)  «t 

«nd  ha.  als.  llKi'td"6Tke.““'"''''- 
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Die  Kanten  sind  regelmässig  und  gleich;  di« 
Ecke  tetragönal.  ^ 

Die  Hauptaxen,  deren  Querschnitte  Quadratd, 
verbinden  je  zwei  gegenüberliegende  Eckpuncte;  die 
trigonalen  Zwischenaxen  die  Mittelpuncte  je  zweier  ; 
Gegenflächen;  die  rhombischen  Zwischenaxen  die  Mit- 
telpuncte  je  zweier  Gegenkanten. 

Es  giebt  nur  ein  Oktaeder,  dessen  Kantentvin- 
kel  = 109°  28'  16". 


§.  76. 

Die  Trigondodekaeder, 

S,jn.  Pyramiilcntetraedcr,  Weiss.  Trigonaldodekacdcr,  Moh». 
Pyramidales  Dodekaeder,  Breitliauiit.  Drcimalvicrflacli, 
Bcruhardi. 

Die  Dodekaeder  oder  Zwölfflächner  sind  vierer- 
lei Art  nach  Maassgabe  der  Figur  ihrer  Flächen,  in- 
dem einige  von  Dreiecken,  eines  von  llhombeii,  an- 
dre von  Deltoiden,  und  noch  andre  von  Fünfecken  um- 
schlossen werden.  Bezeichnen  wir  sie  mit  den  ihnen 
entsprechenden  Namen,  so  haben  wir  Trigon-,  Rhom- 
ben-, Deltoid-  und  Pentagondodekaeder,  welche  wir 
nun  der  Reihe  nach  kennen  lernen  werden.  ■ ■ 

Die  Trigondodekaeder  (Fig.  35  und  30)  sind  von' 
12  gleichschenkligen  Dreiecken  umschlossene  Gestal- 
ten, und  haben  also  18  Kanten  und  8 Ecke. 

Ihre  Flächen  gruppiren  sich  in  4 dreizählige  oder' 
in  6 zweizähl  ige  Flächensysleme ; ihre  Ilaiiptform 
schwankt  daher  zwischen  jenen  des  Tetraeders  und 
Hexaeders,  nähert  sich  jedoch  gewöhnlich  der  erste- 
ren  Gestalt  (daher  Pyramidentetraeder),  wie  denn  auch 
die  Kantenlinien  des  eingeschriebenen  Tetraeders  un- 
mittelbar hervortreten. 

Die  Kauten  sind  zweierlei : 6 regelmässige , län- 
gere, in  den  Kanten,  und  12  symmetrische,  kürzere, 
zu  drei  über  den  Flächen  des  eingeschriebenen  Te*  ’ 
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traedcrs;  die  ersteren  heissen  die  charakteriati- 
schen  Kanten. 

Die  Ecke  sind  zweierlei:  4 ditrigonale  (oder  hexa- 
gonale),  m den  Eckpuncten,  und  4 trigonale,  überden 
Hachen  des  eingeschriebenen  Tetraeders. 

Die  Hauptaxen , deren  Mittelqnerschnitte  Ditetra- 
gone,  verbinden  die  Mittelpuncte  je  zweier  regelmäs- 
siger Kanten;  die  trigonalen  Zwischenaxen  verbin- 
den die  trigonalen  mit  den  ditrigonalen  Eckpuncten; 
die  rhombischen  Zwischenaxen  treten  nicht  hervor, 
da  ihre  Pole  durch  nichts  bezeichnet  sind. 

Es  giebt  möglicherweise  zahllose  Varietäten  die- 
ser Gestalt. 


§.  77. 

iJas  Rhomb  endo  de  kae  de  r. 

®fanatocder,  VVciss.  Eüikantigcs  TetragonaldodekaSdCTj 
MoUs.  nautcuzwöUflach,  T.  Raumer  uud  Bcrnhardi.  Gra  ■ 

"'crucr,  Hegulärfcs  Hliombentlodekaeder, 

10  Rl’°»«l*‘=ndfekaeder  (Fig.  23)  ist  eine  von 

triself  ^ insgesammt  gleich  und  symme- 

Die  Ecke  sind  zweierlei:  6 tetragonale,  in  den 
’puncten  des  eingeschr.  Oktaeders,  und  8 trigo- 
3 in  en  Eckpuncten  des  eingeschr.  Hexaeders, 
j deren  Querschnitte  theils  Qua- 

zwei  ’ * gleichwinklige  Achtecke,  verbinden  je 

‘®**agonale  Ecke;  die  trigo- 
i "ischenaxen  je  zwei  gegenüberliegende  tri- 
f ^ tiioinbischen  Zwischenaxen  die 

e puncte  je  zweier  Gegenseiten. 

Eanten  ^ ± ^hoiubendodekaeder,  dessen 
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§.  78.  ■ 

Die  Dcitoiddodekauder 


Syn.  TraiiezoidiloiIckaCJer,  n’cis.s.  Zweikantiges  TctragoiiaU»' 
dekaeder,  Moli«.  Trapeziiidalca  Dodekaeder,  ürcithaiip“' 
Dcltoidzwalfllach,  Bcrnliardi. 


Die  Dekoiddodekaeder  (Fig.  37  und  38)  sind  von 
12  symmetrischen  Trapezoiden  oder  Deltoiden  (§.32.)' 
umschlossene  Gestalten , und  haben  also  24  KanteH 
und  14  Ecke. 

Ihre  Flächen  gruppiren  sich  in  4 dreizählige  Flä- 
chensysteme,  und  ihre  llauptform  schwankt  zwischen 
jenen  des  Tetraeders  und  Rhombendodekaeders,  nik 
hart  sich  jedoch  gewöhnlich  der  ersteren  Gestalt. 

Die  Kanten  sind  zweierlei:  12  schärfere,  paar- 
weis  über  den  Kanten,  und  12  stumpfere,  zu  drei 
über  den  Fläclien  des  eingeschriebenen  Telraiiders;  die 
ersteren  heissen  die  charakteristischen  Kanten.’ 

Die  I'.cke  sind  dreierlei:  4 trigonale,  spitzere,  in 
den  Eckpüncten  4 dergleichen  stumpfere,  über  den ' 

Flachen,  und  6 rhombische,  über  den  ic...  - i 

, , A'-auten  des  ein- 

geschriebenen 1 etraeders. 

Die  Hauptaxen,  deren  Mittelquerscbnitte  Qua-' 
drate,  verbinden  je  zwei  rhombische  Ecke;  die  trigo- 
nalen Zwischenaxen  verbinden  die  stumpferen  mit 
den  spitzeren  trigonalen  Ecken;  die  rhombischen  Zvvi-' 
schenaxen  treten  nicht  hervor,  da  ihre  Pole  d.i.-di 
nichts  bezeichnet  sind. 

Es  giebt  möglicherweise  zahllose  Varietäten  die-  ■ 
ser  Gestalt. 


§.  79. 

Die  FentagoiidodekaSder. 


San.  Hexac(lri9ches  Pcntagonaldodekaedcr,  Molis.  Domatischo« 
t)odek.K(dcr,  ni-erthaiipt.  Kieszwolfflach,  v.  Kaumer.  Pj" 
ritocdcr,  VVeiss  Peiitagonaldodckaedor,  Haasmaii«.  Zwei' 
TnälsccDstlucn  f ÜeruKärdi« 


Die  Pentagondodekaeder  (Fig.  45  bis  50)  sind  vo» 


Systemlchre.  Tesserahystem.  Cap.  I.  99 

12  symmetrischen  Pentagonen  (§.  32.)  xxmschlossene 
Uesta  ten  und  haben  also  30  Kanten  und  20  Ecke. 

Ihre  Flächen  gruppiren  sich  gewöhnlich  in  6 Flä- 
dienpaare  und  ihre  Hauptform  schwankt  zwischen 
jenen  des  Hexaeders  und  Rhombendodekaeders,  nä- 
iiert  sich  aber  gewöhnlich  der  ersteren  Gestalt 

Die  Kanten  sind  zweierlei:  6 regelmässige,  über 
den  Flächen,  xxnd  24  unregelmässige,  paarweis  über 
den  Kanten,  oder  zu  drei  in  den  Ecken  des  einge- 
schriebenen Hexaeders;  jene  heissen  die  charakte- 
>^»stischen  Kanten. 

Die  Ecke  sind  zweierlei:  8 trigonale,  in  den  Eck- 
uncten,  und  12  unregelmässig -dreiflächige,  über  den 
lianten  des  eingeschriebenen  Hexaeders. 

zwei  n ’ unter  deren  Querschnitten  sich 

sebn-ff  l*efinden,  während  die  Mittelqxxer- 

die  '”*’^^o®luxässige  Sechsecke  sind,  verbinden 

rakx»  . j®  gegenüberliegender  cha- 

verb  1 Zwischenaxen 

erbmden  je  zwei  gegenüberliegende  trigonale  Kcke; 

die  rhonilnschen  Zwischenaxen  treten  niclit  hervor 

weil  Ihre  Pole  durch  nichts  bezeichnet  sind. 

ser  FeLT  zahllose  Varietäten  die- 

der  Ir  Geo'“f-  Pentagondodekae- 

Woch  in  7"  v“  V„i.Ui,en,  kann 

nen  i„  “i'kt'orkommen,  wnil  es  ei- 

a lona  en  Ableitnngscoeflicienfcn  soransselzt. 

§•  80. 

Die  Ikositetraeder. 

fallen  oder  Ikositetraeder  überhaupt  zer- 

Trannz  n " “ Trigon  - „nd 

S “i"";""’  “"'1  «n  <lie»n  uiedcr„,„  die 

orsteren  in  die  drei  TTnim  j n - 

Tetraeders  Hov  der  Hauptforin 

deren  in  d'  :^®^®®ders  und  Oktafiders,  die  an- 

le  zxvei  Unterarten  mit  symmetrischen  und 
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gleichschenkligen  Trapezoiden  (§.  32 ) , welche  letz- 
tere die  llauptform  des  Pentagondodekaeders  besitzen. 
Das  eine  Trapezikositetraeder  ausgenommen,  gruppi- 
ren  sich  also  die  Flächen  aller  übrigen  Ikositetrae- 
der in  J^Iächensysteinc,  und  gestatten  somit  die  in 
§.  55.  angegebene  Methode  der  Zerfällung  der  ganzen 
Flächenzalil  in  ihre  Factoren  zur  Vereinfachung  der 
Nomenclatur.  So  erhalten  wir  für  die  dreierlei  Tri- 
gonikositetraeder die  Namen  der  Hexakistetrae- ' 
der  (6mal4Flächner),  Tetrakishexaeder  (4mal- 
6Flächner)  und  Triakisoktaeder  (3mal8Flächner), 
und  für  die  eine  Art  der  Trapezikositetraeder  den  Na- 
men der  Dyakisdodekaeder  (2maU2Flächner),  so 
dass  für  die  andre  Gestalt  dieser  Art  der  Name  Iko- 
sitetraeder allein  hinreichend  bezeichnend  wird. 


§.  81. 

Die  Hexakistetnu-acr  oder  Seelisinalvieifläcliner. 


S,jn.  Gcbrochcac  P5ranmlcnletrar.dcr,  w>i«».  TetraedrUohr. 
rngouahkoBitetracder  Mnhs.  Ikoaitesaaraö- 

der,  llreUhaupt.  Seclismalvicrflacii,  Bcruhartii. 


Die  Hexakistetraeder  (Fig.  39  und  40)  sind  von  ‘ 
24  ungleichseitigen  Dreiecken  umschlossene  Gestal- 
ten von  der  llauptform  des  Tetraeders,  und  haben 
daher  36  Kanten,  14  Ecke  und  4 sechszählige  Fiä- 
chensystenie. 


Die  Kanten  sind  symmetrisch  und  dreierlei:  12 
schärfere,  paarweis  über  den  Kanten,  12  stumpfere, 
längere,  und  12  stumpfere  kürzere,  zu  je  dreien  über 
den  Flächen  des  eingeschriebenen  Tetraeders;  die  er- 
steren  hei.ssen  die  charakteristischen  Kanten. 

Die  Ecke  sind  gleichfalls  dreierlei:  4 ditriffonale  ' 
(oder  hexagonale)  spitzere  in  den  Eckpnncten,  4 der- 
gleichen stumpfere  über  den  Flächen,  und  6 rhombi- 
.sche  über  den  Kanten  des  eingeschriebenen  Tetraeders. 

Die  Hauptaxen,  deren  Mittelquerschnitte  Dite- 
tragone,  verbinden  je  ztvei  gegenüberliegende  rhom- 
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tische  Ecke;  die  trigonalen  Zwischenaxen  verbinden 
die  spitzeren  mit  den  stumpferen  sechsflächigen  Ecken; 
die  rhombischen  Zwischenaxen  treten  nicht  hervor, 
da  ihre  Pole  durch  nichts  bezeichnet  sind. 

Es  gieht  möglicherweise  zahllose  Varietäten  die- 
ser Gestalt. 


§.  82. 

Die  Tetrakishexaeder  oder  Viermalsechsflächuer. 

Syn-  Pyramideiiwürfel,  Wciss,  v.  Raumer.  Hexaödrischca  Trl- 
goualikositetraedcr,  Mohs.  Hexaetlrisch  pyramidales  Ikosi- 
lessaracider,  Brclthaupl.  Vieruialsechsflacli,  Bernhardi. 

Die  Tetrakishexaeder  (Fig.  29  bis  31)  sind  von 
Sieichschenkligen  Dreiecken  umschlossene  Gestal- 

ton  der  llauptform  des  Hexaeders,  und  haben 
also  36  Kanten  und  14  Ecke. 

Ihre  Hachen  gruppiren  sich  in  6 vierzählige,  oder 
in  12  zweizählige  Flächensysleme ; ihre  Hauptform 
sc  wankt  daher  eigentlich  zwischen  jenen  des  Hexae- 
eis  und  Rhombendodekaeders,  wird  jedoch  immer 
urci  die  erstere  Destalt  repräsentirt,  weil  die  Kan- 
tenlmien  des  eingeschriebenen  Hexaeders  unmittelbar 
hervortreten  (daher  Pyramidenwürfel). 

Die  Kanten  sind  zweierlei:  12  längere,  regel- 
mässige, in  den  Kantenlinien,  und  24  kürzere,  sym- 
metrische, zu  vier  über  den  Flächen  des  eingeschrie- 
benen Hexaeders. 

I gleichfalls  zweierlei;  8 ditrigo- 

(o  er  hexagonale)  in  den  Eckpuncten,  und  6 te- 
ra^jOna  e,  über  den  Flächen  des  eingeschriebenen 

I^uptaxen,  deren  Mittelquerschnitte  Ditetra- 
nil  Inden  je  zwei  gegenüberliegende  tetrago- 

-o  iHgonalen  Zwischenaxen  je  zwei 

gegenu  ei  legende  ditrigonale  Ecke;  die  rhombischen 
^nisc  lenaxen  le  Mittel puncte  je  zweier  regelmässi- 
ger Gegenkanten. 
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Es  giebt  von  dieser  Gestalt  iiiögliGhervveise  zahl- 
lose Varietäten. 

§.  83. 

We  Triakisoktaeder  oder  Dreiinalachtfläclmer. 

Si/n.  Pyramidenoktafider,  Weiss.  OktaSdrisches  Trijonalikosite- 
tracder,  Mohs.  Oktaedrisch  pyramidales  Ikositcssaraeder, 
Breilhaupt.  Dreimalachtflach,  Bemhardi.  Pyramidenacht- 
flach , V.  Raumer. 

Die  Triakisoktaeder  (Fig.  22)  sind  von  24 
gleichschenkligen  Dreiecken  umschlossene  Gestalten 
von  der  Ilauptform  des  Oktaeders,  und  haben  daher 
36  Kanten  und  14  Ecke. 

Ihre  Flächen  gruppiren  sich  in  8 dreizählige  oder 
m 12  zweizählige  Flächensysteme;  ihre  Ilauptform 
schwankt  daher  eigentlich  zwischen  jenen  des  Oktae- 
ders und  Rhombendodekaeders,  wird  jedoch  immer 
durch  die  erstere  Gestalt  repräsentirt,  weil  die  Kan- 
tenlinien des  eingeschriebenen  Oktaeders  unmittelbar 
hervortreten  (daher  Tyramidenoktaeder) 

Die  Kanten  sind  zweierlei:  jo  längere,  regel- 
mässige, in  den  Kanten,  und  24  kürzere,  symmtTtri- 
sche,  zu  drei  über  den  Flächen  des  eingeschriebenen  ' 
Oktaeders. 

Die  Ecke  sind  gleichfalls  zweierlei:  6 ditetrago- 
nale,  in  den  Ecken,  und  8 trigonale  über  den  Flä- 
chen des  eingeschriebenen  Oktaeders. 

Die  Hauptaxen,  deren  Mittelquerschnitte  Qua- 
drate, verbinden  je  zwei  ditetragonale ; die  trigona- 
len Zwisclienaxen  je  zwei  trigonale  Eckpuncte ; und 
die  rhombischen  Zwisclienaxen  die  Mittelpuncte  je 
zweier  regelmässiger  Gegenkanten. 

Es  giebt  möglicherweise  zahllose  Varietäten  die- 
ser Gestalt. 
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§.  84. 

Die  Ikositetraeder  oder  Vierundzwaiizigßächnei', 

Sj».  I.ci,ci,oeder  imd  LcueUoiac,  Weiss.  Zweikantige  Tetcago- 
naiikns, tetraeier,  Moh».  Trapeaoidale  IkositessaraSder 
Hreilhanpt,  IrapezoCdct,  HauBmaim.  Lencit,  y.  Kanmer 
Ucltoulvicruodzwanzigflach,  Bcrnhartli. 

Die  Ikositetraeder  (Fig.  26  bis  28)  sind  von  24 
sjnimetrisclien  Trapezoiden  oder  Deltoiden  umschlos- 
sene Gestalten,  und  haben  also  48  Kanten  und  26  Ecke. 

Ihre  Flächen  gruppiren  sich  theils  in  8 dreizäh- 
lige,  theils  in  6 vierzählige  Flächensysteme;  ihre 
lauptforin  schwankt  daher  zwischen  jenen  des  Ok- 
^oeders  und  Hexaeders , ohne  jedoch  in  allen  Fällen 
iirci  eine  dieser  Gestalten  repräsentirt  zu  werden. 

)ie  Kanten  sind  symmetrisch  und  ziveierlci:  24 
angere,  paarweis  über  den  Kanten,  und  24  kürzere, 
2u  t rei  über  den  Hachen  des  eingeschriebenen  Oktae- 
ers,  Of  er  auch,  die  ersteren  zu  vier  über  deu  Flä- 
en,  ie  andern  paarweis  über  den  Kanten  des  ein- 
geschriebenen Hexaeders. 

Die  Ecke  sind  dreierlei;  6 tctragonale,  in  den 
Ecken,  8 ingonttU,  über  den  Flüchen,  und  12  rhom- 
Lisxhe,  Uber  den  Kanten  des  eingeschriebenen  Oktae- 

-one^^'v  deren  Mittelquerschnitte  Ditetra- 

nale  gegenüberliegende  tetrago- 

nale  die  beiderlei  Zwischenaxen  je  zwei  der  Lt 
Ihnen  gleichnamigen  Ecke. 

ri  * JJiöglicherweise  zahllose  Varietäten  die- 
ser Gestalt. 


§.  85. 

ßyakisdodekaeuer  oder  Zweimalztyölfflücimcr. 

Weiss.  Dreikantig 
Hcterogoiiale  Ikositcsi 

undtavauzigflaL',  neruh!“;’“'''’ 

Die  Dyakisdodekaeder  (Eig,  41  bis  '44)  sind 
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24  gleichschenkligen  Tiapezoiden  oder  auch  dergle*' 
eben  Trapezen  umschlossene  Gestalten  von  der  Haupt' 
form  des  PentagondodekaSders,  und  haben  also  48 
Kanten  und  26  Ecke. 

Ihre  Flächen  gruppiren  sich  in  12  FlächenpaarC) 
daher  der  dodekaedrische  Habitus ; indess  lassen  sich 
aiich  dreizählige  Flächensysteme  annehmen,  welch? 
jedoch  von  minderer  Bedeutung  für  die  Symmetrie- 
Verhältnisse  der  Gestalt  sind. 

Dje  Kanten  sind  dreierlei;  12  symmetrische,  kür- 
zeste , paarweis  über  den  charakteristischen  Kantern 
12  dergleichen  längste,  über  den  Flächen,  und  24  un- 
regelmässige, mittlere,  über  den  gleichnamigen  Kan- 
ten des  eingeschriebenen  Pentagondodekaeders;  die 
ersteren  Kanten  heissen  die  charakteristischen 
Kanten  der  Gestalt. 

Die  Ecke  sind  gleichfalls  dreierlei;  6 rhombische) 
in  den  Eckpnncten,  8 trigonale,  über  den  Flächen, 
und  12  unregelmässig  vierflächige,  über  den  Kanten 
des  eingeschriebenen  Oktaeders. 

Die  Hauptaxen,  unter  deren  Querschnitten  sich 
zwei  Ditetragone  befinden,  tvälirend  ihre  Mittelquer-' 
schnitte  unregelmässige  Achtecke  sind,  verbinden  je 
zwei  gegenüberliegende  rhombische  Eckpuncte;  die 
trigonalen  Zwischenaxen  je  zwei  der  trigonalen  Eck- 
puncte; die  rhombischen  Zwischenaxen  treten  niclä 
hervor,  da  ihre  Pole  durch  nichts  bezeichnet  sind.  ‘ 

Es  giebt  möglicherweise  zahllose  Varietäten  die- 
ser Gestalt,  welche  sich  nach  der  Figur  ihrer  Flächen 
in  zwei  Unterarten  theilen.  Diejenigen,  deren  Flä- 
chen Trapezoide  sind,  zeigen,  ausser  dem  Parallelis- 
inus  je  zweier  gegenüberliegender  Kanten,  keinen 
weiteren  Kantenparallelismus  (Fig.  4l  und  42),  vvoge- 
gpn  diejenigen,  deren  Flüchen  Trapeze  sind,  in  je- 
dem Flächenpaare  drei  parallele  Kanten  be' 
»ilzen  (Fig.  43  und  44),  Diese  letzteren  führen  dahe*^ 
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tien  A’^amen  der  parallelkantigen  Dyakisdode- 
kaeder.  Sie  stehen  eigentlich  in  der  Mitte  zwischen 
zwei  Gruppen,  in  welche  sich  die  übrigen  Dyakis- 
dodekaeder  rücksichtlich  der  besonderen  Beschaffen- 
heit ihrer  trapezoidischen  Flächen  ahsondern,  indem 
die  der  längsten  Seite  gegenüberliegende  Seite  mit 
derselben  nach  der  kürzesten  Seite  hin  entweder  con- 
vergirt  oder  divergirt  (Fig.  11  A und  B).  Demge- 
mäss wären  eigentlich  drei  Unterarten  von  Dyakis- 
dodekaedern  zu  unterscheiden,  welche  man,  sobald 
die  Convergenz  oder  Divergenz  der  längsten  und  ge- 
genüberliegenden mittleren  Kante  immer  nach  dersel- 
Richtung  beurtheilt  wird,  mit  den  Namen  der 
convergentkantigen,  parallelkantigen  und  divergent- 
antigen  Dyakisdodekaeder  bezeichnen  könnte.  Diese 
Zielen  sind  bis  jetzt  noch  nicht  beobachtet  worden. 


§.  86. 

hie  Hexakisoktaeder  oder  Sechsmalachtfläcbner  (Weiss). 

Tctrakontaoktacdcr. 

48  24  »nd  25)  sind  von 

ten  uLfar“‘^r  umschlossene  Gestal- 

ten,  und  haben  also  72  Kanten  und  26  Ecke. 

oder  » sechszählige, 

Fläcl,  ^ uchtzahlige,  oder  auch  in  12  vicrzählige 
drLi**"K  r.T*^’  i'ue  llauptform  ist  daher  bald  oktae- 
ancli  / rhoiubcii-dodekaedrisch; 

in  zuweilen  Gruppirungen  der  Flächen 

lei  SoRend  machen,  welches  auf  dreier- 

lichkeit*^d"^*Tr  '' f*'*®  möglich  ist,  und  eine  Aehn- 
Tri  ihi  •nk-r*^-a  mit  dem  Tetrakishexaeder, 

”4®*'  Ikositetraeder  voraussetzt, 
mittl  unten  sind  synmiotrisch  und  dreierlei:  24 
P““«-  den  K.„,e„  Jes  cingosofeie! 
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benen  Oktaeders;  24  kürzere,  paarweis  über  den 
Kanten  des  eingeschriebenen  Hexaeders,  und  24  liin- 
gere,  die  Eckpiincte  beider  eingeschriebenen  Gestal- 
ten verbindende  Kanten. 

Hie  Ecke  sind  gleichfalls  dreierlei:  6 ditetrago- 
nale,  in  den  Eckpnncten,  8 ditrigonale  (oder  hexa- 
gonale), über  den  Flächen,  und  12  rhombische,  über 
den  Kanten  des  eingeschriebenen  Oktaeders. 

Die  Hanptaxen,  deren  Mittelqnerschnitte  Ditetra- 
gone,  verbinden  je  zwei  ditetragonale;  die  trigonalen 
Zwischenaxen  je  zwei  ditrigonale,  und  die  rliombi- 
sehen  Ztvischenaxen  je  zwei  rliombische  Gegencckc, 

Es  giebt  möglicherweise  zahllose  Varietäten  die- 
ser Gestalt;  manche  derselben  sind  durch  das  Sym- 
metneverhältniss  ausgezeichnet,  dass  ihre  längsten 
Kanten  mit  den  Kanten  des  eingeschriebenen  llhom- 
bendodekaeders  zusammcntallen,  weshalb  sie  sich  zu 
dieser  Gestalt  etwa  so  verhallen,  Avie  die  Tetrakis- 
hexaeder zum  Hexadder,  und  nicht  unpassend  als 
pyranudentragende  Rhombendodekaeder  beschreiben 
lassen.  Sie  sind  es  auch,  auf  Avelche  sich  der  Xame 
Pyramidengranatoeder  bezieht. 

§.  87. 

Cenejgtfläclilg  - seialtcsserale  Gestalten. 

Die  in  den  vorhergehenden  §§.  dargestellten  13 
Arten  von  Gestalten  sind  es,  Avelche  bis  jetzt  im  Ge-  i 
biete  des  Tesseraisystemes  beobachtet  Avurden,  und 
folglich  dieses  Krystallsystcm,  so  wie  cs  in  dei  Na- 
tur erscheint,  vollständig  repräsentiren.  Zwar  könn- 
ten ausser  ihnen  noch  zwei  andre,  von  unregelmässi- 
gen Fünfecken  umschlossene  Gestalten  existiren,  von 
tvelchen  die  eine  ein  24Flächner,  die  andre  ein  12Fläch- 
ner  seyn  würde;  weil  diese  aber  bis  jetzt  in  der  Na- 
tur  nicht  nachgewiesen  Avurdeii,  so  können  sie  auch, 
wie  interessant  .sie  in  theoretischer  Hin.sicht  seyn 
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|'*ögen,  an  gegenwärtigem  Orte  nicht  in  Erwähnung 
koininen, 

Vergleichen  wir  aber  die  13  betrachteten  Gestal- 
ten nach  Ihren  ^ymmefrieverhältnissen , so  entdecken 
wir  zwischen  ihnen  einige  sehr  erhebliche  Unter- 

TT„r.  t’.  unmittelbar  auf  das  Verhältniss  der 

loedne  und  Ilemiedrie  verweisen,  und  auf  eine 
Meit  wesentlichere  Eintheilung  derselben  gelangen  las- 
sen, als  die  bisherige,  nur  vorläufig  gebrauchte  Ein- 
theilung nach  der  Zahl  der  Flächen  war. 

^nyörderst  wissen  wir  aus  §.  46.,  dass  eine  jede 
fiir”^**H*^*^^**  Gestalt  parallelflächig  seyn,  oder 
ein  ^ ihrer  Hächen  am  entgegengesetzten  Ende 
ein  Gegenfläche  besitzen  muss.  Geht  also 

ohne  W dieses  Merkmal  ab,  so  wird  selbige 

Säl!  h und-var  für  geneigt- 

tat®;  Ti  n”’’  ™ Eine 

ilasf  i.T  Krilerio  zeigt, 

dinmiL’T  als  wesentliche  «e- 

Tt  St  Te"TLt;‘'  = 

2)  den  Trigondodekaedern, 

3)  den  Deltoiddodekaedern. 

4)  den  Hexakistetraedern 

miedrische  A • ’ geneigtflächig-he- 

g atfldchig-semitesserale  Gestalten. 

§.  88. 

Parallelflächig-semitesserale  Gestalten, 
ebenfalls  <ier  Ilemiedrie  lässt  sich 

«nU  Jcsselben  i„us;„n  “ '■»•»n'it'wlion  Ge- 

''«tizontalen  Ilaui.tn  ^kidpuncte  der 

I uxen  eine  vollkommene  Ueberein- 
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Stimmung  der  Begränziingselemente  riicksichtlich  ih' 
rer  Zahl,  Lage  und  Grösse  Statt  finden,  so  dass  di« 
Gestalt  in  beiderlei  Normalstellung  völlig  dasselh® 
Bild  gevpährt.  Fehlt  also  diese  Uebereinstimmung  i>* 
einem  jener  Verhältnisse,  oder  die  Identität  der  Er- 
scheinungsweise in  beiden  Normalstcllungen,  so  wird 
die  Gestalt  gleichfalls  für  eine  hemiedrische  gelten 
müssen.  Wenden  wir  dieses  Kriterium  auf  die  noch 
rückständigen  9 Gestalten  an,  so  finden  wir,  das« 
die  Pentagondodekaeder  und  Dyakisdodekaeder  eben- 
falls, und  zwar  zu  den  parallclHächig-hemiedrischen 

oder  parallelflächig-seniitesseralen  Gestal- 
ten zu  rechnen  sind.  Denn,  denken  wir  beide  Ge- 
stalten in  der  ersten,  und  bringen  sie  darauf,  nach 
§.  42,  in  die  zweite  Normalstellung,  indem  wir  sie 
durch  90  um  ihre  verticale  Axe  drehen,  so  werden 
dann  z.  B.  dieselben  Kanten  horizontal  vor  uns  lie- 
gen, welche  vorher  in  einer  Verticalehene  lao-en,  und 
umgekehrt,  so  dass  beide  Ge.stalten  in  beiderlei  Nor- 
malstellung ganz  verschiedene  Bilder  gewähren.  Das- 
selbe Kriterium  bewährt  sich  übrigens  auch  für  die 
geneigtflächig -semitesseralen  Gestalten,  ' 

§.  89. 

Uebersicht  des  Tesseralsystemes. 

Nach  diesen  sehr  wichtigen  Verhältnissen  der 
Iloloedrie  und  Ilemiedrie,  mit  welchen  die  Verhält- 
nisse der  Symmetrie  im  genauesten  Zusammenhänge 
stehen,  erhalten  wir  daher  folgende  wesentliche  Eiii- 
iheilting  der  Gestalten  des  Tesserahsystemes : 

A.  Holoedrische  oder  eigentlich  tesserale  Gestalten 

1)  Das  Hexaeder, 

2)  das  Oktaeder, 

3)  das  Rhombendodekaeder, 

4)  die  Tetrakishexaeder, 
ö)  die  Triakisoktaeder, 
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6)  die  Ikositetraeder, 

7)  die  Ilexakisoktaeder. 

B.  Hemiedrüche  oder  semitesserale  Gestalten. 

a)  Gleneigtflächig-semitesserale  G. 

1)  Das  Tetraeder, 

2)  die  Trigondodekaeder, 

3)  die  Deltoiddodekaeder, 

4)  die  Hexakistetraeder. 

fl)  Parallelflächig- seinitesserale  G. 

1)  Die  Pentagondodekaeder,  » 

2)  die  Dyakisdodekaeder. 

all  sieht  zugleich  aus  dieser  Uebersicht,  dass 

^ icjenigen  Gestalten,  in  welclien  die  rhombischen 
i^naxen  nicht  hervortreten  und  gleichsam  ver- 
semitesseralen  Gestalten  ge- 
falle Vorhandenseyn  dieser  Axen  gleich- 

stpm  *^1*  Kriterium  der  Holoedrie  in  diesem  Sy- 
steme betrachtet  werden  kann. 


Zweites  C ap  it  el. 
l'on  der  Ableitung  der  Gestalten  des  Tes- 

seralsysteraes. 

-4.  Ableitung  der  holoedrischen  Gestalten. 

§.  90. 

Grundgestalt. 

des  Te”'  zwischen  den  Aersebiedenen  Gestalten 
sammenh?^  sjstemes  obwaltenden  geometrischen  Zu- 
/eribt,  * ™ .nassen  wir  von  eine, 

'n  vvelchen'^a*®*-!?”.’  VeHiäituisse  anfsnehen. 

Ablfv-.K  T ’‘*^ttgen  Gestalten  zu  ihr  stehen,  und 
"*«l.  S 5 f ! -I»3ell,e„  begriindei  ist. 

•5  u diesem  Behufe  jederzeit  eine  der  geo- 
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metrischen  Grundgestalten  gewählt  werden  muss,  i'" 
Tesseralsysteme  aber  nur  das  Oktaeder  auf  diese« 
Namen  Anspruch  machen  kann  (§.  71 ) , so  wird  ufl* 
auch  das  Oktaeder  als  der  natürlichste  Ausgang«' 
punct  der  Ableitungen  gelten  müssen.  Wir  bezeid'* 
nen  dasselbe  mit  O (§.  61.)  und  leiten  aus  ihm  z«'' 
vorderst  nur  die  übrigen  holoedrischen  Gestal' 
ten  durch  zweckmässige  A’^erlängerungen  eines  odef 
auch  zweier  seiner  Parameter,  also  d.irch  zweck 
mässig^e  Substitution  eines  andern  Verhältnisses,  al«; 
jenes  der  durchgängigen  Gleichheit  ab  Für  die  hc' 
miedrischen  Gestalten,  welche  als  die  Hälften  -V 
wmser  holoedrischer  Gestalten  betrachtet  werden' 
onn.en  (§.  47.),  scheint  es  vortheilhafter,  nicht  di® 
primitive  Ableitung  aus  dem  Oktaeder,  sondern  diel 
seciindäre  Ableitung  aus  ihren  respecliveu  Mutterge' 
staken  geltend  zu  machen.  , 

§.  91.  j 

Besondere  Regel  für  die  Ableif.ngen  aus  dem  Oktaeder.  ! 

■W'egen  der  Ableitungen  der  holoedrischen  GeJ 
staken  aus  dem  Oktaeder  muss  jedoch  bemerkt  wer  ' 
den  dass  im  Tesseralsysteme  die  zur  Ableitung  er- 
forderliche Con,stiuctioii  rings  um  die  Grundgestalt 
vollfuhrt  werden  muss.  Denn  da  es  in  diesem  Sy- 
steme drei  absolut  gleichwerthige  Ilauptaxen  giebt, ' 
so  wird  die  zur  Ableitung  erforderliche  Constr.mtion, ' 
welche  wir  in  Bezug  auf  die  Endpuncte  einer  \xc: 
angeben,  für  die  beiden  übrigen  Axen  ganz  in  glei-' 
Cher  Weise  vorgenommen  werden  müssen,  bevor  die ' 
Constrnction,  und  somit  die  Ableitung  .selbst  vollen- 1 
det  genannt  werden,  „„d  die  abzuleitende  Gestalt’ 
Wirklich  zum  Vorscheine  kommen  kann.  Diess  ist 
ein  Umstand,  welcher  in  den  übrigen  Systemen  i»  ‘ 
solcher  Allgemeinheit  nicht  wiederkehrt,  und  daher  no 
gegenwärtigem  Orte  wohl  berücksichtigt  werden  muss- 
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§.  92. 

Ableitung  des  Hexaeders. 

Man  lege  in  jedes  Oktaiideicck  eine  Ebene,  wel- 
cie  <811  beiden,  nicht  zu  diesem  Eck  gehörigen 

1 Zs  r?  parallel,  und  folglich  gegen  alle  Flächen 
eses  Fckes  gleich  geneigt  ist,  so  resultin  eine  von 

lei,  auf  einander  rechtivinkligen  Gegenilächenpaaren 
umschlossene  Gestalt,  d.  h.  ein  Hexaeder,  dessen 
I' lachen,  wenn  sie  sich  selbst  parallel  in  den  Körper 
des  Oktaeders  eindrängen,  als  regelmässige  Ahstum- 
pfungsflächen  seiner  Ecke  erscheinen  würden.  Da 
um  der  geometrische  Unterschied  dieser  Flächen  von 
jenen  des  Oktaeder.s  darin  besteht,  dass  sie  die  be- 
eiig  veihingeiten  Axen  in  den  C'entraldistanzf n 1,  oo 
Während  die  Parameter  der  Oktae- 
I cicien  1,  1 und  1 sind,  so  wird  das  Zeichen  des 
Hexaeders  = ocOoc  (§.  61). 

§.  93. 

Ableitung  des  Uhombendodekaeders. 

axc  parallel  und  folrrV  l ' ^*^1  Haupt- 

Ka„<e’  gSh 

sclbst  mr  II  i -*^3  Pssen  Fliichen,  weiiii  siß  sich 
sen  all  Oktaeders  eindrän- 

ten*  er«  '^^^rumpfungsflächen  seiner  Kan- 

ren  erscheinen  xvürden  llu  j ^ , 

Unterschied  die««  ri  i ^ geometrische 

darin  besteht  d’^  von  jenen  des  Oktaäders 

Axei,  dcss jbe’,1  it,  dJc  ''''  “''“S  vcrUl„gmc„ 

schneiden,  » „„  ‘ J 

kaeders  = ocO  Reichen  des  Rhombendode- 
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§.  94.  ^ 

Ableitung  der  Triakisoktaeder. 

Man  nehme  in  jeder  nnbestimmt  verlängerten 
Ilalbaxe  des  Oktaeders  die  gleiche  Länge  m > 1» 
lind  lege  darauf  in  jede  Kante  desselben  zwei  Ebe- 
nen, welche  die  nicht  zu  dieser  Kante  gehörig® 
IJauptaxe  in  den  Lentraldistanzen  //t  schneiden,  S® 
resultirt  eine  von  24  gleichschenkligen  Dreiecken  nW' 
schlossene  Gestalt,  in  welcher  die  Kantenlinien  des 
eingeschriebenen  Oktaeders  noch  hervortreten,  d.  h. 
ein  Triakisoktaeder,  dessen  Flächen,  Avenn  si® 
sich  selbst  parallel  in  den  Körper  des  Oktaeders  ein- 
drängeii,  regelmässige  Zuschärf,. ngen  seiner  Kanten 
hervorbringen  würden.  Da  nun  der  geometrische  Un- 
terschied dieser  Flächen  von  jenen  des  Oktaeder« 
dann  besteht,  dass  ihre  Parameter  1,  1 und  m sind, 
während  jene  des  Oktaeders  1 , 1 und  1 waren  s® 
wird^das  Zeichen  des  Triakisoktaeders  allgeruein 

Die  holoedrisch  oder  hemiedrisch  beobachteten 
Varietäten  sind:  ,^0,  20,  und  30;  auch  kommen 
■ivOj  40,  40,  und  40  vor*). 

§.  95. 

Ableitung  der  Ikositetraeder. 

Man  nehme  wiederum  in  jeder  der  unbestimmt 
verlängerten  Ilalbaxen  des  Oktaeders  die  gleich® 
Länge  m und  lege  darauf  in  jedes  Oktaedereck 

vier  Flächen,  von  welchen  jede  einzele  über  ein® 
Fläche  dieses  Eckes  dergestalt  fällt,  dass  sie  die  bei- 
den andern  zu  derselben  Fläche  gehörigen  Halbaxen 


*)  Di^  erstere  Var.  wurde  am  Alaun  beobachtet;  die  drei  an- 
dern Var.  finden  sich  in  ganz  kleinen  Flächen  an  einem  Blel-rlan^- 
krystall  im  Werner’schen  Museo.  “ 
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'n  «len  Centraldistanzen  m schneidet,  so  resnltirt  eine 
on  24  syminetiischen  Irapezoiden  ninschlossene  Ge- 
ta.t,  d.  h.  cm  kositetrae.,er,  dessen  Flächen, 

Lese  e 7 auf  die  Flächen  a«f- 

L um  ®'‘«ke  bilden  würden. 

iJd  nun  der  geometrische  Lnterschied  die.ser  Flächen 

'on  jenen  des  Oktaeders  darin  besteht,  dass  sie  die 
Axen  in  den  Centraldistanzen  1,  m und  m schneiden, 
so  wird  das  Zeichen  der  Ikositetraeder  allgemein 
= mOm. 

Die  holoedrisch  oder  hemiedriscli  beobachteten 

40|,  303,  404, 

PD6,  12012,  40040  (?)*). 

§.  96. 

Ableitung  der  Tetrakishexaeder. 

länperf'^'^u'^'iL  ”®knie  man  in  jeder  unbestimmt  ver- 

vo"  i“'“  ot.»«.,».!.  yd 

...  r;":,  r iä,ri 

eck.’n  !,  kl  Slei.lls.heiikiigM  Drei. 

Ünt"  V"'““““”'  in  «.l.l„r  di.  Kn.u.n- 

tm™  d '■“«'“i”'*''«“'’  Hnsnede,-.  „och  hervor- 
eben  \ ^^**^^‘‘kishexaeder,  dessen  Flä- 

i 'enn  sie  sich  selbst  parallel  in  den  Körper 

hexaeLr?imlLhIrr"ilgoX^^^^  e«n»> 

'W'urfelerz  beobachtete- 

^“fsgrund  12019  v , ' z'ivveilen  am  b'lnsssi.atbe  von 

«Un™:  ‘‘“«‘■‘S’  -J04  ^twas  seltner  am  Blei 
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de#  Oktaeders  eindrängen,  vierflächige,  auf  die  Kaf 
ten  aufgesetzte  Zuspitzungen  seiner  Ecke  bilden  w«*" 
den.  Da  nun  der  geometrische  Unterschied  diesem 
Flächen  von  jenen  des  Oktaeders  darin  besteht,  das* 
sie  die  Axen  in  den  Centraldistanzen  oo,  n und  ^ 
schneiden,  so  wird  das  Zeichen  der  Tetrakishexai!' 
der  allgemein  = ocOä. 

Die  holoedrisch  oder  hemiedrisch  beobachtetei’ 
Varietäten  sind:  c»sO|,  cc02,  oo03,  ocOh 

xOi. 

§.  97. 

Ableitung  der  HexakisoktaSder. 

Man  nehme  in  jeder  unbestimmt  verlängerte^ 
Halbaxe  des  Oktaeders  zwei  verschiedene  Längen  if 
und  n,  so  dass  beide  ^ 1 und  jederzeit  m un<l 
lege  darauf  in  jedes  Oktaedereck  acht  Ebenen,  voi> 
welchen  je  zwei  über  eine  Kante  dieses  Eckes  der 
gestalt  fallen,  dass  sie  die  zu  derselben  Kante  geliw 
rige  Halbaxe  in  der  kleineren  Centraldistanz  n,  di« 
nicht  dazu  gehörige  Axe  aber  beiderseits  in  de« 
grösseren  Centraldistanzen  m schneiden,  so  resultir* 
eine  von  48  ungleichseitigen  Dreiecken  umschlossenf 
Gestalt,  d.  b.  ein  Hexakisoktaeder,  dessen  FIS' 
eben,  wenn  sie  sich  selbst  parallel  in  den  Körpel 
des  Oktaeders  eindrängen,  achtfläcliige  ZuspitzungeP 
seiner  Ecke  darstellen  würden.  Da  nun  der  geome- 
trische Unterschied  dieser  Flächen  von  jenen  de« 
Oktaeders  darin  besteht,  dass  sie  die  Axen  in  dci' 
Centraldistanzen  m,  n und  1 schneiden,  so  wird  da* 
Zeichen  der  Hexakisoktaeder  allgemein  = mOnÄ 
Die  holoedrisch  oder  hemiedrisch  beobachtetei' 


♦)  Nach  Bernhardi’s  Vermuthimg  statt  der  von  Wakkernag«* 
angegebenen  Var.  ooOJ^. 
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Varietäten  sind:  30^,  402,  50|, 

804**),  und  6401*«**), 

§•  98. 

Beweis  für  die  Ableitung  des  Hexakisoktaeders.  • ' 

Wir  liaben  in  den  vovhergelienden  §§.  die  Ablei- 
tung der  tesseralen  Gestalten  so  dargestellt,  wie  sie 
wohl  einem  Jeden  verständlich  seyn  muss,  konnten 
uns  aber  freilich  dabei  nicht  auf  die  umständliche  Be- 
weisführung einlassen,  dass  in  jedem  Falle  die  abzu- 
eitende  Gestalt  wirklich  zum  Vorscheine  kommt, 
oder,  dass  sich  durch  ihre  gegenseitigen  Durchschnitte 
•e  Figur  und  Verbindung  der  construirten  Flächen 
so  bestimmt,  wie  es  der  BcgrilF  der  abzuleitenden 
UestaU  erfordert.  Da  indess  diese  (auch  durch  Con- 

führenden****))  Beweise  in 
\i*  1 , folgenden  Capitels  enthalten  sind^ 

c e Sie  1 unmittelbar  auf  die  Ableitungen,  und 
ouf  die  Ableitung  des  Ilexakisoktae- 
ren  /""uT-  es  nur  nöthig,  das  Verfah- 

zu  rechtfertigen,  oder  den  Beweis  zu  führen  dass 

IW.  Te  r ' f '/'*  ” “'■S»''!*«'  Geswlt  .virk- 

«»<1  b-ta. 

§.  99. 

Fortsetzung. 

o-nlo  4^  §«  97,  in  jedes  Oktaedereck  8 Flächen 

g wur  en,  so  wird  die  abgeleitete  Gestalt  offen- 


baltldiIeob!ci”pf-  ^^“^‘«'Joüekaeder  am  semitcsseralen  Ko- 
vieUeicht  ist  e.s  20|. 

Narl  ®’®'8lon2:  beobachtet. 

*J  V , TopazolUb. 

erg . meinen  Grundriss  der  Krystailographie,  Sv  89  u.  f- 

8* 
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bar  von  6 . 8 = 48  Flächen  umschlossen  seyn  müssen. 
Es  ist  also  nur  zu  beweisen,  dass  dieselbe  wirklich 
ein  Hexakisoktaeder  sey;  d.  h.,  dass  sie  für  jeden 
Werth  von  m und  n auch  wirklich  diejenigen  Eigen- 
schaften besitze,  welche  von  jener  Gestalt  in  §.  86. 
ausgesagt  worden  sind.  Diess  wird  bewiesen  seyn, 
sobald  gezeigt  werden  kann: 

1)  dass  sich  je  sechs  über  einer  OktaÜderfläche  fal- 
lende Flächen  in  einem  Puncte,  und  zwar  in  ei- 
nem Puncte  der  trigonalen  Zwischenaxe  desselben 
Octanten  schneiden. 

2)  Dass  sich  je  vier  über  einer  Oktaederkante  fäl- 
lende Flächen  in  einem  Puncte,  und  zAvar  in  ei- 
nem Puncte  der  rhombischen  Zwischenaxe  dieser 
Kante  schneiden. 

3)  Dass  die  Flächen  der  abgeleiteten  Gestalt  Drei-  ' 
ecke, 

4)  dass  sic  gleiche  und  ähnliche  Dreiecke,  und  ' 

5)  dass  sie  jederzeit  ungleichseitige  Dreiecke  Ü 

sind.  j 

Wir  beziehen  uns  bei  dieser  Beweisführung  zu-  ' 
nächst  auf  den  Octanten  der  positiven  Halbaxen.  Die 
Oktaederfläche  dieses  Octanten  hat  die  Gleichung 

+ y + 2 = 1 

Da  nun  die  trigonale  Zwischenaxe  jedes  Octan-  1 
len  die  Normale  aus  dem  MitteJpuncte  auf  die  Oktae-  i 
derfläche  desselben  Octanten  ist,  so  werden  die  Glei-  t 
chungeh  der  trigonalen  Zwischenaxe  des  Octanten 
der  positiven  Halbaxen: 

^ — y — = y — z=:0(§.  21.)  ' 

Und  da  die  rhombischen  Zwischenaxen  in  den  Ehe-  I 
nen  je  zweier  Haiiptaxen  liegen,  und  gegen  jede  der- 
selben gleich  geneigt  sind,  so  werden  die  Gleichiin-  i 
gen  der  rhombischen  Zwischenaxen  des  Octanten  der 
positiven  Halbaxen; 
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Zwischenaxe  in  x — j/=0,  Z = 0 
~ (zx)  z — x = 0,y  = 0 

- , , ' y~  z = o,  x — 0 

• icser  \ orbereitung  schreiten  wir  zum  Be- 

weise der  obigen  5 Puncte. 

1)  Je  sechs  Flächen  eines  und  desselben  Octanten, 
«nd  also  auch  die  des  Octanten  der  positiven  Halb- 
axen  müssen  oft'enbar  mit  der  trigonalen  Zwischen- 
axe  desselben  Octanten  zum  Durchschnitte  kommen; 
•lie  Gleichungen  dieser  sechs  Flächen  sind". 


^ . V 

— + -;-  + z=i, 


m 


+ y + 4=l 


’’  T + i'+'i  = ‘ 


y 


Da  sich  nun  allgemein  die  Coordinaten p,  p'  und p* 

des  Durchschnittspuncles  einer  Fläche  — + 1-  + -£- 

= 1 mit  der  trigonalen  Zwischenaxe  bestimmen,  ^ 
lolgt : ’ 


wie 


p=p'=p'>=-, 


abc 


1 + c«  -|-  bc 

GlL\unyrbes“tLintn‘'FP-’r'‘‘ 

Werthe  ^ Flachen  absolut  dieselben 


p=p’=  p" 


mn 


1 , . WlÄ  Wl  4-  Jt 

«lesvp'lii  je  sechs  Flächen  eines  und 

Sen™  «gel.»ige  „Igonnle  Z„i. 

p,  einem  und  demselben  Puncte. 

ein«  Oktrar  sieb,  dass  je  vier  über 

ben  Kante  gelegene  Flächen  die  zu  derseU 

^ ^ enge  rhombische  Zwischenaxe  in  ei- 

Fo^di::!  d-- 
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<l==<y. 


n + 1 


woraus  zugleich  folgf,  dass  die  drei  rhombischen  Halb- 
axen  eines  jeden  Octanten  einander  gleich  sind. 

3)  Da  in  jeden  oktaedi’ischen  Eckpunct  8 Flächen 
gelegt  wurden,  so  kommt  natürlich  jede  Fläche 
ihren  beiden  Nebenflächen  F'  und  F"  desselben  acht- 
Zähligen  Fl  ächensystemes  (Fig.  14),  au.sserdem  abef 
nur  noch  mit  einer,  zu  einem  andern  oktaedrischen 
Eckpnncte  gehörigen,  Fläche  zum  Durchschnitte.  Denn 
die  beiden  1‘uncte,  in  welchen  sie  selbst  die  trigo- 
nale und  eine  rhombische  Zwischenaxe  schneidet,  ge- 
hören zugleich  irgend  einer  andern  Fläche  F"'  dessel- 
ben Octanten,  und  jenen  beiden  Nebenflächen  F'  und 
F . 1‘olglich  erleidet  jede  Fläche  F'  überhaupt  drei 
Durcnschnitte,  und  wird  daher  ein  Dreieck. 

4)  bezeichnen  wir  die  Kante,  welche  jede  Fläche 
mit  ihrer  Nebenfläche  desselben  achtzähligen  Flächen- S 
systemes  und  desselben  Octanten  bildet,  mit  A Aie' 
Kante  mit  der  Nebenfläche  des  Nebcnoctanten  mitK,! 
und  die  dritte  Kaute  mit  C,  so  wird  jede  Kante 
durch  den  trigonalen  und  einen  der  oktaedrische» 
Eckpnncte,  jede  Kante  B durch  einen  der  oktaedri- 
schen lind  einen  der  rhombischen,  und  jede  Kante  C 
durch  den  trigonalen  und  einen  der  rhombische»* 
Eckpnncte  begränzt.  Nun  sind  aber  die  Coordinate»> 

a)  des  trigonalen  Echpunctes:  f 

a;  = ij  .=  z — p 

b)  der  drei  oktaedrischen  Eckpnncte ; ^ 

.'P  = 1 y = 0 z — 0 
:v=0^~iz  = 0 \ 

X = 0y~0  z = i l 

c)  der  drei  rhombischen  Eckpnncte:  [ 

X = ^ y — q z = tj  ! 

y = 0 z ^ q X = q 

: — 0 y = q X ~ q 
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Sucht  man  mittels  dieser  Coordinaten  nach  dem 
Ausdrucke  für  die  Distanzlinie  zweier  ?uncte  (§.  14.) 
die  Länge  der  dreierlei  Kanten,  so  findet  man  jeden- 
falls: 

A = (p  — 1)* 

B = 

C=  y'2ip—qr+p^ 

welche  von  den  drei  unter  h und  c stehenden  Syste- 
men von  Coordinaten  man  mit  dem  Systeme  unter  « 
oder  auch  mit  einander  combinhen  mag;  zum  Beweise, 
dass  die  drei  Kanten  jeder  Fläche  den  drei  Kanten 
jeder  andern  Fläche  gleich,  und  daher  diese  selbst 
durchgängig  gleiche  und  ähnliche  Dreiecke 
sind. 

b)  Dass  aber  diese  Dreiecke  stets  ungleichseitig 
seyn  müssen,  lässt  sich  leicht  so  erweisen:  man  be- 
zeichne die  ebenen  Winkel  jeder  Fläche  analog  den 
gegenüberliegenden  Kanten,  so  ist  nothwendig 
jeder  Winkel  « 90“ 

b < 60“ 
c < 45“ 

und  daher  auch  jeder  Winkel  J > 45;  die  Dreiecke 
könnten  daher  nur  gleichschenklig  werden,  wenn 
u = b würde;  dann  Aväre  aber  « -j-  5 120°,  und 

folglich  c 60°,  welches  unmöglich;  die  Drei- 
ecke sind  daher  jedenfalls  ungleichseitig. 

§.  100. 

Folgerungen  für  die  übrigen  Gestalten. 

1)  Setzt  man  bei  der  im  vorigen  §.  dargestellten  Ab- 
leitung des  Hexakisoktaeders  n = 1,  so  fallen  je 
zwei  in  einer  kürzesten  Kante  zusamraenstossende 
Flächen  in  eine  Ebene,  bilden  ein  gleichschenk- 
liges Dreieck,  und  die  Gestalt  wird  ein  Triakis- 
oktaeder = jtiQ 
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2)  Fiir  m ~ oo  verschwinden  dagegen  die  mittler" 
Kanten ; je  zwei  in  ihnen  znsanuuenstossende 
chen  fallen  in  eine  Ebene,  bilden  ein  gleich' 
schenkliges  Dreieck,  und  die  Gestalt  wird  ei" 
letrakishexaedcr  = ocO/i. 

3)  1 Mir  M = m verschwinden  die  längsten  Kanten,  j« 
zwei  in  ihnen  zusamiuenstossende  Elächen  fallen 
in  eine  Ebene,  bilden  ein  symmetrisches  Trape- 

zoid  nnd  die  Gestalt  wird  ein  Ikositetraeder 
— 7iiOm, 

4)  Setzt  man  ^ verschwinde., 

die  mittleren  zugleich  mit  den  kürzesten  Kanteni 
je  MCI  Hachen  fgllen  in  eine  Ebene,  bilden  ei- 
nen lihombns,  und  die  Gestalt  wird  das  Rhone 
bendodekaeder  = ccO. 

5)  Setzt  man  endlich  = ,,,  ^ verschwinden 

die  lungsten  zugleich  mit  den  mittleren  Kanten! 
je  acht  Flachen  fallen  in  eine  Ebene,  bilden  ein 
Quadiat,  und  die  Gestalt  wird  das  Hexaöder 
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Uebersiclit  der  lioloedristlieii  Gestalten. 

Und  so  wären  denn  sämmtliche  holoedrische  Ge- 
stalten des  Tes,seral.sy.steme.s  aus  dem  Oktaeder  als 

Ihrer  gemoinschaftlichen  Grundgestalt  abgeleitet.  Stel- 
en uii  die  Re.yiltate  der  vorigen  §§.  noch  einmal  zu- 
sammen, .so  erhalten  wir  folgende  TJebersicht: 

1)  Oktaeder  = Grnndgestalt  = O 

2)  Triakisoktaeder  . , _ 


3)  Rhomhendodekaeder 

4)  Ilexakisoktaeder 

5)  Ikositetraeder ... 

0)  Tetrakishexaeder 
7)  Hexaeder 


= ocO 
= mO/i 
= mOm 
= acO/i 
• = <x;Ooo 


Wie  sieh  aber  diese  Gestalten  insgesamnU  nnte- 
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dem  allgemeinen  Zeichen  mOn  darslellen  lassen,  so 
werden  sie  auch  alle  durch  das  Hexakisoktaeder  re- 

^n^**^-i**- ^ Sleiehsaiu  die  lledingnngen  für 

alle  uhngen  Gestalten  in  sich  vereinigt.  Als  der  ge- 
meinschafthche  Repräsentant  derselben  steht  es  daher 
1 lg  in  der  Mitte  der  Reihe,  welche  einer.seits  mit 
em  Uktaeder  beginnt,  anderseits  mit  dem  Hexaeder 
schliesst,  da  die  Coiiflicienten  m und  n in  jenem 
die  möglich  kleinsten,  in  diesem  die  möglich  grössten 
” erthe  erreicht  haben. 

Uebrigens  ist  leicht  zu  beweisen,  dass  in  diesen 
leben  Arten  wirklich  alle  möglichen  Arten  von 
o oediischen  Oestalton  erschöpft  sind,  und  dass  we- 
noch  die  natura  geometrizans  als 
\ 1 < nerin  eine  tesserale  holoedrische  Gestalt 
darzustellen  vermag,  welche  nicht  der  Art  nach  mit 

svef  bekannten  Gestalten  de.s  Tesseral- 

sjstemes  ubereinstimmte. 

§ 102. 

ftschema  des  resseralsystemes. 

holofddsdmrGest“  V erwandtschaften  der  sieben 

leuchtende  Weise  ein- 
erkennen; ^«^^^‘^‘^‘^'‘“«angulärem  Seliema 


TiiOtth 


cc04  

Hexakisoktaöder,  ahs  der  Reprä.scnta 


^ooOoo 

ant  sämml- 
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lieber  Gestalten , nimmt  den  Mittelpunct  des  Schemas 
ein,  in  dessen  drei  Ecken  diejenifjen  drei  Gestaltea 
stehen,  welche  einzig  in  ihrer  Art,  und  dadurch,  s® 
wie  durch  ihre  geringere  Flächenzahl  und  die  Einet' 
leiheit  ihrer  Kanten  ausgezeichnet  sind.  Jede  Seit« 
des  Dreieckes  repräsentirt  von  derjenigen  24flächigea 
Gestalt,  deren  Zeichen  sie  trägt,  einen  zahllosen  Im 
begriff,  welchen  man  unter  dem  Schema  einer  Reih® 
vorstellen  kann,  deren  beide  Gränzglieder  in  den  Eck- 
puncten  jeder  Dreieckseite  stehen. 

Diese  Vorstellungswei.se  ist  der  Natur  der  Sach® 
ganz  angemessen;  denn  in  der  That  wird  das  Tria- 
kisoktaeder »iO  um  so  ähnlicher  dem  Oktaeder  odet 
Rhombendodekaeder,  das  Ikositetraeder  mOm  um  s® 
ähnlicher  dem  Oktaeder  oder  Hexaeder,  das  Tetra- 
kishexaeder ocOrt  um  so  ähnlicher  dem  Rhombendo' 
dekaeder  oder  Hexaeder,  je  kleiner  oder  grösser  det 
Werth  von  7»  oder  n ist.  — > Aus  dem  Hexakisokta«!' 
der  finden  unmittelbare  UchergSnge  in  die  drei  2411»' 
chigen  Gestalten  Statt,  indem  entweder  beide  Coef- 
ficienten  in  das  Verhältniss  der  Gleichheit  treten» 
oder  der  grossere  sein  Maximum,  oder  der  kleiner® 
sein  Minimum  erreicht.  Dagegen  sind  die  Uebergäng® 
aus  mOn  in  O,  cxjO  und  ocOao.  nicht  so  unmittelbar 
indem  iiir  sie  das  gleichzeitige  Eintreten  zweier  jC' 
ner  Bedingungen  gefordert  wird.  Diess  alles  über 
sieht  man  auf  einen  Blick  aus  unscrin  Schema,  un'^ 
gewinnt  zugleich  die  Ueberzeugung,  dass  dieselbe® 
Uebergänge  zwischen  den  Gestalten  selbst  Statt  fin' 
den,  welche  sich  zwischen  den  Zeichen  derselbe® 
nachweisen  lassen. 

I. 

li.  Ableitung  der  he  mied  rischen  G es  t alte»’ 

§.’  103.  |- 

Welche  Gestalten  der  Hciuiedrie  fähig  sind. 

Prüfen  wir  die  tcsseralen  Gestalten  hinsichtÜ®*' 
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ilirer  Fähigkeit  zur  Ilemiedne,  so  ergiebt  sich  iol- 
gendes : 

1)  Unfähig  der  Heiiiiedrie  überhaupt  sind: 

a)  das  Hexaeder,  weil  drei  Ebenen  den  Kaum  nicht 
allseitig  nmschliessen. 

h)  Das  llhombendodekaeder , weil  je  sechs  seiner 
Flächen,  man  mag  sie  wählen  wie  man  will,  ent- 
weder den  Raum  nicht  allseitig  umschliessen, 
oder  eine  solche  geschlossene  Gestalt  darstellen, 
in  welcher  der  Grundcharakter  des  Tesseralsy- 
stcmes  nicht  mehr  vorhanden  ist. 

Uebrigens  lässt  sich  für  die  halbe  Flächen- 
zahl keiner  von  beiden  Gestalten  eine  ringsum 
symmetrische  Vertheilung  auflinden,  welche  doch 
in  den  einfachen  Gestalten  die  Bedingung  aller 
Ilemiedrie  ist  (§.  49.). 

2)  Fähig  der  Ilemiedrie  sind: 
u)  nach  einzelen  Flächen;  das  Oktaeder,  das  Te- 
tr.ikishexaeder  und  Hexakisoktaeder ; jedoch 
scheint  die  iiacli  einzelen  Flächen  aus  mO/i  abzu- 
leitende heiuiiidrische  Gestalt,  W'elche  einen  von  ' 

^ unregelmässigen  Fünfecken  umschlossenen 
Rorper  darsteilt,  in  der  Xatur  nicht  vorzukom- 
raen,  und  ist  solche  daher  kein  Gegenstand  für 
unsre  Betrachtungen. 

l))  Nach  Fiächenpaarcn;  das  Ilexakisoktaeder. 
c)  * äch  dreizähligen  Flächensystertien ; das  Tria- 
und  Ikositetraeder. 

) i ach  sechszäbligen  Flächensysfemen ; das  Hexa- 
kisoktaeder. 

Die  Resultate  der  Hemiedrie  sind: 

^®”eigt flächige  Gestalten,  für  das  Oktae- 
er,  Triakisoktaeder,  Ikositetraeder  und  Ilexa- 
kisoktaeder  nach  sechszähligen  Flächensystenien. 
flächige  Gestalten,  für  das  Tetrakis- 
exaeder  u.  Ilexakisoktaeder  nach  Flächenpaaren. 
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Reine  Krystallographie. 

a)  Geneigtflilchig-semitesseiale  Gestalten. 


§.  104. 

Ableitung  des  Teti  aedei  s. 

Das  Tetraeder  ist  die  geneigtflächig- heiniedriscl>^ 
Gestalt  de.s  Oktaeders  nach  einzelen  Flächen,  od«" 
die  heiuiedrische  Gestalt  des  Oktaeders  schlechthin') 
Da  das  Oktaeder  acht  Flächen  hat,  so  wird  sei»' 
hemiedrische  Gestalt  von  vier  Flächen  11111801110.98»" 
seyn.  Weil  aber  jede  bleibende  Fläche  mit  ihr»" 
drei  Nachbarflächen  zum  Durclischnitte  kommt,  wak 
rend  ihre  Nebenflächen  verschivinden , so  wird  si" 
auch  nach  der  Vergrösserung  ein  Dreieck  bilde» 
U^nd  weil  die  Neigungswinkel  je  zweier  Naclibarflä' 
c en  tor  der  \ ergiö.s.scrung  gleich  waren,  so  wef' 
den  auch  sämmtliche  Kanten  der  hemiedrischen  G»' 
stalt  gleich  gross  seyn,  woraus  die  durchgängig« 
Gleichheit  der  Flächenwinkel,  und  daher  auch  di« 
Gleichseitigkeit  der  neuen  Dreiecke,  als  der  Fläche" 
der  hemiedrüschen  Ge.stalt,  folgt.  Die  hemiedrisch« 
Gestalt  des  Oktaeders  ist  als»  eine  von  vier  gleich' 
seitigen  Dreiecken  umschlossene  Gestalt,  d.  h.  da" 
Tetraeder. 


Uebrigens  folgt  aus  §.  51,  dass  sich  aus  dei" 
Oktaeder  zwei  vollkommen  gleiche  und  ähnliche,  und- 
nur  durch  ihre  Stellung  verscliiedene  Tetraeder  al" 
hemiedrische  Gegenkörper  ableiten  lassen.  Ilezeick 
nen  wir  diese  Verschiedenheit  der  Stellung  welch" 
eigentlich  keine  andre,  als  die  in  §.  42  erwähnte  de" 


*)  Die  Beweise  für  die  Richtigkeit  der  Ableitungen  dieser  h«' 
raiedrischen  Gestalten  sind  für  das  Tetraeder,  Deltoid-  und  Tri- 
gondodekaeder auf  ähnliche  Art  gegeben  wie  im  Grundris.se;  fü" 
das  Hexakistetraeder  dagegen,  als  den  allgemeinen  Repräsentant«" 
aller  gencigtflächig  ■ semitesseralcn  Gestalten  glaubte  ich  den  B"' 
weis  ausführlicher  entwickeln  zu  müssen,  und  habe  mich  dab«' 
der  analytisch -geometrischen  Methode  bedient. 
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ersten  und  verwendeten  Norraalstellung  ist,  durch 
Vorsetzung  der  Zeichen  + ,ind  — , so  werden  die 
Zeichen  der  beiden  aus  O abzujeitenden  Tetraeder 

-f  ^ und  — — 

2 2 

§.  105. 

Ableitung  der  Deltoiddodekaeder. 

Die  Deltoiddodekaeder  sind  die  geneigtflächig- 
beiniedrischen  Gestalten  der  Triakisoktaeder  nach  drei- 
zähligen  Flächensystemen , oder  die  herniedrischen  Ge- 
stalten der  Triakisoktaeder  schlechthin. 

Die  Triaki.soktaeder  sind  nicht  nach  einzelen  Flä- 
e en,  sondern  nur  nach  dreizähligen  Flachensysteinen 
er  llentiedrie  fähig,  weil  nur  so  eine  ringsum  syni- 
metri^he  A'ertheihing  der  halben  FUichenzahl  möglich 

rn-  u ^ einzeln  Fläche  P eines  bleibenden 

äc  en.s} Steines  vor  der  F ergrösserung  mit  jeder  der 
ei  en  nächsten  Flächen  zweier  INachbarsysteme  einen 
tckpnnct  gemein  hatte,  so  wird  sie  nach  der  Ver- 
grossevung  mit  jeder  derselben  eine  Kante  bilden,  und 
folghch  eme  vierseitige  Figur  werden,  indem  sie  sich 
Uber  Ihre  ursprüngliche  Grundlinie  (die  Oktaederkante) 
hma^  tn  ein  zweites  Dreieck  ausbreitet.  Und  dä 

F sn  Flächen  gegen  die  Fläche 

vnv  deren  ursprüngliche  Grundlinie 

der  Vergrösserung  gleich  waren,  so  werden  nicht 

r Av  Kanten,  sondern  auch  die  an  Jener 

' , gelegenen  A\inkel  des  zweiten  Dreiecks 

nl  '*^11  wnd  daher  dieses  Dreieck  selbst  ein 

g eic  schenkliges  seyn.  Die  vierseitige  Figur  ist  da- 

d d***  Trapezoid  oderDelloid  (§.32.), 

w”  db!’  einer  Fläche  gilt,  auf  alle  an- 

en  ar  ist,  so  wird  die  neue  Gestalt  eine  von  12 
^eitoiden  umschlossene  Gestalt,  d h.  ein  Delfoiddode- 
*=der  seyn  (§.  78.). 
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Die  Zeichen  je  zweier  aus  otO  abzuleitender  Dc^ 
toiddodekaeder  sind  -f-  und  — 

§.  106. 

Ableitung  der  Ti'igondodekaGder. 

Die  Trigondodekaeder  sind  die  geneigtflächig-hc' 
miedrischen  Gestalten  der  Ikositetraeder  nach  drei' 
Zähligen  Flächensj steinen,  oder  die  hemiedrischen  Ge" 
stalten  der  Ikositetraeder  schlechthin. 

Die  Ikositetraeder  sind  eben  so  wenig  als  die 
Triakisoktaeder  der  Hemiedrie  nach  einzelen  Flächen 
fähig,  indem  nur  die  dreizähligen  Flächensysteme  eine 
ringsum  symmetrische  Vertheilung  gestatten.  Weil 
aber  jede  einzele  Fläche  mit  der  eines  Nachbarflä' 
chensystemes  vor  der  Vergrösserung  einen  Eckpunct 
gemein  hatte,  so  wird  sie  mit  derselben  nach  def 
Vergrösserung  eine  Kante  bilden;  und  weil  je  zweier 
solcher  Flächen  Vergrösserung  mir  innerhalb  des  vonj 
den  Hauptschnitten  durch  ihre  kürzeren  Kanten  uiii' 
schlossenen  Raume.s  Statt  findet,  ihr  gegenseitiger 
Neigungswinkel  aber  dem  Neigungswinkel  ihrer  bei', 
derseiligen  .symmetrischen  Diagonalen  gleich,  und' 
folglich  die  neue  Kante  den  gleichschenkligen  Dia' 
gonalen  parallel  ist,  so  wird  jede  der  beiden  FIäcliel> 
nach  der  Vergrö.sserung  ein  gleichschenkliges  Dreieclr 
bilden.  Da  nun,  was  von  einer  Fläche  gilt, 
alle  seine  Anwendung  findet,  so  folgt,  dass  die  neiir 
Gestalt  eine  von  12  gleichschenkligen  Dreiecken  uiH'  ■ 
schlossene  Gestalt,  d.  h.  ein  Trigondodekaeder  is^ 
(§.  76.). 

Die  Zeichen  je  zweier  aus  mOm  abzuleitender 
Trigondodekaeder  sind  -j-  und  — 
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§.  107. 

Ableitung  der  Hexakistetraeder. 

Die  Hexakistetraeder  sind  die  geneigtflächig- he- 
miedrischen  Gestalten  der  Hexakisoktaeder  nach  sechs- 
zähligen  Flächensystemen.  . 

Da  von  den  8 sechszähligen  Flächensystemen  des 
Hexakisoktaeders  die  vier  abwechselnden  verschwin- 
den, so  wird  die  hemiedrische  Gestalt  von  24  Flächen 
umschlossen  seyn;  dass  sie  aber  wirklich  die  Eigen- 
schaften besitzt,  welche  oben  in  §.  81.  von  dein  Hexa- 
kistetraeder ansgesagt  worden  sind , diess  wird  er- 
wiesen seyn,  sobald  gezeigt  werden  kann: 

1)  dass  sich  je  sechs  nm  ein  verschwindendes  Flä- 
chensystein  gelegene  Flächen  in  einem  einzigen 
I nncte,  nnd  zwar  in  einem  Puncte  der  zu  dem- 
selben Flächensystenve  gehörigen  trigonalen  Zwi- 
schenaxe  schneiden. 

2)  dass  die  Flächen  wiederum  Dreiecke, 

3)  dass  sic  gleiche  und  ähnliche  Dreiecke,  und 

4)  dass  sie  jederzeit  ungleichseitige  Dreiecke  sind. 
Wir  x\ollen  annebmen , das  im  Octanten  der  po- 

Vuiven  Halbaxen  gelegene  Flächen.system  sey  ein  ver- 
yhwmdendes,  so  gelten  für  die  zugehörige  trigonale 
Znaschenaxe  T dieselben  Gleichungen  wie  oben  in 
§■  99.  nämlich: 

^ — 2/  = 0,  z~ä;  = 0,  y — z = 0 

Die.  Gleichungen  derjenigen  sechs  Flächen  ans 

en  rei  Nebenoctanten,  welche  unmittelbar  an  die- 
sem Octanten  anliegen,  sind  aber: 


a; 


^ — = 1 
« m 

+ y + ~ ^ i — ^ 
n ’ 

+ 2 = 1, 


+ y 


m 


= 1 


y. 

m 


m 

X 


+ -i-  +z 


— [-  — 
m n 
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Da  nun  allgemein  die  Coordinaten  des  Dui'cl>' 
sclinittspuncfes  irgend  einer  Fläche  + X ^ ^ : 1 
mit  jener  trigonalen  Zwisclienaxe 


ab  ctu-\-  bc 

so  erhält  man  für  jede  der  durch  vorstehende  sech* 
Gleichungen  bestimmten  Flächen  absolut  dieselben 
Werthc 

r — r'  z=  r”=z 

vm  m — n 

Folglich  schneiden  sich  je  sechs  um  ein  verschwin- 
dendes Fläch ensj  Stein  gelegene  Flächen  in  einem 
Puncte  der  trigonalen  Zwischenaxe  dieses  S3'stemesl 
und  es  entsteht  daher  über  jedem  verschwindenden 
Flächensysteme  ein  neues  sechsflächiges  Eck. 

Je  zwei  der  bisher  betrachteten  sechs  Flächen 
bilden  schon  ursprünglich  im  Hexakisoktaeder  eine 
kürzeste  Kante  G (Fig.  l.'i);  diese  Kante  wird  sich  | 
also  zugleich  mit  den  sie  bildenden  Flächen  zu  G' ' 
verlängern,  und  durch  den  neuen  sechsflächigen  Eck- 
punct  gehen.  Eine  jedel'iäche  hatte  ferner  ursprüng- 
lich mit  der  nächsten  J*  lache  des  Xachbaroctanten  ei- 
nen ditetragonalen  Eckpunct  gemein,  wird  also  mit 
ihr  nach  der  Vergrossernng  eine  neue  Kante  W bil- 
den, welche,  wie  beide  zu  ihr  contrihuirende  Flä- 
chen, durch  den  neuen  sechsflächigen  Eckpunct  ge- 
hen muss.  Da  nun  beide  diese,  in  einem  und  dem- 
selben Puncte  zusammenlaiifende,  Kanten  von  der  ur- 
sprünglichen und  unverändert  gebliebenen  Kante  A 
unmittelbar  geschnitten  werden,  so  wird  jede  blei- 
bende Fläche  auch  nach  ihrer  VergrÖsseriing  über- 
haupt von  3 Kanten  begränzt,  und  mitiiin  ein  Drei- 
eck seyn. 

Die  Endpuncte  der  dreierlei  Kanten  von  je  sechs 
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riäclieh,  welche  zur  Darstellung  eines  neuen  sechs- 
flächigen Eckes  contrihniren,  sind  folgende: 

a)  die  drei  oktaedrischen  Eckpuncte,  deren  Coor- 
dlnaten; 

X — l,  y ~ 0,  2 = 0 

^ = 0,  y = iy  2 = 0 

d;  = 0,  y = 0,  z = i 

der  neue  sechsflächige  Eckpunct  im  Octanten 
des  verschwindenden  Flächensystemes  (oder  der 
positiven  Ilalbaxen),  dessen  Coordinaten: 

X = y'  = z'^  = ^ 

mn  m — n 

®)  die  drei  ursprünglichen  sechsflächigen  Eckpuncte 

in  den  Nebenoctanten,  deren  Coordinaten; 

■ — - .. 

p 


X 

y 

2 


y 

~P,  2 

~ P,  X 

tvenn,  wie  oben  in  §.  99 


p,  z 
p,  X = p 

P,  y = p 


P 


mn 


^ mit  + m 4- 

Es  werden  nämlich  begränzt: 

die  drei  Kanten  CT  von  dLm  Puncte  sub  b und  ie 
einem  der  drei  Puncte  sub  c; 

J.«  Jrei  Ka„,™  B'  dem  P„„cte  sal  i,  „„d  je 

einem  der  Puncte  sub  a;  « «nu  je 

a.e  Kamen  A'  sind  aler  dicaelben  „le  die  Kan- 

ten  A oben  m §.  99, 

nach  L“"8en  der  Kanten  B'  und  C' 

er  bekannten  Formel,  so  erhält  man  jedenfalls: 

B'  = i)2q_-2^ 

C'  ==  1/2  y.  pyf 

oder  Systeme  von  Coordinaten  sub  a 

Fol  Systeme  sub  b combiniren  mag 

F^lich  sind  einerseits  die  KaUtenlinien  B',  nnd.t 

die  ^^ntenlinien  C'  einander  durchgängig  gleich; 
^ eichheit  der  Kantenlinien  yl'  wurde  aber  schon 

9 
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oben  (§,  99.)  erwiesen.  Da  nun  jede  Fläche  der  he- 
miedrischen  Gestalt  \onA',  B'  und  C'  begränzt  wird» 
so  sind  die  24  Flächen  derselben  gleich® 
und  ähnliche  Dreiecke. 

Bezeichnen  war  die  ebenen  Winkel  dieser  Drei' 
ecke  ihren  Gegenseiten  analog  mit  a',  h’  und  c',  so  i*^ 
jeder  Winkel  a'  < 00° 

- - - < 60“ 

folglich  - - - c'  'y>  60° 

Gleichschenkligkeit  der  Dreiecke  könnte  also  nur  in* 
sofern  eintreten,  wiefern  a'  ~b'  würde;  dann  müsst® 
aber  auch  Ä = B',  oder 

F (i>  — 1)  ' + 2 /)2  = -\-2r^ 

seyn,  welches  unmöglich,  da  r immer  )>  p.  Di® 
Dreiecke  sind  daher  jedenfalls  ungleich-' 
seitig. 

Und  so  wäre  denn  bewiesen,  dass  die  abgeleitete 
Gestalt  wirklich  eine  von  24  gleichen  und  ähnlicheoi 
ungleichseitigen  Dreiecken  umschlossene  Gestalt,  d.  h| 
ein  Hexakistetraeder  ist. 

Die  Zeichen  je  zweier  aus  mOn  abzuleitondeti 

Hexakistetraeder  sind  + und  — 

b)  Parallclflächig-semitesserale  Gestalten  "). 

§.  108. 

Ableitung  der  Pentagondodekaeder. 

Die  Pentagoudodekaeder  sind  die  parallelflächig' 
hemiedrischen  Gestalten  der  Tetrakishexaeder  nad' 
einzelen  Flächen,  oder  die  hemiedrischen  Gestaltef 
der  Tetrakishexaeder  schlechthin. 


*)  Auch  im  Gebiete  dieser  hemiedrischen  Gestalten  habe  i®* 
nur  für  diejenige  Gestalt,  welche  als  der  Repräsentant  der  gs®' 
zen  Abtheilung  zu  betrachten,  den  analytisch  - geometrischen  Bew«'' 
der  Ableitung  gegeben. 
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Dass  die  Hemiedrie  nach  elnzelen  Flä»dien  am 
ctrakishexaeder  anf  eine  parallelflcächige  Gestalt 
fuhren  muss,  ist  einleuchtend,  weil  jeder  Fläche  Ge- 
genfläche die  sechste  in  der  Reihe  der  Nebenflächen 
nnd  folglich  eine  geradzahlige  ist  (§.  50.).  Dass  aber 
niese  parallelfläcbige  Gestalt  tvirklich  ein  Rentagon- 
dodekaäder  werden  muss,  ergiebt  sich  daraus,  weil 
Jnfle  bleibende  Fläche  überhaupt  fünf  Nachbarflächen 
^nt,  folglich  nach  der  Vergrösserung  fünf  Durclischnitto 
erleidet,  und  ein  Pentagon  wird.  Da  nun  jede  blei- 
bende Fläche  gegen  diejenigen  vier  Nachbarflüchen, 
Welche  mit  ihr  einen  hexaedrischen  Eckpunct  gemein 
aben,  gleich  geneigt  ist,  so  wird  sie  mit  ihnen  nach 
der  Vergrösserung  vier  gleiche  Kanten  bilden,  wäh- 
rend die  mit  der  fünften  Fläche  gebildete  Kante  eine 
ung  eiche  ist.  Die  abgeleitete  Gestalt  wird  daher 
eine  von  12  symmetrischen  Pentagonen  umschlossene 
Gestalt,  d.  h,  ein  Pentagondodekaeder. 

Die  Zeichen  der  beiden  aus  ocO«  abzuleitenden 
Pentagondodekaeder  werden 

^ *2. 


§.  109. 

Ableitung  der  Dyakisdodekaeder. 

parallelflächig-he- 

miedrischen  Gestalten  der  Ilexakisoktacder,  nach  den 
11  en  mittleren  Kanten  gelegenen  Flächenpaaren, 
er  le  parallelflächig- hemiedrischen  Gestalten  der 
Hexakisoktaeder  schlechthin. 

Weil  das  Gegenflächenpaar  eines  jeden  so  be- 
"n  f'^ächenpaares  das  sechste  in  der  Reihe  der 

^’JP^^re  ist,  so  muss  jedenfalls  eine  parallelflä- 
chig-hemiedrische,  von  12  Flächenpaaren  umschlos- 
sene Gestalt  zum  Vorscheine  kommen.  Dass  solche 
er  auch  wirklich  die  oben  in  §.  85.  angegebenen 

9* 


132 


Reine  Krystallographie. 

Eigenschaften  des  Dyakisdodekaeders  besitzt,  lässt 
sich  etwa  folgendergestalt  darthun. 

1)  Eine  jede  bleibende  Fläche  F in  Fig.  16  kommt 
zum  Durchschnitte: 

mit  ihrer  Nebenfläche  F^i  desselben  Flächenpaares, 
mit  einer  Fläche  des  Nachbarpaares  an  dem* 
selben  oktaedrischen  Eckpuncte, 
mit  den  beiden  bleibenden  Flächen  F^  und  Fa 
desselben  Octanten.  ' 

Jede  Fläche  F wird  also  begränzt:  von  der  ur- 
sprünglichen und  durch  die  Hcmiedrie  nur  verlänger- 
ten Kante  B,  von  einer  Kante  A,  als  Resultat  des 
Durchschnittes  mit  der  Fläche  aus  dem  Nachbaroctan- 
teh,  und  von  zwei  Kanten  C als  Duichschnitten  mit 
den  beiden  bleibenden  Flächen  desselbert  Octanten. 

Folglich  sind  die  Flächen  der  abgeleiteten  Ge- 
stalt vierseitige  Figuren. 

2)  Es  fällt  aber  je  eine  Kante  B mit  je  einer  Kante 
A in  die  Ebene  eines  und  desselben  Hanptschnit- 
tes,  wie  diess  unmittelbar  aus  den  Gleichungen 
derselben  folgt;  es  sind  nämlich  für  die  drei  Flä- 
chen F,  F^  und  Fa  des  Octanten  der  positiven 
Halbaxen  die  Gleichungen: 


der  Kante  A, 

X 

m 

4- 

z = 

1, 

y ~ 

0 

X 

+ 

m 

1, 

z.  = 

0 

~ * 

y 

+ 

z 

m 

1, 

X = 

0 

die  Gleichungen: 

der  Kante  B, 

y. 

n 

+ 

2 = 

1, 

X =3 

0 
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lolglich  fallt  A mit  Bi,  A,  mit  ß„,  und  An  mit 
B in  einen  und  denselben  Ilauptschnitt;  das  Wachs- 
tluun  je  dreier  Flächen  eines  und  desselben  Octan- 
tcn  erfolgt  daher  nur  innerhalb  dieses  Octan- 
ten,  und  je  zwei  der  so  eben  genannten  Kanten 
werden  sich  in  einem  Puncte  (dem  unregelmässigen 
Eckpunc(e)  schneiden,  dessen  Coordinaten  sich  bo- 
»tinimen : 

für  A und  B,  ar  = r x = t y = 0 

für  Al  und  B„  .v  ==  s y — r z = 0 

für  All  und  B y = s z = r a:  = 0 

Wenn  r = “(^1)  und  s = ~ 

m?i~i  mn  — i ' 

Nun  wird  jede  Kante  B begränzt:  durch  ihren 
o taediischen  Eckpunct  und  denjeni|;en  unregel- 
mässigen Eckpunct,  welcher  so  eben  als  ihrDurch- 
sc  nitt  init  einer  der  Kanten  A bestimmt  wurde. 

u gleiche  Weise  wird  jede  Kante  A begränzt  durch 
r wen  oktaädrischen  Eckpunkt  und  denjenigen  der  un- 
regelmässigen Eckpuncte,  welcher  als  ihr  Durch- 
schnitt  mit  einer  der  Kanten  « bestimmt  wurde  Such» 
man  hiernach  für  die  Flächen  F,  Fi  und  F^  die 

Werthe  ihrer  respectiven  Kanten  ^ und  B,  so  fin, 
det  man:  ■ 


~ = -^H  = -h  (s  — 1)* 

^ = Bl  ~ Bll  = 4-  (r  — 1)* 

Ferner  wird  jede  der  Kanten  C begränzt  einer- 
seits von  dem  trigonalen  Eckpuncte  ihres  Getan- 
on?  essen  Coordinaten  p aus  §.  99.  bekannt 
Sin  , anderseits  von  einem  der  drei  unregelmässi- 
gen  ckpuncte.  Sucht  man  hiernach  für  diesel- 
en  rei  Flächen  Fi  und  Fa  die  Werthe  ihrer 
Kanten  C,  so  findet  man; 


Nun 


==  V^(p  — r)“  + 

wird  aber  jede  Fläche  von  einer  der  Kan- 
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ten  A,  einer  der  Kanten  B,  und  zweien  der  Kan- 
ten C begrtinzt,  also  sind  die  vier  Kanten  einer 
Fläche  in  derselben  Folge  den  vier  Kanten  j e- 
der  andern  Fläche  gleich,  mithin  diese  Flächen 
selbst  gleiche  und  ähnliche  vierseitige  Figuren» 
und  zwar  gleichschenklige  vierseitige  Figuren,  da 
jede  zwei  der  gleiclien  Seiten  C hat. 

з)  Dass  aber  diese  Figuren  in  jedem  Falle  Trapeze 
oder  Trapezoide  sind  und  seyn  müssen,  ergiebt 
sich  daraus,  weil  j stets  > r,  und  folglich: 

A jederzeit  B 

Daher  ist  die  hemiedrische  Gestalt  jedenfalls  eine 
von  24  gleiclischenkligen  Trapezoiden  oder  Trape- 
zen umschlossene  parallelflächige  Gestalt,  deren 
Flächen  sich  in  12  Flächenpaare  gruppiren,  d.  h. 
ein  Dyakisdodekaeder. 

Die  Zeichen  der  beiden  aus  mOti  abzuleitenden  ' 
Dyakisdodekaeder  werden  zum  Unterschiede  von, 
den  Zeichen  der  Hexakistetraeder  in  Klammernf 
geschlossen,  und  daher  geschrieben  wie  folgt: 

, fwO/n  , YmOii] 

+ i— J "”■>  - 1— J 
§.  110. 

Ucbersiclit  der  senute,'?seralen  Gestalten, 
ii  Ii3.]jcn.  nun  «lucli  cIig  Stimmtliclion  SGinitGSSC*' 
ralen  Gestalten  abgeleitet,  und  folglich  die  Lehre  von 
der  Ableitung  für  das  Tesseralsystern  vollendet.  Un« 
aber  die  Resultate  der  vorhergehenden  §§.  mit  einen’ 
Blicke  zu  überschauen,  dazu  diene  folgende  Zusaio- 
menstellnng  der  hemiedrischen  Gestalten  nebst  ihre*' 
Zeichen : 

и)  Geneigt  flächig-, semitess  erale  Gestalte  n- 

1)  Tetraeder  = + ~ 

2)  Deltoiddodekaeder  = -h 
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3)  Trigondodekaeder  = + — 

4)  Hexakistetraeder  = + 

~ 2 

b)  P arallel fl ächig-seraitess  er ale  Gestalten. 
1)  Pentagondodekaeder  = + 


2)  Dyakisdodekaeder  = + 2~j  ‘ 


§.  111. 

Schema  des  geneigtflächig- hemiedrischen  Tesseralsysteraes. 

Auch  für  die  senütesscralen  Gestalten  gilt  das 
trianguläre  Schema  in  §.  102,  welches  z,  B.  für  die 
geneigtliächigen  Gestalten  folgende  Form  annimnit: 

2 


Die  Uehergänge  und  Verwandtschaften  der  ge- 
neigtflächig, semitesseralen  Gestalten  ivnter  einander 
und  mit  extO,  ooOti  und  cxOoo  lassen  sich  in  diesem 
Schema  ganz  so  verfolgen  wie  oben,  und  führen  zu 
Resultaten , welche  namentlich  für  die  eigentliche  Be- 
deutung der  drei  holoedrischen  Gestalten  in  ihren 
Comhinationen  mit  den  hemiiidrischen  von  Wichtig- 
keit sind.  Es  w’ird  nämlich  das  Ilexakistetraeder  um 
so  ähnlicher  einer  der  drei  holoedrischen,  und  mit- 
m parallelflächigen  Gestalten,  je  grösser  einer  oder 
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auch  beide  Ableitungscoefficienten  sind.  Das  Rhomben- 
dodekaeder ist  die  eine  GrUnzgestalt  der  Deitoiddo- 
dekaiider;  das  Hexaüder  die  eine  Gränzgestalt  der 
Trigondodekaeder,  und  das  Tetrakishexaeder  eine  der 
Gränzgestalten  des  HexakisfetraCder.s.  Die  drei  ho- 
loedrischen Gestalten  des  Schemas  sind  daher  als  die 
Gränzgestalten  gewisser  hemiedrischer  Gestalten,  und  , 
gewissermaassen  seihst  als  solche  hemiedrische  Ge- 
stalten zu  betrachten,  deren  hemiedrische  und  holoe- 
drische Erscheinungsweise  identisch  ist.  Diese  Deu- 
tung findet  jedoch  nur  dann  Statt,  wenn  sie  an  den 
Comhinationen  geneigtiiächig-scmitesseraler  Gestalten 
Wirklich  Antheil  nehmen,  weil  sie  dann,  wenn  auch 
nidit  quond  phimomenon,  so  Aoe\x  quoad  noumemn  ge. 
neigtfläcbig- semitesserale  Gestalten  sind. 

§.  112. 

Schema  dcä  parallelflächig  - hemledrischen  Tesserahsy.stemes. 

Ehen  so,  wie  für  die  geneigtflächigen,  lässt  sich 
auch  lur  die  parallelflächig -semitesseralen  Gestalten 
folgendes  trianguläre  Schema  geltend  machen: 

0 1 


Aus  diesem  Schema  folgen  nicht  nur  die  verschie-  | 
denen  Uehergänge  und  Verwandtschaften  des  Dyakis-  ' 
dodekaeders  und  Pentagondodekaeders  mit  den  übri-  > 
gen  Gestalten,  sondern  man  ersieht  auch  aus  diesen  * 


I 
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Uebergängen,  dass  die  fünf  holoedrischen  Gestalten 
des  Schemas  nur  als  die  Griinzgestalten  der  beiden 
heiniö<lrischen  zu  betrachten,  und  als  solche,  mithin  als 

pavallelfiächig-hemifcdrische  Gestalten  zu  deuten  sind, 

sobald  sie  an  den  Combinationen  des  Pentagondode- 
kaeders und  Dyakisdodekaeders  wirklich  Antheil  neh- 
men. 


Drittes  C ap  i t e l. 

Berechnung  des  Tesseralsystemes. 

§.  113. 

Allgemeine  Bemerkung. 

Bei  der  Berechnung  der  Gestalten  des  Tesseral- 
systeines  kann  man  sich  vorzii'flich  folgende  Probleme 
stellen: 

1.  Die  Grösse  der  Zwischenaxen, 

II.  Die  Grösse  der  Flächennormale, 

. III.  Die  Grösse  der  Kantenlinien, 

IV.  Das  A'olumen, 

V.  Die  Oberfläche, 

VI.  Die  Flächemvinkel , und 

VlI.  Die  Kantenw'inkel 

der  verschiedenen  Gestalten  zu  finden. 

Vl'ie  es  nun  bei  allen  analytischen  Rechnungen 
Regel  ist,  jedes  Problem  in  seiner  grössten  Allge- 
meinheit aufzufassen,  so  werden  wir  auch  bei  der 
Berechnung  des  Tesseralsystemes  zunächst  auf  dier 
jenige  Gestalt  Rücksicht  zu  nehmen  haben,  deren 
Verhältnisse  die  allgemeinsten  sind,  so  dass  sich  ihr 
die  übrigen  Gestalten  gleichsam  nur  wie  besondere 
Fälle  unterordnen.  Diese  Gestalt  ist  aber  keine  an- 
als  das  Hexakisoktaeder,  der  Repräsentant  des 
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ganzen  Systemes,  mit  dessen  Eigenschaften  eben  so 
die  Eigenschaften  aller  übrigen  Gestalten,  wie  nü‘ 
seinem  Zeichen  mOn  die  Zeichen  derselben  gegeben 
sind.  Nur  Averden  wir  die  dreierlei  ErscheinungsAvei- 
sen  des  Ilexakisoklaeders,  als  holoedrische,  als  gC" 
neigtflächig-  und  parallelflächig- hemiedrische  Gestalt, 
oder  als  llexakisoktaeder,  als  Ilexakistetraeder  und 
Dyakisdodekaeder  besonders  ins  Auge  zu  fassen , und 
demCalcül  zu  unterAverfen  haben;  Avie  es  denn  in  je- 
der seiner  ErscheinungsAveisen  als  der  Repräsentant 
der  gleichnamigen  Gruppe  von  Gestalten  zu  betrach- 
ten ist. 


1)  Berechnung  der  holoedrischen  Gestalten. 


§.  114. 

Bei’echntuig  des  Hexakisoktaeders  tnOn.  Zwischenaxen. 
Aufgabe.  Die  Grössen  der  ZAvischenaxen 
im  llexakisoktaeder  mOit  zu  bestimmen. 
Die  Gleichung  einer  in  den  Getauten  der  positi- 
ven Halbaxen  fallenden  Fläche  F des  Hexakisoktae- 
ders  ist 


y 


+ -1-  + 2 


X 

m n 

Diese^  Fläche  kommt  zum  Durchschnitt  mit  der 
trigonalen  Halbaxe  des.selben  Octanten;  aus  der  Com- 
bination  der  vorstehenden  Gleichung  von  F mit  den 
aus  §.  99  bekannten  Gleichungen  dieser  Zivischen- 
axe  folgt  für  den  Dnrchschnittspunct  Avie  a.  a.  O 
^ ^ mn 

mn  y-  m y.  n 

und  daher  die  Centraldistanz  dieses  Punctes,  oder  die 
gesuchte  Länge  T der  trigonalen  Halbaxe 

rp mn  j/  3 

mn  + m + n 

Weil  die  rhombische  Zwischenaxe  z.  B.  des  Haupt' 
Schnittes  {yz)  mit  der  gleichnamigen  Intersection  det 


1 
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Fläche  F zum  Durchschnitte  kommt,  und  die  Glei- 
chung dieser  Intersection 

+ z = 1 
u 

ist,  so  folgt  aus  der  Comhinatlon  dieser  Gleichung 
und  jener  der  Axe  für  den  Durchschnittspunct: 

n 

und  daher  die  Centraldistanz  desselben  oder  die  ge- 
suchte Länge  R der  rhombischen  Zwischenaxe 

R = 

Da  nun  in  der  Grundgestalt  »j  = w =;  1 , *o 
^’ird  für  sie: 


T=  R = y/i 

Nehmen  wir  diese  Werthe  als  die  Grundwerthe  bei- 
^ der  Halbaxen  an,  so  können  wir  die  ihnen  in  den 
übrigen  Gestalten  zukommenden  Werthe  als  Multipla 
der  Grundwerthe  ausdrücken,  und  die  entsprechenden 
Coefficienten  t und  r W'erden 


3mn. 

mn  4-  »i  -k  » 


n + i 


§.  115. 

Fortsetzung ; Fläcliennormale. 

A.ufgahe,  Die  Richtung  und  Grösse  der 
Normale  aus  dem  Mittelpuncte  auf  eine 
Fläche  jFvon  j/iOn  zu  finden. 

Es  seyen  die  fingirten  Gleichungen  der  Normale 


a 


= 0 


- f 

so  folgt  aus  der  Bedingung  ihrer  Rechtwinkligkeit  auf 
die  Flächte  deren  Gleichung  aus  dem  vorigen  §.  be- 
*unnt  ist: 
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a-.  ß ~ n ~ m 

y •.  S = m •.  — 1 

und  sind  daher  die  wirklichen  Gleichungen 

_ JL  _ n ^ 
w m m ^ ^ 

durch  welche  die  Richtung  der  Normale  gefunden  ist. 

Aus  der  Coinbination  dieser  Gleichungen  mit  je- 
ner von  F folgt  für  die  Coordinaten  des  Durchschnitts- 
punctes 

mti' 


^ m^n'^  -f- 

y = mV  z = m/iV 


= nP 


und  daher  die  Centraldistanz  dieses  Puncte»  oder  die 
gesuchte  Grösse  JV  der  Normale 

mn 


+ i)  -f  » ■' 


A u f g ab  e 


§.  116. 

Fortsetzung;  Kantenlhiien, 

linien  des  Hexakzsoktaeders  »lOn  zu  fin- 
den. 

Die  drei  Eckpuncte  einer  Fläche  von  mOn  sind 
folgende : 

1)  ein  Pol  der  Hauptaxe,  für  welchen 

X ==  0 jr  = o z = ± 

2)  ein  Pol  der  rhombischen  Zwischenaxe,  für  welchen 

n 


X 


0 


y 


W : + 1 ‘ 

3)  ein  Pol  der  “trigonalen  Zwischenaxe,  für  welchen 

X = y = z = — 

nm  + -f-  » 

Die  längste  Kante  A Hegt  zwischen  dem  ersten 
und  dritten,  die  mittlere  Kante  B zwischen  dem  er- 
sten und  zweiten,  die  kürzeste  Kante  C zwischen 
dem  zweiten  und  dritten  dieser  Puncte.  Setzt  man 
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»ilso  in  den  allgemeinen  Ausdruck  für  die  Distanzlinie 
zweier  Puncte  (§.  14.)  die  Coordinaten  der  Endpuncte 
'^on  A,  B und  C,  so  folgt 

+ (w  -j- 

mu  OT  « 


B = 
C = 


V't?  + 1 

n + 1 

»,)/»»-(«,  + 1)^  + 

{mn  + m n)  (»  + 1 


§.  117. 

Fortsetzung;  Volumen. 

^''fgalic.  Das  Volumen  E des  Hexakisok- 
taeders  mOti  zu  finden. 

Dexakisoktaeder  besieht  aus  48  dreiseitigen 
ementaipjramiden,  deren  jede  eine  seiner  Flächen 
zur  rundfläche  und  die  Normale  N zur  Hohe  hat. 

' re  also  das  Volumen  einer  solchen  Pyramide  be- 
gannt, so  würde  das  48Fache  desselben  das  gesuchte 
Volumen  von  mOn  seyn.  könnten  wir  allerdings 

aiis  den  bereits  gefundenen  Seiten  A,  B nnd  C ieder 
Fläche  F den  Inhnlt  A ii  . Ji^aer 

gefundenen  Tb  , flerselben,  und  mittels  des 

fallend^  Hauptschnitt 

® Flache  der  Elementarpyramide  als  ihre  Grund- 

folglich  eine  der  Coordinaten  des  Poles 
rigona  en  Zwischenaxe  als  ihre  Höhe  betrach- 
te zwei  aus  dem  Mittelpuncte  anslaufenden 

Seiten  dieser  Grundfläche  sind  1 und  der  von 

•1  . » -j-  1 

hnen  eingeschlossene  Winkel  ist  45%  folglich  der 
Inhalt  der  Grundfläche  selbst 


2 (fl  -|-  1) 
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die  Coordinate  des  Poles  einer  trigonalen  Zwische*'' 
axe,  oder  die  Höhe  der  Pyramide  ist  aber 

mn 

mn  + m -1-  » 

folglich  das  Volumen  v der  Elementarpyramide 

» = 

6 (/«/«  m -f-  n)  («  1)  ■, 

und  das  Volumen  V des  Hexakisoktaeders 

V=  48v  = ^ 

(mn  4-  m + «)  («  _j_  i) 

Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  den  oben  ffefun- 
denen  Coefficienten  ^ und  r,  so  sieht  man,  das^  ' 

§.  118. 

Fortsetzung;  Oberfläche. 

Aufgabe.  Die  Oberfläche  S des  Hexakis- 
Oktaeders  rnOn  zu  finden. 

Aus  dem  Inhalte  a der  Elementarpyramide  lässi 
Sich  mm  leicht  der  Flächeninhalt  A ihrer  nach  aus- 
sen gekehrten  Fläche,  d.  h.  einer  Fläche  des  Ilexa- 
kisoktaeders  finden.  Es  ist  nämlich 
i NA  = v 

und  folglich 

Siibstituirt  man  die  Werthe  von  N und  e,  so  fin- 
det sich  • ’ 

A = + i)  + ?t" 

2 (mn  + »1  4-  w)  (»  4- 1) 

und  daher  48  A oder  die  Oberfläche  S des  Hexald«' 
Oktaeders 

(mn  4-  »»  4-  w)  (m  4"  1) 

oder  auch  S = 

N 
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§.  119. 

Fortsetemig;  FläcUenwmkeL 

Aufgabe.  DieFIächen\v:r.i„ij  n 

8 ‘““'Vinkel  des  Hexakis- 

oktaeders  m^ii  zu  finden. 

Da  im  Allgemeinen  der  Sinus  jedes  Winkels  ei- 
nes Ureiecks  dadurch  gefunden  wird,  dass  man  den 
doppelten  Flächeninhalt  desselben  mit  den  beiden 
Seiten  dieses  Winkels  dividirt,  so  folgt,  wenn  die 
Winkel  ihren  respectiven  Gegenseiten  A,  B und  C 
analog  mit  a,  b und  c bezeichnet  werden, 

2A 


stn  a = 


sin  h 


sin  c 


BC 

2A 

AC 

2A 

AB 


Substituirt  man  für  ^ B C .„„t  a -i  i 

ruaao™  W„,Ke. 

der  bekannten  Formel  für  rlo«  r*  • ’ “““1* 

Winkels  zweier  Linien  im  Raume'''auTd?e 

die  im  Gebrauche  bo  ° Tangenten,  als 

Werthe:  l^equemsten  Ausdrücke,  folgende 


tan 


«(«— !)■ 


tangb  z=  {n^^  + j)  _j_ 

n {ti  {m>-  — ?/f  -p  1)  4.  (*»  -f  i)J 

tang  c = iü/^5l±i)+^ 

+ 1)  ^,1 

§■  120, 

Fortsetzung;  Kanteiwlnkel. 

ti.- 
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Wir  lassen  den  Kanten  die  bereits  für  sic  ge- 
brauchte Bezeichnung,  nnd  setzen  wiederum  die  Gleh 
chung  der  einen  Fläche  F 

^ I y j 

- + - + z = 1 
Gleichungen  der  drei  Flächen  F',  f 

r rn  ’ Ti  ® der  ir’ die  drei  Kanten  B und 
C bilden , folgende  : 

^ . y 


für  F', 
für  F\ 


4~  A. 

» ^ t/i 


+ " + ^ = 1 


für  F"', 


+ 2/  + 


cos  A 


.T 

-tn 
X 
m 

' -r  t :r 

mn  {//in  + o) 
tn'[n^  -j-  -j_  ;^2 

cosB  = — OT-fa-  -ft)  — n- 

-f-  3)  -|-  71^ 

cosCi=  ~ - »!'-»»-+?<) 

t/t  - (m  ' -{-  ij  -j-  /t  / 

Gleichhe»  .„ci„  ,Ii.„r  Winkel  kann  mSsHel.ere.eiae 

n„r  für  ^ unj  C Slal.  «„den,  „eil  für  ß 

B~C  irrationale  Werthe  von  m n i • ’ " ^ 

..  , . ’/eitne  lon  iw  oder  n eintrete« 

mussten.  Die  dem  Falle  4 r-  e i . 

„ , • , Az=C  entsprechende  Be- 

dingungsgleichung  für  „„d  » ist 


2 m 


X 

weshalb  von  den  bekannten  Varietäten  -tiO’* 

X°t Cgleiek 
Aachst  den  Kantenwinkein  sind  noch  besonder« 

ander  gegenüberliegende  Flächen  eines  und  desselbei' 
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desselben  rhoinbi- 

Winkpl  .*1*™,*.**”'  ®®2eichnen  wir  den  ersteren 
V^inkel  „nt  T,  den  anderen  „üt  U,  so  wird 

cosT=  ~ — 

cosU  = 

Für  dJp  k 
Werthe  d^** 

„ ..  Bf  Cosinus,  wenn  man  der  Kürze  wegen  die 
+ 1)  + |/2  mit  31  bezeichnet : 

eosl^ 


cos 


cos^C 

Avorans  die  Proportion 

f^lgb  Endlich  findet  man 

tcing 

tang^B 
langte 
tätig  \T 
tung^U 


31 
n j/2 

m.  {n  — 1) 


■1) 


m {n  -I-  1) 


1)"  + 2?i^ 

§■  121. 

Berechnung  der 

Während  die  in  den  v„  i k . 

'»nfcnen  Formeln  Er  „0?  "'S' 

10 
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die  übrigen  Gestalten,  in  welchen  für  m und  n 
Gränzwerthe  1 oder  co,  oder  auch  das  Verhältnis* 
der  Gleichheit  eintreten. 

Man  setze  zuvörderst  in  den  für  mOn  berechne- 
ten Formeln  n — m,  so  verwandeln  sie  sich  in  die- 
jenigen Ausdrücke,  welche  für  das  Ikosaeder  gelten I 
es  werden  nämlich: 

I.  Coefficienten  der  Zwischenaxen : 

3»t  2m 

t = — f = 

m 2 m X 

11.  Flächennormale: 

iv=— 

Vm^  + 2 

in.  Kantenlinien: 


i/2_f/m^_+2 


diese  Linie  ist  jetzt  kein® 


m + 2 

Kantenlinie  mehr,  wie  der  untenstehende  Werth 
von  cos A zeigt,  sondern  die  symmetrische  Dia- 
gonale derDeltoide;  die  gleichschenklige  Diago- 
nale wird  also  = der  rhombischen  Zwi- 

/»  -J-  1 

schenaxe,  und  die  symmetrische  Diagonale  ist 
> = «<  als  die  gleichschenklige , je  nachdem 
»»<  = >|/2. 


B = 


?«  + i 


m Vm^  + 2m-\-  3 

(»*  + 2)  {m  + 1) 

da  B nothwendig  immer  > C,  so  folgt,  dass  di« 
Kanten  der  tetragonalen  Ecke  immer  die  läng«' 
ren  sind. 

IV.  Volumen: 


V = 

V.  Oberfläche: 


8 »I* 

(m  + 2)  (m  + 1) 


24«  + 2 

(«  + 2)(m+l) 
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Flächenwinkel: 


lang  a 


_ {m  + 1)  j/^2  _|_  2 


lang  b und  faMff  2Ä = {m  -f-  2)  j4ä  “ +2 

«««^  c = - .^-z^nnd  tewg-  2c  ]/m^  + 2 

F»r'4-2  r 

Weil  nämlich  je  ZAvei  in  einer  längsten  Kante 
zusanimenstossende  Flächen  von  niOa  jetzt  in 
eine  Ebene  fallen,  so  bilden  auch  26  und  2c, 
jene  den  stumpfen,  diese  den  spitzen  Winkel 
an  der  symmetrischen  Diagonale.  Die  Winkel 
« und  2 c sind  natürlich  immer  <90°;  sie  wer- 
den gleich.  Wenn  »j  = l -|_  ^2,  und  überhaupt 

AU  •i'  ■■“Wem,„<  = >l+  ^2. 

cosA  . 1,  die  Kante  A verschwindet  also. 

.2  ß 


cosB  = 


+ 1 


cosC  = — ?^Jbi 
^ -h  2 

Wiederum  w ird  B = C,  wenn  = l + ^3  und 

überhaupt  ist  Winkel  £>=<:  Witkel  ’r 
nachdem  1«  > = <;  p ..j.  ^ ^ Winkel  C,  je 

§•  122. 

Berechnung  der  Triakisoktaeder  mO. 

^ ^ . setze  in  den  für  »lO/i  berechneten  Formeln 
®0,  w-ie7olgt  ^ analogen  Ausdrücke  für 

I-  Coefficienten  der  Zitischenaxen : 


2 m -j-  p ’ 

Fldchennormale : 


■ = 1 
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III.  Kantenlinien : 

A 


+ 2m  + 1 
2/?^  1 

2B  = y/2 


+ 1 


diese  Linie  ist  jet** 


(2?Ä  + 1)  j/2’ 

keine  Kantenlinie  mehr,  sondern  nur  die  Hö' 
henlinie  der  Flächen  des  Triakisoktaeders,  wie 
diess  auch  aus  dem  untenstehenden  Werthe  von 
cosC  folgt. 


IV.  Volumen: 


V.  Oberfläche: 


V = 


4m 


S 


2 m + 1 
12 /2m 


+ 1 


2m  + 1 

VI.  Flächenwinkel: 

ta7iga  = oo,  also  a = 90°. 


tang  b = u.  tang  26= —S2l!L^  ^ ) /2»i 

/2m^+l  771  (m  + 2) 


laTig  c = 


/2m^  4-  1 


2771  + 1 

Weil  nämlich  je  zwei  in  einer  kürzesten  Kante 
C zusammenstossende  Flächen  von  »*0»  in  eine 
Ebene  fallen,  so  wird  der  stumpfe  Scheitehvim 
kel  der  Flächen  von  mO  durch  zwei  Winkel  i 

gebildet. 

VII.  Kantenwinkel: 


. 7/1 

cosA  = — TV 


i + 2) 


cos  B = - 


2m^  + 1 

2m^  — l B 

-2i,i^l’*ang-^  = m/2 
cos  C=  — 1 , also  verschwindet  diese  Kante. 
Uebrigens  kann  niemals  A = B werden,  w'ci' 
für  diese  Gleichheit  der  irrationale  Werth  m 
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^ gefordert  würde ; wie  denn  überhaupt 

j®  nachdem  = + j/2ist. 


, §•  123. 

Berechnung  der  Tetrakishexaeder  ooO». 

Setzt  man  in  den  Formeln  für  das  Hexakisoktae- 
er  »t  = oo , so  erhält  man  die  zur  Berechnung  des 
1 etrakishexaeders  dienlichen  Ausdrücke  wie  folgt: 

I-  Coefficienten  der  Zwischenaxen : 

3 m 2n 


t = : 

m + 1’ 

Flächennormale  : 

N = 

ill.  Kantenlinien: 

A __ 


W -f"  1 


+ 1 


+ 1 


w + 1 
p F m*  + 1 

n ->f-  X ’ Linie  ist  jetzt  keine 

KantenUnie,  sondern  die  Höhenlinie  der  Flächen 
von  ooOä. 

2 M j 

M 1’  ^ nämlich  je  zwei  in  einer  mitt- 
leren Kante  von  wjOm  zusammenstossende  Flä- 
chen in  eine  Ebene  fallen,  so  bilden  nun  zwei 

e imna  s kürzesten  Kanten  die  längere  Kante 
von  cx;Om.  : 

IV.  Volumen: 

jr 8m* 

V.  Oberfläche:  ^ 

55  _ ^M  V + 1 


(«  + 1)'^ 

VI.  Flächen  Winkel: 

tan,ga  = oo,  also  2«t  = igO“ 
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, Vn^  + 1 


lang  c = - 


n 

n 


und  lang  2c  = 2n^ n'^  + 1 


es  contribiiiren,  nämlich  zwei  ebene  Winkel  ^ 
zur  Darstellung  des  stumpfen  Winkels  der  Flä- 
chen von  ooO». 
yil.  Kantenw'inkel: 


cos  A = — 
cos  B = — 
cos  C — — 


n 


' + 1 

, also  verschwindet  diese  Kante. 


2» 


^ C «4-1 

+T’'“"T  = J^ 

Aus  diesen  Werthen  folgt,  dass  A=C,  wenn 
« =:  2,  so  dass  oc02  die  einzige  Varietät  ist, 
in  welcher  beide  Kanten  gleichgross  sind. 


§.  124. 

Berechnung  des  Rhombcndodekai-ders  ocO. 

Die  Ausdrücke  für  das  Rlioinbendodekaeder  fin- 
den sich  aus  jenen  für  das  Tetrakishexaeder,  indem 
man  « = 1 setzt,  wie  folgt: 

I.  Coefficipnten  der  Zwischenaxen : 

t = 4;  r = 1 
II.  Flächennorinale : 

UI.  Kantenlinien : 

A ==  ^|/3 

2B  = j/2  und  2(7=  1;  die  beiden  Kanten 
B und  C sind  nicht  mehr  vorhanden;  die  ihnen 
entsprechenden  Kantenlinien  bilden  die  halben 
Diagonalen  der  Flächen  des  Dodekaeders. 

JV.  Volumen; 

V = 2 

V.  Oberfläche  ; 

S ==  6 j/2  = }/72 
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VI.  Flächenwinkel : 

tanga  = oo,  also  o = 90* 
tangb  = y 2,  und  tang  2h  = — 
tauge  = j/J-,  und  lang  2c  — j/S 
Indem  je  vier  Flächen  eines  rhombischen  Eckes 
von  mOn  in  eine  Fläche  fallen,  bilden  zwei 
Winkel  c den  spitzen,  und  zwei  Winkel  6 den 
stumpfen  Winkel  der  Flächen  von  <>^0 

VII.  Kantenwinkel ; 

eos ^ — 4 , daher  A = 120*  und  lang = 

cos  B — cosC=  — 1 ; je  vier  um  ein  rhombisches 
Eck  von  mOn  versammelte  Flächen  fallen  also 
in  eine  einzige  Ebene. 

§.  125. 

Berechnung  des  Oktaeders  O. 

Die  Ausdrücke  für  O finden  sich  aus  jenen  für 
mOm  oder  ?/iO,  indem  man  ?»  = 1 setzt,  wie  folgt: 

I.  Coefficienten  der  Zwischenaxen : 

i = 1 , r = 1 

II.  Flächennormale : 

iV  = 

III.  Kantenlinien : 

= /tj  2B  = |/2,  C = j/-^;  die  KantenlK 
nien  des  Oktaeders  sind  nämlich  =:2£;  A-^-C 
ist  die  Höhenlinie  der  Flächen. 
rV.  Volumen: 

17  _ 4 

^ — i: 

V.  Oberfläche : 

S = )/48 

VI.  Flächenwinkel: 

iang a = oc-,  tangb  ==  ys-,  diese  beiden  Winkel 
erscheinen  nicht  mehr  unmittelbar ; die  Flächen- 
winkel sind  = 2c,  und  tang 2c  ==  j/3,  weil 
tangc  = j/4. 
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VII,  Kantenwinkel: 

cosA  = cosC— — 1;  also  fallen  je  sechs  Fl®' 
eben  eines  ditrigonalen  Eckes  von  »iO/j  in  ein® 
Ebene. 

cosB=—i,  alsoß=109“  28' 16",  und  tangj=^  f/^ 
§.  126. 

^ Berechnung  des  Hexaeders  ooOoc. 

Die  Ausdrücke  für  ooOoo  finden  sich  aus  jene» 
für  «jO/ä  oderooOw,  indem  man  m oder  n=oo  setzt» 
wie  folgt: 

I.  Coefficienten  der  Zwischenaxen : 

^ = 3,  r = 2 

II.  Flächennormale: 

N = 1 

III.  Kantenlinien : 

^A  = 2 (/2  = |/8,  die  Flächendiagonalen 
2 ß = 2 C = 2 die  Kantenlinien. 

IV.  Volumen: 

8 

V.  Oberfläche: 

S = 2i 

V I.  Flächenwinke] : 

tanga  = c>c;  tätig h = tang die  Flächen' 
vvinkel  sind  =:  2Ä  = 90%  weil  lang  2h  = 
VII,  Kantenw'inkel : 

cos  A = cos  B = — 1;  also  fallen  je  achtFlÜ' 
chen  eines  ditetragonalen  Eckes  von  tnOn 
eine  Ebene. 

cosC  = 0,  also  C =:  90°,  und  tang  ~'=i- 
§•  127. 

VVerthe  von  t und  r in  den  wichtigsten  der  bekannten  Gestalten- 

Da  die  Kenntniss  der  Kantenwinkel  und  der  Co^f' 
ficienten  der  Zwischenaxen  in  praxi  von  ganz  beso"' 
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(lerer  Wichtigkeit  ist,  so  schien  es  mir  zweckmässig, 
ln  diesem  und  dem  folgenden  §.  die  berechneten  Wer- 
the  derselben  für  die  wichtigsten  Varietäten  der  Ge- 
stalten in  ihrer  holoedrischen  Erscheinungsweise  mit- 
zutheilen  *). 

Coefßcienten  der  Zwischenaxen. 


*)  Unter  den  HexaklsoktaSdern  habe  ich  hypothetisch  204 
aufgeführt,  da  es  wohl  möglich  ist,  dass  die  von  Phillips  am 
“haltkies  beobachtete  Varietät  diese  und  nicht  VOtt  sey. 
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§.  128. 

Kantenwinkel  der  wichtigsten  Gestalten  in  ihrer  holoedrischen 
Krscheinungs weise  *), 

Gestalt.  CQg.^^1  cos g|co8C|  Winkel  A \ Winkel  B Winkel 


40 

20 

30 


ocO 


2031 

^O^ 

301 

Ü()]-L 

402 
50  3- 
70} 
804 


8 
"W 
i 5 


7 


202 

S04 

303 

404 

608 

12012 

40040 


■3  7 0 
3 9 5 


1 .17 

TTs 

1 9 

2 i 

33 


2 0 
3_7  9 
3 9 5 


oc04 

oc02 

oc03 

ccOj 

oo04 


ooOc» 


49 

63 


8 

tr 

36 
3 8 
1 44 
146 


U00°28'l(i' 


162°39'30"  129“3l'ltr 
152  44  2 jl41  3 27 
142  8 köS  28  29 


120^  0'  0": 


164''54'35" 
163  38  11 
158  12  48 
166  57  18  , 
162  14  50  I 
152  20  22  ! 
158  46  49  I 
170  14  0 


136°23'50" 
138  45  18 
|148  59  50 
152  6 47 
154  47  28 
160  32  13 

165  2 20 

166  10  17 


164°54'35 
163  38  ll 
158  12  48 
140  9 7 
144  2 58 
152  20  22 
136  47  15 
118  3419 


121°57'56",160°15'  0'^ 
13148  37  1146  26  34 
1.34  2 13  . 
129  31  16  ; 


141  18  19 
144  54  12 
152  44  2 
161  19  42 
170  30  20 
177  813 


120  0 0 
110  0 19 
99  51  34 
92  53  53 


127°34'19" 
133  48  47 
t43  7 48 
154  9 29 
157  35  50 
160  15  0 


leT^ig'!!' 
157  22  48 
143  7 48 
126  52  12 
121  53  27 
118  4 21 


90“  0'  0 


§.  129. 


Berechnung  von  mO,  ooOn  und  in  Bezug  auf  ihre  ein' 

geschriebenen  Gestalten. 

Das  Triakisoktaeder  mO  lässt  sich  als  ein 


*)  Da  die  Cosinus  sämmtlich  negativ  sind,  so  ist  zur  Ersp»' 
rutig  des  Raumes  das  Zeichen  — weggelassen  worden. 
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^'lidentragendes  Oktaeder,  das  Tetrakishexaeder  ocO» 

äls  ein  pjraiiiidentragendes  Hexaeder,  und  jedes  Hexa- 

kisoktaeder  von  der  Form  als  ein  pyrami- 

deiitragendes  llhombendodekaüder  betrachten.  Es  ist 
in  mehrfacher  Hinsicht  der  Mühe  werth , die  Verhält- 
nisse dieser  Gestalten  zu  ihren  eingeschriebenen  Ge- 
stalten keimen  zu  lernen,  mit  welchen  sie  in  ihrem 
Totalhahitiis  so  auffallend  iihereinstiinmen.  Besomlers 
Wichtig  aber  sind  die  drei  Fragen  nach  der  Höhe, 
^nch  der  Grundkante  und  nach  dem  Volumen 
‘einfachen  Pjraiuiden,  welche  wir  uns  auf  die  Fl ä- 
en  der  eingeschriebenen  Gestalt  aufgesetzt  denken 
^dssen,  um  den  entsprechenden  24Flächner  oder  48- 
ächner  zu  erhalten.  AVir  wollen  daher  die  Antwor- 
ten auf  diese  Fragen  für  die  drei  erwähnten  Gestalten 
aufsuchen. 

1)  Triakisoktaeder  mO. 

Die  Höhe  h der  auf  das  eingeschriebene  Oktae- 
^r  aufgesetzten  einfachen  Pyramiden  ist  offenbar  die 
Ditferenz  der  halben  trigonalen  Zwischenaxen  von 
mO  und  O , also 

n ••  1 

Druckt  man  aber  diese  Höhe  als  Multiplum  der  tri- 
gonalen Zwtschenaxe  des  Oktaeders  aus,  so  wird  der 
entsprechende  Coefficient 


m — 1 

a die  Höhenlinien  jeder  Oktaederfläche  durch 
le  trigonale  Zwischenaxe  in  zwei  Theile  getlieilt 
werden,  von  welchen  der  kleinere  = j/^  (§.  125,  HI.) 
so  wird  für  den  Kautenwinkel  t an  der  Grundfläche 
jeder  aufgesetzten  Pyramide 


tangi  = 
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Das  Volumen  rp  der  Pyramide  ist  endlich  das 
duct  aus  der  Oktaederfläche  in  den  dritten  Theil 
Ä,  folglich 

s m — 1 , 

^ 6 (2»t  + 1) 

2)  Das  Tetrakishexaeder  ocO«. 

Die  Höhe  h der  auf  die  Flächen  des  eingeschri*' 
benen  Hexaeders  gesetzten  einfachen  Pyramiden  i** 
die  Differenz  der  halben  Hanptaxen  von  ooOä  und  vo’’ 
dem  demselben  eingeschriebenen  Hexaeder.  Nun  ist  di* 
halbe  Hauptaxe  von  ooO«  jedenfalls  = 1;  die  halb' 
Ilauptaxe  des  eingeschriebenen  Hexaeders  aber  ^ 

7t 

— also  wird  die  gesuchte  Höhe 

Wollen  wir  daher  aus  dem  Hexaeder  die  Gestalt  ccö^ 
ableiten,  indem  wir  seine  Hauptaxen  vergrössern,  s*' 

beträgt  die  nöthige  Vergrösserung  genau  -i-  der  HexaÜ' 

7t 

deraxen. 

Hieraus  folgt  sogleich  für  den  Kantenwinkel  ' 
an  der  Grundfläche  der  Pyramide 

n 

Das  Volumen  endlich  ist  das  Product  aus  dei>' 
dritten  Theile  der  Höhe  in  die  Grundfläche,  welch' 
letztere  die  Oberfläche  des  eingeschriebenen  Hexa^' 
ders  ist;  also  wird 


ians:  e = 


3)  Das  Hexakisoktaeder  »jO- 


7» 


m , n 
— i-oder — 

1 n— 1 


0"' 


Die  Höhe  h der  auf  jede  Fläche  des  eingescbri® 
benen  Rhombendodekaeders  gesetzten  einfachen 
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*‘amide  ist  offenbar  die  Differenz  der  halben  rhombi- 
schen Zwischenaxen  beider  Gestalten;  also 


Ä = 


fl  — 1 


(«■  -1-  1)  j/2 

und  drückt  inan  diese  Höhe  als  Multipluni  der  Zwi- 
scbenaxe  von  ccO  aus,  so  wird  der  entsprechende 

Coefficient 

. n — 1 , 1 

n + i 2m — 1 

Da  ferner  das  Perpendikel  aus  dem  Mittelpuncte 
jeder  Dodekaederfiäche  auf  eine  der  Seiten  = j/v?  so 
^ird  die  Tangente  des  Kantenwinkels  e an  der  Grund- 
ache  der  aufgesetzten  Pyramide 

tauge  = oder  :=  ^ 

M+1  2m  — 1 

Endlich  ist  das  \olumen  gleich  dem  Prodiicte 
aus  dem  Flächeninhalt  der  Dodekaederfläche  in  den 
dritten  Theil  ven  h,  also 

1 1 


9 


6 («  + 1)  6(2?«  — 1) 


2)  Berechnung  der  geneigtßäcliig . heiniedrischen  Gestalten. 

§.  130. 

Berechnung  des  Hexakistetraeders  Zwischenaxen. 

Das  Hexäkistetraeder , als  der  allgemeine  Reprä- 
sentant aller  geneigtflächig -semitesseralen  Gestalten, 
ist  allen  Berechnungen  derselben  zu  Grunde  zu  le- 
gen.  Die  Hauptaxen  und  rhombischen  Zwischenaxen 
er  eiden  keine  Veränderung;  allein  die  trigonalen 
wischenaxen  zerfallen  in  sämmtlichen  geneigtflächig- 
semitesseralen  Gestalten  in  zwei  nngleichwerthige 
Hälften,  indem  die  eine  Halbaxe  die  nrspriingliche 
rosse  nie  in  der  holoedrischen  Muttergestalt  be- 
^uptet,  während  die  andre  einen  grösseren,  von  der 
«igtösserung  der  abwefchselnden  Flächensysterae  ab- 
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hängigen  Werth  erhält.  Wir  nennen  jene  die  holoe- 
drische,  die.sc  die  hetniedrische  trigonale  Haihaxe. 
Aufgabe.  Die  Grösse  der  h e ni  i e d r i s c h e n 
trigonalen  Halbaxe  im  Hexakistetraeder 


mOu 


zu  finden. 


Man  braucht  zu  dem  Ende  nur  die  Gleichung  ei- 
ner Fläche  F'  des  Ilexakistefraeders  mit  den  Glei- 
chungen der  im  A'ebenoctanten  gelegenen  trigonalen 
Halbaxe  zu  comhiniren.  Es  ist  aber  die  Gleichung 
von  F'  ■ ’ 


+ f + z = 1 


wie  oben 
X 

m ■ n 

und  es  sind  die  Gleichungen  der  erwähnten  Halbaxe 
y ~ z = 0 
X y-  z — Q 
X + y = 0 

Aus  ihrer  Combinatiou  resultiren  die  Coordina- 
ten  des  Durchschnittspunctes,  wie  in  §.  107 

mn 

^ “ mn  -|-  m — n 

und  daher  die  gesuchte  Grösse  T der  hemiedrischen 
Halbaxe 

mn  + m — n 

Will  man  T'  als  Multiplum  von  /i,  als  der  tri- 
gonalen Halbaxe  des  Oktaeders  ausdriicken,  so  wird 
der  -Coefficient  t der  Vervielfachung 

^ __  3 mn 

nm  -j-  m — n 

§.  131- 

Fortsetzung ; Kantenlinien. 

Aufgabe.  Die  Grösse  der  Kantenlinien  des 
Hexakistetraöders  zu  finden. 

Die  längsten  Kanten  A des  HexakisoktaederS 
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bilden  in  unveränderter  Länge  die  kürzesten  Kanten 
Hexakistetraeders,  während  sich  die  kürzesten 
Kanten  C der  Muttergestalt  zu  den  längsten  Kanten 
der  abgeleiteten  Gestalt  ausgedehnt,  ihre  mittleren 
Kanten  ß aber  gänzlich  verloren  haben.  Statt  ihrer 
sind  eine  neue  Art  von  mittleren  Kanten  zum  Vor- 
scheine  gekonunen,  welche  man  auch  füglich  die  cha- 
'■^kteris tischen  Kanten  dieser  semitesseralen  Ge- 
stalt  nennen  kann.  Bezeichnen  wir  die  kürzesten, 
mittleren  und  längsten  Kanten  des  Hexakistetraeders 
mit  ß'  und  und  combiniren  wir  für  die  bei- 
*^^*1  letzteren  die  Coordinaten  ihrer  respectiven  End- 
pnucte  nach  der  bekannten  Formel  für  die  Distanz- 
mie  zweier  Puncte,  so  folgt 

_ V 2 fl'  + (m  + ny  _ ^ 

mu  + «i  + n 

B'  _ — . 

mu  + m — n 

2 mn  ]/  m'‘  (w  + 1)^  4~  i 

(jnu  y- mp — 

§.  132. 

Fortsetzung;  Volumen. 

Aufgabe.  Das  Volumen  V des  Hexakiste- 
traeders zu  finden. 

Das  Hexakisjetraiider  besteht,  aus  2i  dreiseiti- 
Sen  Elementarpyraniiden,  deren  jede  eine  der  Flä- 
®ben  Jf'  zur  Grundfläche,  und  die  Flächganormale  N 
Höhe  hat.  AVir  können  uns  aber  auch , dieselbe 
ycamide  aus  zwei  Theilpyramiden  .zu.sarameugesetzt 
®*tken,  wenn  wir  durch  die  zu  ihr  gehörige  Hauptr 
die  Ebene  des  Hauptschnittes  legen.  Betrachten 
dann  den  innerhalb  der  Elementarpyramide  fal| 
®ttden  Theil  des  Hauptschnittes  als  die  geineinschaft- 
®be  Grundfläche  beider  Theilpyramiden , so  ist  die 
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eine  derselben  identisch  mit  der  bereits  berechnete*' 
Elementarpyramide  des  Hexakisoktaeders  mOn, 
andre  eine  Pyramide,  deren  Grundfläche  dieselbe/ 

~ 2~(«.+ i)’  eine  der  Coord*' 

naten  des  Poles  der  hemiedrischen  trigonale» 
Halbaxe,  also: 

mn 

mn  -j-  ni  — n 
ihr  Inhalt  wird  daher: 


6 {mn  + m — n)  {n  + 1) 

und  der  Inhalt  t,'  der  ganzen  Elementarpyramide: 



d {n  + 1)“  _ «aj 

Da  nun  das  Tolumen  V'  des  ganzen  Hexakis-; 
tetraeders  = 24u',  so  folgt  endlich: 

j/f  8 m^n'^ 

(« 

Drückt  man  V'  als  Function  von  t und 
als  Function  von  V aus,  so  erhält  man: 

8 m {n  + 1) 


V oder  aiicl' 


V = 


T 


tr 


m {n  -i-  1)  _ /j 


§.  133. 

Fortsetzung ; Oberfläche. 

Aufgabe.  Die  Oberfläche  ’Ä'  des  HexakiS' 
tetraedfers  zu  finden. 

Ans  dem  Volumen  n'  der  Elementarpyramide  läss' 
sich  nun  leicht  der  Flächeninhalt  A'  ihrer  nach  ausse» 
gekehrten  Fläche,  d.  h.  einer  Fläche  des  Hexakist«' 
traeders  finden.  Denn  es  ist: 

iiVA'  = v' 

3«' 


A'  = 


N 


tand  folglich 
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Substitution  der  Werthe  von  N und  v'  wird 


A'  = 


mu  V ^ ^ 


{n  -f  1)1  _ 

axl"XXsf ' s“"“" 

24  mn  V m'^  + 1)  +1^ 

7/»“  (n  + 1)^  — » 

m (n  + 1)  ^ 


m («  + 1)  — n 

8 tr 

“■  Tn 

§.  134. 

Fortsetzung ; Flächenwinkel. 

ttfgabe.  Die  Flächenwinkel  desHexakis- 

tetraäders  zu  finden. 

stalt  r"  Winkel  b'  noch  aus  der  Mutterge- 

Winkel  »»r  die  beiden 

a und  c%  welche  von  den  Seiten  B',  C'  und 

«w. “viliE“'””“'"  “ i« 

2A'  ' 


sin  a' 


sin  c'  = 


B'C' 

2A' 

A'W 


'lus  die.sen  Sinus,  und  kann  entweder 

linien  die  P Gleichungen  der  Kanten- 

für  die  T.  l^estimmen,  worauf  denn  endlich 

Functionen”^f  ’j  UU  Gebrauche  bequemsten 

*unctxonen,  folgende  Werthe  erhalte^verdi,^: 

tanga'  = + 1)  -f  tA 

n \ti  (/Ä^  -j_  ^ j-  _j_  |- 

iangb'  = tangb  ' 

tnngc'  = 


11 
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§.  ,135. 

F ortsetzung ; Kanten winkel. 

Aufgabe.  Die  Kantenwinkel  des  llexaki*' 
tetraeders  zu  finden. 

Da  die  kürzesten  und  längsten  Kanten  A'  und 
des  llexakistetraeders  bereits  berechnet  wurden,  i"' 
dem  diese  nur  die  verlängerte  Kante  C,  jene  die  aiFl' 
der  Länge  nach  unveränderte  Kante  A des  Hexaki*' 
Oktaeders  ist,  so  bleibt  uns  nur  der  Winkel  der  chi>' 
rakteristischen  Kante  B'  zu  berechnen  übrig.  Setz?" 
wir  die  Gleichung  der  einen,  zu  dieser  Kante  coH' 
tribuirenden  Fläche  R 
.r  y 

— • + — + z = 1 
m n ' 

so  wird  die  Gleichung  der  andern  Fläche  F' 


X 


+ 


+ z = 1 


und  substituirt  man  die  Parameter  beider  Flächen  i'' 
den  allgemeinen  Ausdruck  für  den  Cosinus,  so  folgt’ 
D/  mn  [mn  — 2) 

(w-  + 1)  + K* 

Mährend  cosA'  = cos  A 
cos  C'  = cos  C 
2m 


Wenn  n — 


I , so  wird  B'  ==  C'. 


§.  136. 

Berechnung  der  Trigondodekaeder. 

Setzt  man  in  den  für  das  Hexakistetraeder 
rechneten  Formeln  ra  = so  erhält  man  die 
Berechnung  des  Trigondodekaeders  dienenden  A«*' 
drücke,  wie  folgt; 

I.  Coefficient  der  hemiedrischen  ZMÜschenaxe : 

T = 3 
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II-  Kantenlinien : 

ji'  _ y2 

+ 2 ■ in  §.  121 ; diese  Linie 

ist  jedoch  keine  KantenUni«  l 
nuf  die  Höhenlinie  der  gleichscheir  ""if™ 
des  Trigondodekaeders. 

==  2 y 2 ; es  fallen  nämlich  je  zwei  Kanten 
^ m eine  gerade  Linie,  und  bilden  die  re 
gelmässigen  Kanten  des  Trigondodekaeders. 

C'  =;  2 j/»j^  •+•2^  + 3 


Volumen : 


m + 2 


F = 


IV.  Oberfläche: 


S' 


V.  Flächenwinkel: 


8 m 

m + 2 

2iVl^^'+2 

i/T+2~~ 


tanga'  = L + 2 
m + 2 

■^0,  und  daher  seine 


Tangente,  iang2V 


2)  K 

^ie  a.  a.  O 2»»  + 1 

2'vei  Kamen ~ natürlich,  da  je 
VI.  Kantenwinkel: 

^ = cos  .4  in  § J21  1 I .1/ 

»•  = — t also  .4' =180" 

cosB'  — - m^~-2  ■ 


11 
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§.  137. 

ßci'Gchnuiig  lies  DeltoidiledekaeJers. 

Setzt  man  in  den  für  das  Hexakistetraeder  bß' 
rechneten  Formeln  « = 1,  so  gelangt  man  auf  di« 
zur  Berechnung  des  Deltoiddodekaeders  dienlichen 
Ausdrücke  Avie  folgt: 

I.  Cogfficient  der  hemiedrischen  Halbaxe: 

3 m 


TI.  Kantenlinien: 


2 m 


A'  ■= 


W = 


-f-  2 m + i 

2m  ' 

+ l 

2 m ~ i 


= .4  in  §.  i22. 


2mVim'^+2  .. 

— 4„j2 j ; diese  Linie  ist  jedoch  = 

keine  Kantenlinie  mehr,  sondern  die  symme- 
trische Diagonale  derDeltoide,  indem  je  zwei' 
in  einer  Kante  C'  zusammenstossende  Flächen  , 

in  eine  Ebene  fallen,  wenn  — P-  in  ^ 
ubergeht.  ^ ^ 

III.  Volumen : ; 

V'  = 

4*»“  — 1 

IV.  Oberfläche: 

^m  -(-  t 

V.  Flächenwinkel: 

^ , 2}/i~x 

iatis;a  


= und  fang 

1 “ m{2~m)^ 

fang  u.  tang2b'=~S^!^}(^^lSi^ 

V2m^-\-i  ^ m(2  + 7n) 


tangc'= 


2m  f/2m'^  + 1 

m^—1 
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Weil  nämlich  je  zwei  in  der  Kante  C'  ztisani- 

inenstossende  Fläolw.«  • i^i  c n 

Artciicn  m eine  Ebene  fallen,  so 

n’,  ' . •t"  »yramenischen 

D,ag„„ale  l,eg«„da„  el„„e„  vvi„tel,  .„gleich 

'Tor  ‘»n 

-C«  > = <^90  , je  nachdem  <> 

I-  Kantenwinkel: 

rna  4'  "1“  2) 

~ § 122. 

cos  JB'  = _ m(m~2) 

2m^  + I 

cosC"  = _ also  C'  = 180®, 

§.  138. 

Berechnung  des  Tetraeders. 

der  m = Fomeln  für  das  HexakistetraS- 

kaeder  j jenen  für  das  Trigondode- 

l»ält  inln”d-^^  Deltoiddodekaeder  »i  = 1,  so  er^ 
I p da«  Tetraeder  wie  folgt: 

• der  hemiedrischen  Halhaxc: 

T = 3 

H-  Kantenlinien : 

nien"!4'^i’d^5  die  Li- 

mehr  sond  ^ Kantenlinien 

menr,  sondern  ihre  Summe  A'  + C'  — ./ß 

:i^/‘?f«n^derTetra.derLL“^^^^^ 

ITT  V 1 ^ Kantenlinie  des  Tetraeders  ist. 

*11.  Volumen: 

F'  = 

1^-  Oberfläche;  ^ 

^ = 24j/l 

V . Flächenwinkel : 

M d “V=Äh;:'.T„!“;:'"  "t“ 

= „eil  „her  ecch.  WioM  J-  Z d “„[hen 
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Punct  liegen,  so  fallen  sie  in  eine  Ebene; 
tangc  = (x,  also  c'  = 90“. 

VI.  Kantenwinkel: 

T-f  7 ~~U  die 

beiden  Kantend'  und  C'  verschwinden,  und  die 
Kante  B'  ist  = 70“  31'  44". 

§.  139. 

Werthe  von  t und  r für  die  bekanntesfpn  r'a,t„u  • •• 

fl..,.  . .....  'Gestalten  in  ihrer  geneigt- 

flächig -hemiednschen  Erscheinungsweise. 

Es  folgen  nun  in  diesem  und  dem  nächsten  § die 
berechneten  Werthe  der  Coefficienten  f und  r sowohl 
als  der  Kantenwinkel  der  meisten  bekannten  Gestak 
ten,  sofern  sie  geneigtflächig -hemiedrisch  auftreten. 
Coiifßcienteti  der  trigonalen  Zmsohenaxen. 


Gestalt. 

t 

T 

O 

1 

3 

10 

^ T ' 

20 

6. 

Tf 

2 

30 

9 

7 

9 

5 

204? 

4 

T 

J 2 

5 

45 

4 S 

304 

• i i 

3 

Y 

J 9 

9 

¥OJji 

33 

33 

402 

1 9 

1 2 

J 3 

1 2 

504 

6 

5 

1 5 

704 

2 1 

7 

7 

804 

J 1 

24 

1 1 

T 

« 

T 

404 

202 

40| 

9 

T 

.3 

T 

1 2 

3 

3 

3 

303 

Q 

404 

2 

.3 

606 

ß 

3 

40040 

2 0 

3 
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^ §.  140. 

‘^antemMnkd  aor  beUnntea  Gestalten  in  ihrer  geneigtflächig  - he- 
nnednachen  Erscheinungsweise 


~lö~~ 

20 

30 

"201? 

30j' 

402 

50| 

804 

~40f~ 

202 

j + r 

1 

Winkel  B' 

Tö^äFIF 

Winkel  C' 

2 3 

6 

V 

1 5 

1 1 0 

0 

1 9 

1 

1 

1 

162°39'30" 

152  44  2 
142  8 11 

82“  9'45" 

90  0 0 
99  5 5 

— 

^79 

395 

1 3 

J 4 

1 5 I 

I .S  5 

2 0 

2 1 

3 1 

3 5 

5 5 

5 9 
f>  8 

69 

29 

7 1 
395 

5 

Ta 

9 I 

15  5 

-t 

1 9 

3 5 

4.3 

59 

6 <) 

69 

26 

29 

37  9 

395 

1 ? 

1 4 

1 J 9 
155 

I 7 

3 1 
i 1 

II 

5 9 

3 3 

69 

164°ö4'35'' 
163  38  11 
158  12  48 
166  57  18 
162  14  50 
152  20  22 
158  46  49 
170  14  0 

97°55'41" 
100  21  18 
110  55  29 
125  57  5 
124  51  0 
122  52  42 
136  47  13 
150  24  29 

164°54^ 
163  38  11 
158  12  48 
140  9 7 
144  2 58 
152  20  22 
136  47  15 
118  34  19 

1 

1 

TT 

1 

J 7 

— 

93°22'20" 

160“15'  0" 

40|. 

1 

T 

4 6 

‘5’ 

5 7 



109  28  16 

146  26  34 

303 

1 

8 2 

7 

82 

* 

124  7 24 

134  2 13 

404 

1 

1 1 

• 

J 1 



129  31  16 

129  31  16 

606 

1 

•g* 

3 4 

T 

I .3 



141  3 27 

120  0 0 

40040 

1 

3 8 

1 5 9 A 

3 a 
e 1 

153  28  29 

110  0 19 

1 6 U 2 

16  02 

175  57  1 

92  53  53 

’Jtemiedrüchen  Gestalten. 


§.  141. 

DjakUdo«.«.,.,  c..,d„..,„  d„ 

gen  Eckpunctes. 

Das  Dyakisdodekaeder,  als  der  all-reineine  Re- 

rrr.'iv‘"n 

legen  erechnungen  derselben  zu  Grunde  zu 

kaeder  **  ® ^^’^haupten  im  Dyakisdode- 

HetkVoS  i» 

e er  zukommen;  sie  bilden  daher  keinen 
r"  «'**”“•*  Bered, „„n«.  Allein  eine  “ 

tw """!  Anf,„e,k,amkeit  in  A„™.„d, 

'^ine  Axe  bezeichnet,  aber  auch 


eben 


so  wenig 
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übergangen  werden  kann,  da  ihre  Kenntniss  sowohl 
für  die  Combinationslehre  als  für  die  Zeichnung  der 
parallelflächig-  semitesseralen  Gestalten  von  Wichtig- 
keit ist.  Diese  Linie  ist  der  aus  dem  Alittelpuncte 
nach  dem  unregelmässigen  Eckpuncte  gezogene  Halb- 
mes.ser,  dessen  Endpunct  die  Lage  jenes  EckpuncteS 
bestimmt,  und  daher  durch  seine  Coordinaten  fixirt 
werden  muss. 

Aufgabe.  Die  Coordinaten  der  unregel- 
mässigen Eckpuncte  zu  finden. 

Da  diese  Puncte  jederzeit  in  die  Ebene  eines 
llaiiptschnittes  fallen,  so  sind  nur  zwei  Coordinaten 
zu  berücksichtigen,  welche  sich  leicht  daraus  finden 
lassen,  dass  jeder  dergleichen  Punct  der  Durchschnitts- 
punct  der  kürzesten  und  längsten  Kanten  zweier  Flä- 
chenpaare  ist. 

Da  nun  die  Gleichungen  der  genannten  Kanten 


1 ^ A 

X =1 

n 

so  erhalten  wir  für  die  gesuchten  Coordinaten  des  un 
regelmässigen  Eckpunctes  wie  in  §.  109 
_ miti  — 1) 
mn  — 1 

mn  — 1 
§.  142. 

Fortsetzung;  Kantenlinien. 

Aufgabe.  Die  Kantenlinien  des  Dyakisdo- 
dekaeders  zu  finden. 

Da  die  Flächen  der  Dyakisdodekaeder  gleich 
schenklige  Trapezoide  oder  auch  dergleichen  Trapez® 
Sind,  so  haben  wir  nur  drei  ihrer  Seiten  als  die  g®' 
suchten  Kantenlinien  zu  berechnen.  Wir  wollen  sie 
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kürzeste,  längste  und  mittlere  Kanten  unterscliei- 
‘en,  und  mit.  den  Uuehstaben  A",  B"  und  C"  bezeich- 
»en  , dann  sind  die  eharakteristisclien  Kanten  die  mit 
bezeichneten. 


sol,  kegränzt  von  einem  rhombi- 

ten  Kckpuncte,  dessen  Coordinaten 


a:  = 0 t/  = 0 z = i 
und  von  einem  unregelmässigen  Eckpuncte,  dessen 
t'Oordinaten 


— 1)  7im—i) 

j 2 r ; 2/  = 0 

7/m  — 1 ^ 


77m 


Je  , ^unte  B"  wird  begränzt  von  demselben  un- 
niässigem  Eckpuncte  und  von  einem  rhombischen 
puncte,  dessen  Coordinaten 


^ = 1 y = 0 z — 0 

jj  11  Kante  C endlich  wird  wiederum  von  dem- 

einem  trigonalen  Eck- 
® ngiänzt,  dessen  Coordinaten 

a/  = y =*z  = 


r*  1 . . "r  7/7  + M 

S'tklLT""  B ' l.„„c,e  „„.h 


A"  = («  — l)l4/t^  -|-  1 
B"  ==  (”*  — 

7/m  — 1 

C”  = +wH-  1)- 

{//I7i  + »*  -j-  «)  (^ui/t 1) 


§.  143. 

Fortsetzung;  Volumen. 

Aufgabe.'  Das  Volumen  F"  des 
dekaeders  zu  finden. 

Das  Dyakisdodekaeder  besteht  aus 


Dyakisdo- 
24  vierseiti- 
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gen  Elementarpyramiden,  deren  Giandflächen  die  Be- 
griinzungsflächen,  nnd  deren  Jlölie  die  A’ormale  TV^def 
Gestalt.  Wäre  also  der  Flächeninhalt  A"  einer  Flü- 
che des  Dyakisdodekaeders  bekannt,  so  wäre  zugleich 
das  \oIumen  einer  Eleinentarpyramide,  und  folglich 
das  Volumen  der  ganzen  Gestalt  gefunden.  Da  aber 
der  Flächeninhalt  A"  unbekannt  ist,  so  müssen  wir 
die  Elementarpyramide  auf  andre  Art  zu  bestimmen 
suchen.  Man  lege  durch  den  xMittelpunct  der  Gestalt, 
so  wie  durch  den  rhombischen  und  trigonalen  Eck- 
punct  einer  jeden  Fläche  eine  .schneidende  Ebene,  so 
wird  die  vierseitige  Elementarpyraniido  in  zwei  drei- 
seitige Pyramiden  zerlegt,  derenVlrundflächen  in  zwei 
Hanptschnitten  liegen,  während  ihre  Höhen  die  Coor- 
dinaten  des  trigonalen  Eckjuincte.s  sind.  Es  kommt 
daher  nur  noch  auf  die  IJerechnung  jener  zwei  Grund- 
flächen an.  Beide  haben  eine  halbe  Hauptaxe  = 1 
zur  gemeinschaftlichen  Grundlinie,  während  ihre  Hö- 
hen die  oben  gefundenen  Co«idinaten  des  unregel- 
mässigen Eckpnnctes  sind.  Die  eine  an  der  Kanle^xl'' 
liegende  Grundfläche  wird  daiicr 

m{n — 1} 

2{m7i  — 1) 

die  andre,  an  der  Kante  B"  liegende  Grundfläche 

n{m  — 1) 

2{m}i  — j) 

Multiplicirt  man  jede  dieser  Grundflächen  mit  i der 
Coordinate  des  trigonalen  Eckpnnctes,  und  addirt  dar- 
auf die  gefundenen  Producte,  so  folgt  v",  oder  das 
Volumen  der  Elementarpyraniide 

wtw  (2//HI  — m — m) 

6(/Ä/t  — 1)  {mn  -f-  m 

und  F",  oder  das  Volumen  des  Dyakisdodekaeders 
selbst 


F"  = 24  u"  = 


mn 


■ m — w) 
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§.  144 

Fortsetzung ; OberHäcIie. 

Aufgabe.  Die  Oberfläche  S"  des  Dyakis- 
dodekaeders  zu  finden. 

Aus  dem  Volumen  v"  der  Elementarpyramide  und 
er  Jekannten  Flächennormale  iV  läs.st  sich  mm  leicht 
er  Flächeninhalt  A"  ihrer  vierseitigen  Grundfläche, 
® er,  Was  dasselbe  ist,  der  Inhalt  einer  Fläche  des 
yakisdodekaeders  finden.  Denn  es  ist 
4 NA"  = t?" 

also  A"  = ^ 

Suf)  ' ^ 

^tituirt  man  für  N und  v"  ihre  Werthe,  so  wird 

_ (2mn  — m — n)  + 1)  + w* 

, 2(»iM  — «) 


S"  = 24A"  = ^2(2/»?;  — m — ii)  i4ä'J(w*  + 1)  + n'^ 

{mit  — 1)  {mu  + >n  + w) 


§.  145. 

Fortsetzung ; Flächenwinkel. 


Aufgabe.  Die  Flächenwinkel  des  Dyakis 
dodekaeders  zu  finden.  ^ 

Wir  wollen  die  vier  Winkel  bezeichnen  wie  folgt: 
Winkel  zwischen  Seite  B”  und  C"  = «" 

- C"  und  C = b" 

• C"  und  A’  — c" 

- A'  und  B"  = d" 


. . ^ Flächen  der  Dyakisdodekaeder  vier- 

sind,  so  würde  die  Berechnung  der 
in  e aus  dem  Inhalte  und  den  Seiten  etwas  müh- 
sam seyn.  Für  die  beiden  an  den  unregelmässigen 
^cken  liegenden  Flächenwinkel  «"  und  c"  sind  wir 
^»eser  Mühe  überhoben,  indem  wir  für  sie  die  nach 
gewendeten  Grundflächen  der  oben  berechne- 
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ten  beiden  Theilpjramiden  benutzen  können. 
ren  wir  nämlich  das  Volumen  jeder  dieser  Theilp)' 
ramiden  mit  4 der  Flächennormale,  so  erhallen 
die  nach  aussen  gerichteten  Grundflächen  derselbt"'’ 
oder  die  beiden  Dreiecke,  in  welche  die  Fläche 
Dyakisdodekaeders  durch  die  Diagonale  ans  dem  rho"'' 
bischen  Eckpuncte  getheilt  wird.  Nennen  wir 
an  der  längsten  Kante  B"  liegende  Dreieck  d,  «■''* 
das  andere  Ö',  so  wird  ’ 

s = — + + 

2{Hm  — 1)  {mn  -\-7n  + /jp 

d'  = ~ i) 

2(m/i  — i)  (/m  + m-j-  n) 

und  man  findet 


B"C" 

Aus  diesen  Sinus,  oder  aus  den  Gleichungen  df 
Kantenlinien  Ä\  B"  und  C"  kann  man  nun  die  Cosi 
nus  von  a"  und  c"  bestimmen,  wodurch  man  de« 
endlich  auf  die  Tangenten  gelaugt. 

Für  die  beiden  Winkel  i-'^und  d"  aber  komi^ 
man  kürzer  zum  Ziele,  wenn  man  sie  entweder  u« 
mittelbar,  mit  Hülfe  der  Formeln  der  sphärisch^ 
Trigonometrie  aus  den  Kantenwinkeln,  oder  mittr!* 
der  Gleichungen  der  sie  einschliessenden  Seiten  C"^ 
und  A'B"  nach  der  bekannten  Formel  für  den  Co«*' 
nus  des  Winkels  zweier  Linien  im  Raume  bestimn'' 
Aus  den,  auf  die  eine  oder  die  andre  Art  gefundene*’' 
Cosinus  gelangt  man  auf  die  Sinus,  und  durch  C0I-' 
bination  beider  auf  die  Tangenten.  Die  ResuU»*' 
dieser,  zum  Tbeil  etwas  weitläufigen,  aber  dure>’ 
zweckmässige  Substitutionen  sehr  abzukürzenden  Re***’' 
nungen  sind  endlich:  ' 
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tang  h" 

lang  c" 
tangd" 


«(mm  — 1)  + 1)  -f  n^ 

n‘‘  — nj  4-  m(m  — »“) 

___  (nm  4-  m + n)  y.  1)  4-  u" 

nin(m  + « 4- 1) 

m{mn — 1)  Vm  '^{n:^  4-  i)  -|-  ^^2 
m^(m  — «-j  4"  m("*^  — u) 

4-  1)  4- 


§.  146. 

Fortsetzung.  Paralleikantige  Dyakisdodekaeiler. 

gewisse  Dyakisdodekaeder  dadurch  aus- 
ffeml  Kantenlinie  B"  der  gegenüber  lie- 

für  s'*'  ^'‘•'tenlinie  C"  parallel  läuft,  weshalb  auch 
doderaedw  ff  parallelkantigen  Dyakis- 

ihnen  ^«'^geschlagen  wurde  (§.  85. )f,  so  ist  in 


also 


oder 


c"  4-  d" 

lang  d" 
ni(  /mi  ■ 


180° 


■1) 


lang  c" 


lismus;  ent- 


A-  B ~ 4- —w)  — 

HtcKein  wir  dieselbe,  so  folgt: 

(m<2  4- 1)  (/Ä  — «ä)  — 0 

fn  = 

StalfLlt“ 

“S'v;r 

A 1 r40‘>l  ^®kdnnten  Varietäten  besitz 

daher  nur  1 I .. 

L 2 J Eigenschaft.  Für  die  con 

vergentkantigen  Dyakisdodekaeder  ist 
eie  divergentkäntigen  dae-eiren  «.^2  5 tu 

sich  -T^  • 1 • 1 I jene  nähen 

den  Triakisoktaedern,  diese  den  Ikositetraeder,, 
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§.  147. 

Fortsetzung ; Kantenwinkel. 

Kantenwinkel  de.s  Dyaki«' 
dodekaeder.s  zu  linden. 

Wir  tare„  Je,.  Kap.ten  i|,re  „|,ige  Be.eicl,„„„f, 

beiden  nnJernhanten  bcriff,,  „onn  die  Olei- 

chung  der  einen  eil  ihnen  cenl.ibnircnden  Fläche  I” 

\ y 

— I ^ ~ 4-  z — i 

die  Gleichun-en  der  beiden  Flächen  F'  un,l  1?"  ^ 

che  mit  F die  Kanten  C"  und  A"  bilden,  ’ 

— -f-  ~ = 1 

m n 


a: 

m 


^-  + Z 
n 


Setzt  man  die  Parameter  der  Flächen  F xmi  F’  so 
wie  der  Flachen  F und  F”  in  <ln„  ii  -r  , so 

druck  für  den  Cosinus  des  Neigunlswmrr''" 
Flächen,  so  folgt:  ^«'vmkels  zweier 

cos  A"  = — 1)  d~ 

1)  -k 

cos  B"  = cos  B 

cos  C"  = — + n+  i) 

m-(u^  + 1)  + rt* 

§.  148. 

Berechnung  der  Pentagondodekaeder. 

Setzt  man  in  den  für  die  Dyakisdodekaäder  be- 
rechneten  lormeln  so  erhält  man  die  fI- 

meln  für  die  Pentagondodekaeder,  wie  folgt: 

I.  Coordinaten  des  unregelmässigen  Eckpunctes: 


n 
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I tz.  . . 


1^-  Kantenlinien 

SA"  = Z^^LnJ:) 

n 


ß"  = + 1 

5 lese  Linie  ist  jedoch  keine 


Kantenlinie  mehr,  sondern  nur  die  Höhen- 
linie  der  symmetrischen  Pentagone. 

Vn'^  — n"  -f- 1) 

4(2«  — 1 


C" 


F"  = 


Oberfläche:  “ + ‘ 

_ _12(27t  — 1)  y/n"  + 1 

l-  FI«rhemvi„tel: 


*aiig  a"z 


Vu-  + 1 


und  cos2a"  — 


tang  (»+l)>4t^  + i 


w* — — 1 


und  cos  5"=. 


ianffc''=-  "“+«+1 

fan^(l"=z  oc,  also  (/"  = 90° 

sammenstoslnL*' Fll>hen”ir  e""  ^ 

Wi'rtl  <*'  «»1  j« 

Jjß]  j reiiiigen  sich  zu  dem  einzelen  Win- 

kel  der  symmetrischen  Pentagone. 

''F  Kanten  Winkel: 


cosA"  = 
cos  B"  = 

ff  


— 1,  also  ß" 

« 

«=  -Ti' 


= 180“ 


cosC 
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Anmerkung.  Für  das  regelmässige  PentagoK' 
dodekaeder  der  Geometrie  wird  gefordert: 

1)  2A"  = C" 

2)  cos 2a''  = cosh"  = cosc" 

3)  cosA"  = cosC" 

Ist  eine  dieser  Bedingungen  erfüllt,  so  sind  eS 
auch  die  beiden  andern;  jede  derselben  führt  aber 
auf  den  Ableitungscoefficienten 

2 

Das  regelmässige  Pentagondodekaeder  kann  da- 
her im  Gebiete  der  Krystallformen  nicht  Vorkommen. 
Weil  aber  der  Näherungswertli  von  n = 1,G18 . . 

so  würde  das  Pentagondodekaeder  und  nocli 


I cioO-^  j coO--  , 

melir  ^ — oder  — dem  regelmässigen  Dodekae- 
der  sehr  nahe  kommen,  wie  iLn  denn  von  den  be- 


kannten Varietäten 


am  nächsten  steht. 


§.  14'/.' 


Wertlie  von  t,  x und  2 für  die  bekanntesten  Gestalten  in  ihrer 
I)arallelflächig  - hemjedrischen  Erscheinungsweise. 

Es  folgen  mm  in  diesem  und  dem  nächsten  §.  die 
berecimoten  Wcrthe  des  Coefficienten  t und  der  Co- 
ordinaten  ^ und  z des  unregelmässigen  Eckpunctes, 
so  wie  der  Kantenwinkel  der  bekanntesten  Gestalten, 
sofern  solche  parallelflächig- hcmiedrisch  auftreten. 
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Gestalt. 

t 

1 2 

2041 

4 

2 

00 

45 

i3 

3 

T 

T 

4 

3 7 

3 

5 

3 0 

3 7 
ß 

402 

33 

1 9 

1 2 

1 3 

6i 

4 

T 

A4 

S 3 

e 

504 

S 

T 

5 

T 1 

A Q 

704 

804 

2 I 

1 1 

24 

1 1 

1 3 

2 

2 4 

TT 

t § 

2 3 

2 3 

3 1 

00O4 

5 

x 

1 

<x04 

oc02 

1 

2 

1 

3 

1 

>1 

0CO3 

0CO4 

ocOi 

9 

T 

7 

T 

1 3 

5 

2 

T 

5 

T 

3 

•jf 

1 

1 

1 

Kanten^vinkel  der  bekannt- 


§.  150. 


.5^6stalt.  COS.4 


hem-!t  i"  '‘u-er  parallelfläflng- 

hemiednschen  Erscheinungsweise, 


£p«B"|eo«C-|  Winkel  A" 

' “i  1 


OCOy 

ocOi 

<x03 

ocOk 

oc04 


17'2ö" 
|112  47  21 
115  22  37 
132  38  32 
128  14  48 
119  3 33 
134  113 
152  8 9 

102^0^ 
112  37  12 
126  52  12 
143  7 48 
I'IS  6 33 
151  55  40 


_Wi>lkei  B"  I Winkel  C 


I3e“23'b0" 

138  45  18 
148  59  50 
152  6 47 
154  47  28 
160  32  13 

165  2 20 

166  10  17 


|153“42'32" 

1151  27  35 
141  47  12 
131  38  42 
131  48  37 
131  4 56 
121  42  49 
112  8 11 


119“11'47" 
117  29  11 
113  34  41 
107  27  27 
105  18  59 
103  36  32 


l. 


12 
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V i e r t,e  $ C ap  i t e l. 

Von  den  Combinationen  des  Tesseialsr- 
s t e in  e s. 

§.  151. 

Allgemeine  Entwicklung. 

Die  allgemeine  Entwicklung  der  tesseralen  Coni- 
binationcn  hat  durchaus  keine  Schwierigkeiten,  in- 
dem die  verschiedenen  dahin  gehörigen  Bestimmun- 
gen jedenfalls  durch  sehr  einfache  Hülfsmittel  zu  er- 
halten sind.  Es  bestimmt  sich  nämlich  für  jede  Com- 
bination 

1)  die  Zähligkeit,  nach  der  Regel  in  §.  66, 

2)  die  Grundgestalt,  ein  für  alle  Mal  als  das 
Oktaeder, 

3)  der  Charakter,  nach  demselben  einfachen  Kri- 
terium, Avelches  uns  schon  bei  der  Erkennung 
der  hemiedrischen  Gestalten  diente,  indem  jede 
holoedrische  Comhination  in  beiderlei  Normal- 
stellung absolut  dasselbe  Bild  gewähren  muss, 
während  jede  semilesserale  Combination  eine 
abweichende  Lage  und  Verknüpfung  gewisser 
ihrer  Begränzungselemente  erkennen  lässt.  Das 
Daseyn  oder  der  Mangel  der  Gegenllächen  für 
alle  oder  gewisse  Flächen  entscheidet  endlich 
darüber,  ob  eine,  bereits  für  semitesseral  er- 
kannte Combination  geneigtflächig-  oder  paral- 
leiflächig -semitesseral  sey. 

4)  Der  allgemeine  und  besondre  Name  der 
Gestalten,  theils  nach  der  Zahl,  theils  nach  der 
Stellung  der  gleichartigen  Flächen.  So  werden 
z.  B.  6 gleichartige  Flächen  immer  das  Hexae- 
der, 8 gleichartige  Flächen  immer  das  Oktaeder 
anzeigen,  und  12  dergleichen  Flächen  in  einer 
holoedrischen  Combination  immer  dem  Rhomben- 
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odekasder  angehören.  Auch  wird  man  nur  die 
Coinb.nauon  in  „om.ale  Stellung  zu  bringen  ha- 

d . nirh“,?  ““^““  ■'“LagJ  oder  Itelluug 
Z£  “f  Art  von  cf. 

getSn  'voMer  sie  au- 

8 ho  en  müssen  tvetl  „eh  j.  die  Geslalteu  iiber- 

könJl””  combiuiron 

•iien,  in  welcher  sie  abgeleitet  werden  (§.  64.) 

§.  152. 

Besoiidre  Entwicklung. 

Nationen  Entwicklung  der  tesseralen  Combi- 

genaue  Bekanntschaft  mit  den 

Entersuchnn»''ji^’  '«acht  daher  eine  allgemeine 

'vegen  der  f ^^rhältnisse  nothwendig,  welche 

holoedrischen”  Erscheinungsweise  der 

Abtheilnngen  zlrfälir'^D 

'^ar  auf  die  liJn-  A kann  jedoch  zunächst 

men  wl.tn^rr.'r'-'rr'" 

drei  - und  mehrzählinen  Tn  , Tlieorie  der 

zahl  von  Problemen  verP  in  eine  Un- 

flie  Anwendung  besondr^^^X^  ohne  doch  für 

denn  eine  jede  mehrz-n”  zu  gewähren; 

■•matc  Corahinalioneii  zorf^°'“'’‘""*'°"  “ 

Kegeln  entw"!:?:““- 

häufigsten  t^orko!”"'^^"»^  intere.ssanteste  und  am 
«nmfonen  der  ternären  Com- 

Cestalten  'durch”dic^Fi  -'^r  rmubinationakanten  zweier 
gestumpft  w"rde„  ..fir'.''?"  G'»»"  »b- 

WW  in  deruuL’  S‘d  “‘‘“■m'-mh'iRe".  >» 

■lera  Darstellung  der^w“  ^ r 't 

®«  sind,,  nach  der  jedes, nah™  r"'',““'' 

'"'•«i.ac  j,  zweier  Ges.al,™  “d  1 r"«"  ■' 

®n,  die  Combination,sglei- 

12  * 
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ehuiig  (§.  6S)  in  derjenigen  Form  mitgetlieilt  werden, 
in  welcher  sie  sich  unmittelbar  auf  die  AbstumpfungS' 
flächen  der  Combinationskanten  derselben  beiden  Gc' 
stalten  bezieht. 

W as  endlich  die  Darstellung  der  binären  Combi' 
nationen  insbesondere  betrifft,  so  ist  es  keinem  Zwei- 
fel unterworfen,  dass  selbige  an  Yerständlicbkeit  und 
praktischer  Brauchbarkeit  bedeutend  gewinnt,  wenn 
man  jederzeit  eine  der  Gestalten  als  die  vorherr- 
schende denkt*)  und  die  von  Werner  erfundene  re- 
präsentative Bescbreibungsmetbode  zu  Hülfe  nimmt, 
weshalb  wir  uns  denn  auch  dieser  beiden,  die  Ein- 
bildungskraft sehr  ünterstützenden,  Hülfsmittel  durch- 
gängig bedienen  werden. 

A.  Tesserale  Combimtionen. 

§.  153. 

Combination  zweier  Hexakisoktaeder. 

Das  Hexakisoktaeder  mOn  ist  der  allgemeine  Re- 
präsentant aller  tesseraler  Gestalten ; wir  werden  also 
auch,  um  die  Gesetze  der  binären  tesseralen  Coinbi- 
nationen  in  der  grössten  Allgemeinheit  zu  entwickeln, 
zuvörderst  die  Combinationsverhältnisse  zweier  Hexa- 
kisoktaeder mOn  und  m'Oii'  zu  untersuchen  haben. 
Wiewohl  nun  die  Ableitung  in  allen  Gestalten  des 
Tesseralsystemes  durchaus  die  gleiche  und  unverän- 
derliche Länge  der  Haiiptaxcn  voraussetzt,  so  scheint 
es  doch,  als  würden  wir  bei  der  Befrachtung  der 
Combinationsverhältnisse  diese  Voraussetzung  auflie- 
ben  müssen,  da  selbige  allerdings  eine  dem  Begriffe 


*)  Dass  durch  diese  Annahme  eine  jede  binäre  Combination 
■zweimal  in  Bcti'achtung  kommt,  kann  kaum  als  eine  Wiederholung 
angesehen  werden,  da  eine  und  dieselbe  Combination  eine  gan2 
andre  Physiognomie  erhält,  je  nachdem  die  eine  oder  die  aiiJr® 
Gestalt  die  vorherrschende  ist- 
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^*^*wJjination  widerstreitende  Forderung  enthält, 
vpr/ ^®“rtheilung  dieser  Coinbinutions- 
IfS-'f'  r die  relative  Lage 

1 L EH  “f  - «»"*■ 

trewi«  * ^''l^chterung,  diesen  Flächen  ursprünglich 

weisen  Durchschnittspuncte  anzu- 

^ j zu  welchen  sich  denn  die  Pole  der  Haupt- 

•txen  am  natürlichsten  darbieten,  als  welche  schon 

er  Ableitung  als  die  gemeinschaftlichen  Cardinal- 

Puncte  sämmtlicher  Gestalten  hervortraten. 

also  zwei  Hexakisoktaeder  mOn  und 

auch  wissen  wir,  dass  solche,  wie  sie 

hin  seyn  mögen,  gleiche  Länge  und  mit- 

nnn  Pele  der  Hauptaxen  haben.  Da 

für  ^ *'*^°>nbischen  und  trigonalen  Eckpuncte 

»W  oS“  Linien  feilen,  .o 

Von  dp  ^•’^eheinungsAveise  der  Coinbination 

Was  dl  il”***^  beiderlei  Zwischen<axen,  oder, 

fcienlen’!  i”'’  T?"  ■*"  beiikrlei  Coct- 

TWori."  i”  e ■*<"  f ba.  i,.  ...ol,  die 

Coefficien..„  gX”"  “d "hr’“'” 

“x»™  Hnifa.i,fei"„  p,  «.;;;4e,„ 

Bp  1 - • 

^ massige  Co.nbinationsverliältnisse  zweier  Hexakisoktaeder. 

Setzung  der^'r  "«‘er  beständiger  A'oraus- 

BedlZnt  Cmnc.denz  der  Pole  der  Hauptaxen  die 
beider^  Ge^stalf 'Je«  Parallelis.nus  der  dreierlei  Kanten 

1)  Par!H  . folgende  sind: 

2)  ParallV**”***  wenn  i'  ==  t 

e Ismus  der  mittleren  Kanten,  wenn  r'  = r 

3)  Parallelismus  der  kürzesten  Kanten,  wenn  -^-1  = 1 

bäirm ’ ''  Werthe,’^so  er"^- 

man  dte  Bedingungen  für  dieselben  Parallelismen 
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unmittelbar  durch  die  Ableitungscoefficienten  ausge- 
drückt;  cs  ist  nämlich: 

1)  t = t wenn  — ^ , = 

m + 71 

2)  r'  ~ r wenn  = « 


»2» 


3)  ^ 


t +1) 

wenn  — — r — !- 
r 71 


771-^71 
»<(«+ 1) 


Die  diesen  Bedingungen  entsprechenden  Combi- 
nationsverhältnisse  aber  sind: 

1)  Für  t'  — t,  Zuschärfung  der  längsten  Kanten, 

2)  für  r'  — r,  Zuschärfung  der  mittleren  Kanten, 

t'  t 

^ ~ Zuschärfung  der  kürzesten  Kanten 
der  einen  Gestalt. 

W'  eiche  Gestalt  diese  Zuschärfungen  hervorbringt 
oder  erleidet,  das  hängt  im  ersten  und  dritten  Falle 
von  der  Grösse  der  Coefficienten  r und  r',  im  zwei- 
ten Falle  von  der  Grösse  der  Coefficienten  f und  ab. 


§.  155. 

Unregelmässige  Combinationsverhältiiisse  zweier  Hexakisoktaeder. 

Ausser  diesen  regelmässigen  Combinationsverhält- 
nissen  zweier  Hexakisoktaeder  giebt  es  aber  auch 
noch  andre,  welche  wenigstens  im  Allgemeinen  fixii't 
werden  können,  und  sich  dadurch  von  den  bisher  be- 
trachteten unterscheiden,  dass  die  Combinationskan- 
ten  keiner  der  Kanten  weder  von  771O/1  noch  vofl 
parallel  laufen.  / 

Wegen  der  allgemeinen  Bestimmung  der  Lage  dcf 

Combinationskante  bedürfen  wir  für  diese  Verhältnisse 
eines  unzweideutigen  Sprachgebrauches.  Wenn  näm- 
lich eine  Fläche  1^'  von  t7i'07i',  als  untergeordneter» 
mit  einer  Fläche  F von  7/1O71,  als  vorherrschender 

Gestalt,  zum  Durchschnitte  kommt,  so  ist  die 
der  Combinationskante  beider  Flächen  in  Bezug 
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Kanten  der  vorherrschenden  Gestalt  zu  bestim- 
men,  wie  folgt. 

rin  ^^^'l'inationskante  wird  immer  zwei  Kanten 
r ac  e schneiden,  und  dadurch  eine  gewisse 

Kanto^  nicht  unmittelbar  geschnittene, 

alle!  " nämlich  entweder  par- 

kom  “icht  parallel  seyn;  im  letzteren  Falle 

mt  es  auf  die  Richtung  an,  nach  welcher  sie  mit 
^erse  ben  convergirt.  Da  nun  jede  Kante  durch  zwei 
Eckpuncte  begränzt  wird,  so  wird  die 
'^on*  der  nicht  geschnittenen  Kante 

entweder  nach  dem  einen  oder  nach  dem 
Eckpuncte  hin  convergiren,  und  durch  die 
o.p  *'.*'*'^  dieses  Eckpunctes  ihrer  Lage  nach  im  All- 
gemeinen zu  bestimmen  seyn. 

. §■  156. 

Allgemeine  Uebersirht  r.  i • . 

Oer  Combmationen  zweier  Hexaklsoktaeder. 

nun  d:  vorläufigen  Bestimmung  können  wir 

oktaäd«  -'veTer  Ilexakis- 

fassen*):  " Folgendem  zusammen 


'•■J“'“  ""■<  - ErUirhl,™, 
braucht  worden  : Abbreviaturen  ge- 


«ireifl.- dreiflächig 
vierfl.  = vierflächig 
sechsfl.  — sechsflächig 
achtfl.  — achtflächig 

• ~ Combinationsverhält 
nisa 

CG.  = Combinationagleichnng 
CK  = Combinationskante 
Eckp.  Eckpunct 
tetr.  ~ tatragonal 
^rig.  — trigonal 


ditetr.  — ditetragonal 
ditrig.  = ditrigonal 
rhomb.  — rhombisch 
convgt.  = convergent 
Zusp.  = Zuspitzung 
Zusch.  =:  Zuschärfung 
Abst.  = Abstumpfung 

Zuspfl.  = Zuspitzungsflächen 
Zusclifl.  = Zuschärfimgsflächen 
Abstfl.  = Abstiimpfungsflächen 
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Es  bilden  an  mOn,  als  vorherrschender  Gestalt; 
die  Flächen  von  7n'Oii' 

I.  Zuschärfungen  der  Kanten,  und  zwar: 

1)  der  längsten  K.,  wenn  t'=t  und  r'>r,  folo-lici» 

ft  ’ o 

-p  < — '■>  Fig-  51. 

2)  der  mittleren  K , wenn  r'=r  und  folglich 


3)  der  kürzesten  K.,  wenn  L und  r'<,r,  folg- 
lich Fig.  53.  ^ ^ 

U.  Achtfl.Znsp.  der  ditetr.  Ecke,  wennr'>r 

und  t > t,  und  zwar  sind  die  CK.  mit  den  kür- 
zesten Kanten 

4)  parallel,  wenn  i =;£ 

r r ’ 

5)  convgt.  nach  dem  rhomb.  Eckp.,  wenn-^p>—, 


6)  convgt.  nach  dem  ditrig.  Eckp.,  wennlVl- 
Fig.  54.  »■’ 

IIF  Sechsfl.Zusp.der  ditrig.  Ecke,  wenn 

P<P’  “n*!  zwar  sind  die  CK.  mit  den' 


mittleren  Kanten 

7)  parallel,  wenn  r'  = r, 

8)  convgt.  nach  dem  ditetr.  Eckp. , 

9)  convgt.  nach  dem  rJiomb.  Ecku 
Fig.  55. 


wenn  r'  > r, 
wenn  r'  f, 


Vierfl.  Zusp.  der  rlmmh  P„i  . ^ 

^ t*- uur  rrtoiuD.  Ecke,  wenn  r'<r 

7;>7>  »nd  zwar  sind  die  CK.  mit  den 
längsten  Kanten 

10)  parallel,  wenn  t'  = /;  Fig.  56, 

11)  convgt.  nach  dem  ditetr.  Eckp  , wenn  t’  > 

12)  convgt.  nach  dem  ditrig,  Eckp  , wenn  t' 
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'^enn  12  Fallen,  welche  sich  auf  6 redaciren, 

ne„  V ,”lf"  r <1“  Vorhecrschcns  der  eü 

»m.  Da  «T  St«»  finden  kön- 

»«"  leicht  d ” ''“'“hl«  »eflen  t«nn,  so  begreift 

Rein  • tesseralen  Gestalten  die  Avichtigsten  Re- 
in*  n' 12  Fällen  aufgefunden  sind.  Wie 
***6inen  Hinsicht  das  Besondere  aus  dem  Allge- 

^^ar  ivpra  nächsten  §. 

beispielsweise  die  Combi- 
genTlrte!"  des  Ilexakisoktaeders  mit  denübri- 
nen  in  Reireln^”  tesseralen  Gestalten  aus  den  gefunde- 

«»Hre'emTneL  c:T“  “““  "'‘f 

beoAverden  l^  - “ ^**'*^tJonsvcrhäItnisse  lierAorgeho- 

«nd  uniuittelb  ”"*H  i Bestimmung  nicht  zunächst 

Humer  unter  einen  der  12  Fällt  ier  “ ‘ solche 

besondere  Modalitäten  d ii  ^ i'Tcn,  und  nur  als 

.elhci  ».ehrfach  : “1““  T'”?“"’  '* 

•sehen  Gelegenheit  haben  Averden. 

,,,  . §.  157. 

““““  d..  H„.ki.ct«er. 

viOn. 

' HcMkkokMdetä't'Or/j— 

5i  Mft  “«•fingungca. 

m 0/y,  ; da  je  zwei  in  den  längsten  Kanten  von 

-;Oyi'  zusannnenstossende  Flächen  f^'S/  ^ 

eine  Hache  fallen,  so  müssen  die  f 

«er  Ges, all  jcjeraei,  auf  fiia  |ä„g,„„ 
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»lO«  aufgesetzt  erscheinen ; sie  können  daher 
nur  entweder  Abstumpfungen  derselben,  oder  vic^' 
flächige  Zuspitzungen  der  ditetragonalen,  oder  dre'" 
flächige  Zuspitzungen  der  ditrigonalen  Ecke 
mOn  hervorb ringen.  Diess  folgt  aber  auch  unnid' 
telbar  aus  den  obigen  Combinationsbedingungei’’ 
es  ist  nämlich  für  m'Qm'  und  mOn 
r"^=<C.r  wenn  »«']>=•<;» 

mn 


»» + » 

/ I 4 -««(«  + 1) 

- /Ä+i>=<C— — ■ — - 


Da  nun  m jederzeit  so  ist  offenbar 


m 


m 


TU 

immer  >4,  und  •—  iimner  >1,  folglich 

mn  . - , 

■ — . — immer  >4» 
m + n ^ ^ 


7n{n  4-  1) 


immer  > ä + 1 


m’ 


S‘’ 


Gesetzt  nun,  es  sey  r'  — r,  also 
ist  auch  4 m'  = 4 »,  und  ?/»'  + 1 = » + 1 ; als" 

l'  t 

muss  dann  nothwendlg  V <C,t  und  — ■<— sey»' 

TT 

mit  unbedingtem  Ausschluss  andrer  Fälle ; dieselb" 

Bedingung  gilt  für  »•'  <C  f oder  m.'  <C,n,  währen'* 

, i'  i 

für  r'  r sowohl  f 'y>  — <C.t,  als  — > = ^ 

T • 

seyn  kann.  Hieraus  folgt,  dass  m'Om'  an  mO^ 
von  den  obigen  12  Coinbinationsverhältnissen  n“^ 
Nr.  1,  4,  5,  6,  7,  8 und  9 hervorbringen  kann. 
3)  Mit  tm'O  ; da  je  zwei  in  den  kürzesten  Kanten  vC 
m'On'  zusammenstossendo  Flächen  für  »*'0  in  ein^ 
Fläche  fallen,  so  müssen  die  Flächen  dieser  6®' 
stalt  jederzeit  auf  die  kürzesten  Kanten  von 
aufgesetzt  erscheinen ; sie  können  daher  auch 
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entweder  Abstumpfungen  dieser  Kanten  oder  drei- 
fläcnige  Zuspitzungen  der  ditrigonalen , oder  Zu- 
schärfungen der  rhombischen  Ecke  von  mO»  her- 
vorbringen. Dasselbe  folgt  aus  den  obigen  Bedin- 
gungen; es  ist  nämlich  für  »t'O  und  »tO» 
jederzeit  r,  weil  n'  =.  1 
es  können  daher  auch  nur  die  Combinationsver- 
haltnisse  Nr.  3,  9,  10,  11  «nd  12  Statt  haben,  wo- 
sich  natürlich  jede  Zuschärfung  in  eine  Ab- 
stumpfung , jede  wflächige  Zuspitzung  in  eine 
^«flächige  verwandelt  u.  s.  w. 

Die  beiden  andern  Bedingungen  sind: 


wenn 


V 


m'  4-  1 


> = < 


. m 


mn 

m 4-  n 
in  4-  1) 


— wenn  »/>  = <• 

d)  Mit  ocOft  ; da  je  zw'ei  in  einer  mittleren  Kante 
von  m Oft  zusammenstossende  Flächen  für  ooOa' 
in  eine  Fläche  fallen,  so  müssen  die  Flächen  die- 
ser Gestalt  jederzeit  auf  die  mittleren  Kanten  von 
mOn  aufgesetzt  erscheinen ; sie  können  daher  auch 
nur  entweder  Abstumpfungen  dieser  Kanten,  oder 
vierflächige  Zuspitzungen  der  ditetragonalen,  oder 
Zuschärfungen  der  rhombischen  Ecke  von  mOn 
hervorbringen.  Diess  besagen  auch  die  obigen 
^edingungen;  denn  da  für  exO/i'  der  Quotient 


— oc,  so  ist  nothwendig 


~ immer 
r f 

weshalb  denn  möglicherweise  nur  die  Combina- 
tionsverhältnisse  Nr.  2,  5,  10  11,  und  12  Statt  fin- 
den können.  Uebrigens  ist  für  diese  Combination 
^ — <C  v wenn  m 

= wenn  = 

*»+  » 


löo  Reine  Krystallographie. 

5)  Mit  ooO ; wegen  r'  gelten  dieselben  Schlüs*® 
wie  für  m'O;  da  aber  m'  — oo,  so  ist  auch  -j? 

nothwendig  , und  es  bleiben  daher  nur  d*® 
r 

Combinationsverhältnisse  Nr.  10,  11  und  12  übri^' 
Die  ihre  Modalität  bestimmende  Bedingung  ist: 

wenn  1 > = <; — y*.. 

/«  + « 

6)  Mit  O ; man  setze  in  den  Bedingungen  für 

m’  = 1,  so  folgt,  dass  nur  das  eine  Combination«' 
Verhältnis^  Nr.  9 übrig  bleibt. 

7)  Mitcx;Ooo;  man  setze  in  den  Bedingungen  fiir  coOV 

«'=1,  so  bleibt  nur  der  Fall  Nr.  5 als  einzig 
möglicher  übrig. 

Nachdem  wir  solchergestalt  erläutert  haben,  wi® 
aus  obigen  12  Regeln  die  CombinationsverhältnisS® 
je  zweier  tesseraler  Gestalten  abzuleiten  sind,  geheU 
wir  zur  besondern  Darstellung  der  binären  Combina' 
tionen  über. 

§.  158. 

Combinationen  des  Hexakisoktaedcrs. 

Aus  dem  vorigen  §.  ergeben  sich  unmittelbar  fob 
gende  Combinationsverhältnisse  für  «bOw: 

1)  m'Ou'  bildet  die  in  §.  156.  aufgezählten  12  Conr 
binationen  unter  den  daselbst  erwähnten  Bedin- 
gungen. 

C G.  m"n''{m'n—mn')  + n”{nf—n)mm'==^ 

2)  m'Orn'  bildet: 

a)  Abst.  der  längsten  Kanten,  wenn  -Fiff  bl- 

7n+H 

b)  Vierfl.Zusp.  der  ditetr.  Ecke  - . ^ . Fig.5^’ 

c)  Dreifl.  Zusp.  der  ditrig.  Ecke  - - . Fig.55- 

Im  lalle  b sind  die  CK.  mit  den  kürzesten  Kantea 


^3'^temlehre.  Tesseralsystem.  Cap.  IV. 


189 


«)  parallel. 


wenn  m'  1 ; 


Z’)  convgt.  nach  dem  rhomb.  Eckn 
y)  convgt.  nach  dem  ditrig.  Eckp.  -II 

fl-,  „„  , > ‘ wenn  in'  = m 

^ "'''gt.  nach  dem  ditetr.  Eckp,  - - - ^ _ 

3 convgt.  nach  dem  rhomb.  Eckp.  — - 
sserdem  erscheinen  die  Zuspfl.  als  Rhomben 
falle  hy,  wenn  m’-m-,  Fig,  58. 

>m  Falle  cy,  -wenn  m'  + 1 — "C™  + 

tionan.?  • Modalitäten  mittels  der  allgemeinen  Comblna- 

CG  'Slemhung  zu  bestimmen  sind. 

(« — «i')n  + n'Xm'  ~n)m  — m"V{m — w)  = 0 
»*'0  bildet: 

«)  Abst.  AkürzestenKanten,  wennm'=^^^Vig.60. 

Züsch,  der  rhomb  e t 

Im  Falle  - " < - - Fitr62 

r-iu  b .,„d  ,1.  CK.  „i, 

«)  parallel, 


Wenn 


m' 


mn 


/5)  convgt.  nach  dem  ditetr  Eckn  ^ ” 

y)  convgt.  nach  dem  ditrig.  Eckp  II  I ‘ ’ 

ßl>?ntbe'n,  "wen 


m' 


pp  M 

<xO//  bildet: 

4 Mer/?  «iittleren Kanten,  Avenn  «'  = «;Fig.6 

cj  Zusch.  der  rhomb.  Ecke  V-. 

Im  Falle  c sind  die  CK  ‘ ® 

f-K.  mit  den  längsten  Kanten 

«)  parallel,  ...  . 

« convgt.  nach  dem  ditetr.  Eckp. 

convgt,  nach  dem  ditrig.  Eckp.  - . , ^ ' 
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Ausserdem  erscheinen  im  Falle  b dieZuspfl.  als  Rhomben, 
m — n 

CG.  »»V—  n')n  + «"(;/' —n)m  = 0 

6)  ocO  bildet  jederzeit  Abst.  der  rbomb.  Ecke, 
zwar  sind  die  CK.  mit  den  längsten  Kanten: 

«)  parallel, ni  + n = nm-,  Fi<^6^' 

ß)  convgt.  nach  dem  ditetr.  Eckp.  -- ” 

y)  convgt  nach  dem  ditrtg.  Eckp.  - - 

CG  »»"(«"  — i)n  — »"(w  _ l)/^  _ 0 

6)  O bildet  Abst.  der  ditrig.  Ecke ; erscheinen  die  AbstÜ 

als  regelmässige  Hexagone,  so  ist « = fs  ioQ] 
Fig.  67. 

CG.  m”{m-i)n-n"{7i~i)m~mV{m~n)^Q 

7)  bildet  Abst.  der  ditetr.  Ecke.  Fi-  68 

b-  • 

«"  n ■ 

§.  159. 

Combinationen  des  Ikositetraeders  mOm. 

1)  Mitw'OÄ';  die  allgemeine  Discu.ssion  der  vorkoJii' 
menden  Fälle  ist  hier  ganz  ähnlich , wie  oben  & 
d.e  Combination  mOn . m'0,u';  es  ist  nämlich 


, 7»  n 

^ wenn  — ^ , 


r'>  = <r  - . 


•«- ^ »>'(«'  + 1) 

r'-^  ^ r ■ ■ n'  > = < »t  + 1 

Da  nun  m'  immer  ^ an  icr  ^ i 

, so  ist  immer 

»I  +« 


^ystemhhre.  Tesseralsysiem.  Cap.  IF.  191 


«'<>»und|;>i.;Fig.71 


mn' 

immer  >4«' 

j?  ' - - >»«'-{-1 

Wenn  daher  «'=  oder  >/«,  so  kann  oflfenbar  nur 

* >f  und  Statt  finden,  während  für  m'<», 

Ulogliche  Verhältnisse  eintreten  können.  Fol»^- 
sind  überhaupt  nur  die  CV.  Nr.  2,  3,  5,  9,  10, 
un  12  möglich,  und  es  bildet  m'On'  an 
A.chtil.Zusp.  der 

'■)  tagt 

')  vurt.'z"4“r  ■ ■ 

fhomb.  Ecke  - . 

'^)  Zusch.derkürze- 

-x  5,  , Kanten  - - 
) Sechsfl.  Zusp.  der 

trig.Ecke  - - ^ 

tm  Falle  c sind  die  CK  mW  j ~ ^ " 

gonalen  von  mOm  «»trischenDi 

_ , 

S nach  dem  tctr.  Eckp.  . . 

y)  n^gt.  nach  dem  trig.  Eckn  > -- 

Ansaerdem  werden  die  CK  im  Fall  ' i “ 

»lOm  'r  ' * ^ ^ •^“‘■zeren  Kanten  v 

»‘Ow  parallel,  wenn  ” 0«  +11 

, m' — — m+l,  und  im  Falle 

oen  längeren  Kanten  parallel  , 

cG.  wenn  m'  = m. 

{m  ~n )+«,  (m~^m')u'+n'Xn'~m)m'===o, 

-)  tw  Om  bildet  vierfl  anf/l’  m t 
»1er  tetr.,  oder  dreifl  d n " 2“« 


- Fig.7i 
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3)  m'O  -,  seine  Flächen  sind  immer  anf  die  kürzere" 
Kanten  von  mOm  aufgesetzt,  und  bilden: 

a)  Abst.  derselben, wenn  m'=^;  Fig.75- 

b)  Zusch.  der  rhomb.  Ecke  - - - > . . Fig.7^' 

c)  Dreill.  Zusp.  der  trig.  Ecke  - - . . yjir.lt 

Im  Falle  b sind  die  CK.  mit  den  symmetrischen  Di"' 

gonalen 


“)  parallel ^ 


m 


2 — m 
< - - - 


ß)  convgt.  nach  dem  tetr.  Kckp. 
y)  convgt.  nach  dem  trig.  Kckp. 

Ausaerdem  werden  die  CK.  im  Palle  by  deflmigeren  Kantet 
von  mOm  parallel,  wenn  »«'  = m. 

CG.  1)  + ~ u'’{m—i)m’=0 

4)  ocO//;  seine  Flächen  sind  immer  auf  die  längere" 
Kanten  von  7nOm  aufgesetzt,  und  bilden: 

a)  Abst.  derselben  . /■  n. 

i \ -xr  n r,  , ^venn  j/=m;Fm.83‘ 

b)  Vierfl.  Zusp.  der  tetr.  Ecke  - . . ^ 34. 

c)  Zusch.  der  rhomb  Ecke  . . ...  _ ^ _ j’j  35 

Im  Falle  c sind  die  CK.  mit  den  symmetrischen  Dia' 
gonalen 

“)  parallel, 

ß)  convgt.  nach  dem  tetr.  Plekp.  - - - > 1 

y)  convgt.  nach  dem  trig.  Kckp.  - _ . ^ 

Ausserdcn.  werden  im  Palle  b die  CK.  den  kürzeren  Kante" 
von  mOm  parallel , wenn  n'  = 7n  1;  Pijr  94 

CG.  »/"(«"— tO  + «'V—w)  = o 

5)  ocO;  seine  CV.  ergeben  sich  aus  denen  von  coO»'! 
da  aber  n'=l,  also  immer  < m,  so  bildet  xO 
nur  Abst.  der  rhomb.  Ecke,  und  zwar  sind  die  CK 
mit  den  syinmetriscben  Diagonalen 

re)  parallel, wenn  w = 2;  Fig.78. 

ß)  convgt.  nach  dem  trig.  Kckp.  - - - ^ _ 

r)  convgt.  nach  dejii  tetr.  Kckp.  - - - . 

CG.  wt"(w"— 


^yste7nlehre.  Tesseralsystem.  Cap.  W.  193 

CG^  Ecke;  Fig.79  und  80. 

§:  160. 

Corabinationen  des  Triakisoktaeders  mO. 

« = 1,  so  ist  jederzeit  »•'>r, 
’nid  CV.  sind  daher  Nr.  1,  4 5 Q 

daher  bildet  «.W  an  «tO 

isch.  der  kürze- 

Mn  Kamen  , _!!S1  p.  „ 

'■)  Acha  Zn,p.  rter  ” + ”' 

, ditetr.  Ecke 

Sechsfl.  Zusp.  der  ‘ > Eig.  87. 

trig.  Ecke  - - ^ _ 

Falle  b sind  die  CK  r‘/  ^ 

''on  mO  ' längeren  Kanten 

“)  rechtwinklig,  wenn  ”^''(”'4-1) „ 

ß)  ®tuinpfwinklig  - . ” 

y)  spitzwinklig  . . ' ' ^ ' 

wd„„„ä.„,,p  ■ - - <- 

™ « „„„ 

Kanten  aufgesetzt,  und  bilden: 
a)  Abst.  derselben,  , 2t» 

13 
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«)  rechtwinklig,  wenn  m’  = 2m  — l 
ß)  stumpfwinklig  - - - - . . 

. ;')  spitzwinklig  - - - - - - 

Ausserdem  erscheinen  im  Falle  hy  die  Zuspfl.  als  Rhofflbe'’’ 
wenn  m'  = mi  Fig.  90. 

CG.  m"(m  — m')  + li'itu'  — l)m  — — l)  — o. 

3)  »/O  bildet  Zusch.  der  längeren  Kanten,  oder 
die  Flächen  gesetzte  dreifl.  Zusp.  der  trigonah" 
Ecke,  je  nachdem  oder  ■<»<;  Fig.  92 

CG.  »"  = 1. 


4)  ocO«';  da  nicht  nur  r' > r,  sondern  auch  ^ 
l'  t 

7'  ^ 7’  jederzeit  vierll 

auf  die  längeren  Kanten  gesetzte  Zusp.  der  dite« 
Ecke,  die  CK.  stumpfwinklig  auf  den  längeren  KaC 
ten.  Die  CK,  werden  aber  parallel  den  kürzer«'' 

Kamen,  w-enn  = „„d  die  Zuspfl,  ersehe'' 


non  als  Rhomben,  wenn  rjn-,  qo 

m — ±‘  ö' 

CG.  — ?t') -j- «"(w' — 1)/»  = 0 

5)  ccO  bildet  Abst.  der  längeren  Kanten.  Fig.  94. 
CG,  ;t"=l  und 

6)  O bildet  Abst.  der  trig.  Ecke;  Fig.  95. 

CG.  re"  = 1 und  w!'  <;  m. 

7)  ocOoo  bildet  Abst.  der  ditetr.  Ecke;  Fig.  96. 


§.  161. 

Combinationen  des  Tetrakishexaeders  ocOn. 

t 

1)  Mit  m'Ort'-,  da  — jederzeit  < — , %o  können  n«^ 

T T 

die  CV.  Nr.  1,  6,  7,  8 und  9 Statt  finden. 

Es  bildet  daher  m'On'  an  ocO» 
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**)  kürzeren 

Kanten,  wenn 
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m'n' 


m'  + a'~ 
- - - > 


«;  Fig.97. 
- Fig98. 


»>)  Achtfl.  Znsp.  der  tetr. 

«’/  Sechsfl.  Zasp.  der  di- 

T „ trig.  Ecke „ 

” ) il«"'  f * »"S-- kJ» 

i'iiiKug  wenn«'  — n-  FJo-  QO 
<*>  »PitEwinklür  — l^ig.  Ö9. 


stumpfwinklig  - - . ^ . 

''«n  ™ Kanten 

" ooOn  parallel,  wenn  » 


w — 
-»)»'; 


: n. 


--0. 


““f  Jie  MtJ»  k“'";'”  *“■* 

>)  Al.„.  de,„,b"„  “ “"•*  “W'- 

'■)  Jer’ten  iii;  ' "™"  ”*'=2«:  %•  K». 

')  n"i«.z»p.d„a,  J 

kn  Palle  c sind  die  CK  auf  d i - ' 

«)  rechtwinklig,  wenn  = 

PJ  spitzwinklig  . . — ” 

7)  stumpfwinklig  . T ' ^ ' 

Ausserdem  erscheinen  im  'paS  ’r  d-  , 

CG  X."’=7”-‘i  Pis-  102  ’'  *'• 

»'0;  da  jedenüuia  < ,, 

^^ann  nur  der  Fall  Nr  Q « d.  ^ r ’ ®® 

sind  im, „er  auf  die  län!«  ^^ächen 

bilden  dreifl,  Zusn  der  d’?"  gesetzt,  und 

::f T*  '“"s  Jn  wt  j 

ie„kä„er.aKan.e„pa,alle,, 


13 
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Fig.  103;  die  Zuspfl.  erscheinen  endlich  als  RhoiH' 

ben , wenn  m'  = — - 

re  — 1 

CG.  m"{n" — n)  + «"(« — i)m'  =■  0. 

4)  ocO/i'  bildet  Zuscb.  der  längeren  Kanten  oder  vierfl' 
auf  die  Flächen  gesetzte  Zusp.  der  tetr.  Ecke, 
nachdem  <C  oder  > «;  Fig.  104. 

CG.  fft"  = oo. 

5)  ocO  bildet  Abst.  der  längeren  Kanten ; Fig  105. 
CG.  m"  = oo  und  n"  <C.  n. 

6)  O bildet  Abst.  der  ditrig.  Ecke;  erscheinen  di^ 
Abstfl.  als  regelmässige  Hexagone,  so  ist  n = i' 
Fig.  106. 

CG.  »»"(«" — «)  + n"(w — 1)  — 0. 

7)  ocOao  bildet  Abst.  der  tetr.  Ecke;  Fig.  107. 

CG.  wi"  = oo  und  »">«. 

§.  162. 

Combinationen  des  Rhombendodekaeders  ocO. 

t’  t 

1)  Mit  ot'O«';  da  «•'>»■  und  so  können  niif 

T r 

die  CV.  Nr.  1,  5 und  8 Statt  finden,  und  es  bilde* 
daher  m'On'  an  ocO: 

a)  Ziisch.  der  Kanten,  wenn  = Fig.  lOS- 

b)  Achtfl.  Zusp.  der 

tetr.  Ecke  - - Fig.  103' 

c)  Sechsfl.  Zusp.  der 

trig.  Ecke  - - - Fig.  iiO' 

CG.  ä'V  — iK  — «V  — i)"'  = o. 

2)  m'Om';  .seine  Flächen  sind  immer  auf  die  Kante** 
gesetzt,  und  bilden: 
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a)  Abst.  derselben,  wenn;/»' = 2;  Fig.lll. 

b)  Vierfl.Zusp.  der  tetr.  Ecke  . - Fig.112. 

der  trig.  Ecke  - - . Fig.113. 

« K— 1)  — l)  = o. 

Flächen  gesetzte  Zusp. 
tng.  Ecke;  Fig.  114.  ^ 

■ = 1 und  m"  >•  m'. 

) ooO»  bildet  vierfl.  auf  die  Flächen  gesetzte  Zusp. 
«er  tetr.  Ecke;  Fig.  115. 

«»"  = oound/<«'. 

CG^  ^^JWet^Abst.  der  trig.  Ecke;  Fig.  116. 

Fig.  117. 

§.  163. 

Combinationen  des  Oktaeders  O. 

Es  bilden  an  O 

1)  »»  O«',  achtfl.  Zusp.  der  Ecke-  sind  io  .»«  ■ t-  - 

uerundderselbenOktabderfläcLeinaider;:;en4et 

«•..naeCK.p„al.el,.„u.„.=^  Pig.,,, 
CG.  ^ + 

S'»““  Zusp.  der 

CG.  •• 

3)  w'O,  Zusch.  der  Kanten;  Fig.  120. 

CG.  tt  =1,  und 

sin'd^^^'  Kanten  gesetzte  Zusp.  der 

de  fl  -’  h derselben  Oktae- 

CK,  parallel, 

— «')  -j-  n"(u' — 1)  = 0. 


I 
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5)  odO  Abst.  der  Kanten;  Fiff  122 
CG.  «"=1. 

6)  ooO^.  Abst.  der  Ecke;  Fig.  123  und  124. 

CG.  m =7t’'. 

§.  164. 

Comblnationeii  des  Hexaeders  ooOoc. 

Es  bilden  an  cxiOao 

1)*  m'On',  sechsfl.  Zusp.  der  Ecke ; Fig.  125. 

et*.  -.=  y. 

CG.  in"  = 

3) m  O,  dreifl.  auf  die  Kanten  gesetzte  Zusp.  der  Ecke; 

Fig.  127.  ^ 

CG.  = 

4)  ocO«',  Zusch.  der  Kanten;  Fig.  128. 

CG.  m"  = oo  und 

5)  (xO,  Abst.  der  Kanten;  Fig.  129. 

CG.  ” 


m =x. 


6)  O,  Abst.  der  Ecke;  Fig.  130  und  124 
CG.  m"  = n". 

B.  Setniiegserale  CombinaUonen. 
a)  Geiieigtflachig  - semitesserale  Combinationen. 

§■  165. 

Allgemeine  Bemerkung. 

Die  geneigtflächig -semitesseralen  Combinationen 
«nd  diejenigen,  in  welchen  die  der  geneigtflächigen 
Heimedne  fähigen  Gestalten  wirklich  hemiedrisch  auf- 

treten;  ,n  welchen  also  das  Oktaeder  als  Tetraeder, 
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Jas  Triakisoktaeder  als  Deltoiddodekaeder,  das  Iko- 

okt' "''f  ^as  Tlexakis- 

iiKr:^  * f ^ ^^®*^*®tetraeder  erscheint,  während  die 
hendoH..l-*^"j  nämlich  das  Hexaeder,  Rhom- 

schen  Ch '**^1^*^  Tetrakishexaeder  ihren  lioloedri- 
binatio  behaupten.  Zur  Auffindung  der  Coin- 

ren  C werden  wir  auch  hier  die  binä- 

jg  '’*’'‘"'nationen  je  zweier  die.ser  Gestalten,  oder 

übrigen  zu  untersuchen 
indem  war  nach  der  Reihe  eine  jede  als  vor- 
igen iietrachten,  und  die  Modificationen  ange- 

durch  die  Flächen  der  untergeordne- 
^athod'*^'^!*^  erfährt.  Aber  wiederum  werden  wir,  um 
Malp  . ^®‘‘fahren,  und  die  Aufgabe  mit  einem 

fanw  mit'  d*'^  Allgemeinheit  zu  lösen,  den  An- 

®Om  /n  ®*'*^**'**iinn  zweier  Hexakistetraedcr 

— ■ und 

2 2 niachen  müs.sen.  Dabei  sind  jedoch, 

nisse  hpitTBa  P“J^®*‘*''ehnng  der  Combinationsverhält- 

i=i  s.!:z:  "rt,sr'r"“  "T'-"!;'-  "" 

‘en  zu  einander  l.=.l  •'«‘'"'edrische  Gestal- 

^igen,  und  desh  wohl  zu  berücksich- 

2 , sondern  aucli  jene  von  22^  „„,| 

__  2 

2 - zu  untersuchen. 


§.  Ifiß. 

Combinationcn  zweier  Hexakistetraedcr. 

Jip  ^'rscheinungsweise  der  Combinationen  zw  eier 
exakistetraeder,  von  denen  das  eine  als  vorherr- 
che^H-''*^  enkenist,  wird  unter  Voraussetzung  glei- 
der\  Grössenverhältnisse 

r holoedrischen  und  hemiedrischen  trigonalen  Halb 
oder  von  dem  Verhältnisse  der  Coöffieip  e 
« r,  / und  T abhangen,  wie  foiof 
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A.  Beide  Hexakistetraeder  befinden  sich  in  derselben 
Stellung. 

Dann  bilden  an  — als  Torherrschender  Gestah 

die  Flächen  von  — -Q— 

I.  Zuschärfungen  der  Kanten,  und  zwar 

1)  der  kürzesten  Kanten,  wenn  t'  — t, 

/'  t 

und  folglich  — ; pig.  131 

2)  der  mittleren  Kanten,  wenn  r' =t,  t' > 

t'  t 

und  folglich  — > — ; Fig,  132. 

TT 

3)  der  längsten  Kanten,  wenn  ->= — , t'c'^» 

T T 

und  folglich  i'Ct;  Fig.  133. 

II.  Vierflüchige  Zuspitzungen  der  rhombischen  Ecke» 
wenn  > T nnd  t'  ^ t,  und  zwar  sind  die  CK' 
mit  den  längsten  Kanten: 

t' 


4)  Parallel,  Avenn 


%'  T 


5)  Convgt.  nach  den  spitzen  ditrig.  Ecken,  weni> 

Fig.  134. 

6)  Convgt.  nach  den  stumpfen  ditr.  Ecken,  Avenfl 

X T 


III.  Sech.sflächige  Zuspitzungen  der  spitzen  ditrigona' 
len  Ecke,  Avenn  t'  < t und  , und  zvvaf 

T T 

sind  die  CK.  mit  den  kürzesten  Kanten; 

7)  Parallel,  Avean 

8)  Convgt.  nach  den  rhomh.  Ecken,  wenn  t'>^- 

9)  Convgt.  nach  den  stumpfen  ditr.  Ecken,  wen" 
l'<t;  Fig.  135. 
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• Sechsfl.  Zusp.  der  stumpfen  ditr.  Ecke,  wenn 
. / t ^ 

t <^t  und  — zwar  sind  die  CK.  mit 

den  mittleren  Kanten: 

10)  Parallel  , wenn  r'  = t. 

11)  Convgt.  nach  den  rhombischen  Ecken,  wenn 

12)  Convgt.  nach  den  spitzen  ditr.  Ecken,  wenn 

B n 136. 

as  eine  Hexakistetraeder  befindet  sich  in  ver- 
^Wendeter  Stellung. 

dieser  Stellung  kann  nur  eine  geringe  Anzahl 
von  Combinationsverhältnissen  Statt  finden.  Weil 
nämlich  die  hemiedrischen  Halbaxen  der  einen 
gestalt  in  die  holoedrischen  Halbaxen  der  an- 
orn  tallen,  und  vice  versa,  so  sind  dieVerhält- 

\v  f^x'***'  - V ZU  vergleichen, 

eiche  natürlich  nicht  so  mannichfaltig  seyn  kön- 
nen, da  immer  T>  « und  r'^t'  seyn  muss.  Diese 
insc  irankenden  Bedingungen  gestatten  überhaupt 

nur  folgende  Combinationen  zwischen  und 

m'On'  ^ 

^2  • 

l.  SecU  Zusp.  der  spiis,„ 

<.,  und  z»ar  sind  diu  CK.  i„i,  d«„  kürsesteu 

Kanten  von  • 

2 ■ 

13)  Parallel,  wenn  t'  ■. — / • 

®®eh  den  rhomb.  Ecken,  wenn  r'^t- 

IT  7 ^rT'  'venn  z'<  /’ 

I^antenj  iin(l  zwar  nur 

16)  Zusch.  der  mittleren  Kanten,  wenn  t' = r und 

m.  Zus^  der  rhomb  Ecke,  wenn  ,->r;  „„j  «var 
3ie  CK.  mit  den  längeren  Kanten  nur 
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17)  Copgt.  nach  den  spitzen  ditr.  Ecken,  weü 
nothwendig  t'  > t. 


§.  167. 

Die  Combinationsbedinguiigeii  als  Functionen  von  m und  n. 

Die  im  vorhergehenden  §.  enthaltenen  Combina' 
tionsbedingungen,  welche  die  allgemeinen  Relationea 
zwischen  t,  l'  und  r'  ausdrücken,  müssen  jedoc^* 
als  Functionen  der  Ableitungscoeflicienten  ausgedrück^ 
werden,  damit  man  unmittelbar  aus  dem  krystallo' 
graphischen  Zeichen  zweier  Gestalten  die  für  sie  mög' 
liehen  Gombinationsverhältnisse  bestimmen  kanO' 
Setzt  man  für  t,  t,  t'  und  y ihre  aus  §.  Ii4.  un^ 
§.  130.  bekannten  Werthe,  so  erhält  man: 


< t,  wenn 
v'  ^ — T,  wenn 


m'  4-  M 


7> 


^ mn 
m n 


r 


mn 


. t mV+1). 


n 


^ * n n 

und  für  verwendete  Stellung  beider  Gestalten 

mn 


^ )>  = <Cr,  wenn 
/ 

7>  = •<  ^,  wenn 


= ^ 

m'  ii'  m — n 

^ mn 

m'  ~n'^~ 


Wir  schreiten  nun  zur  speciellen  Darstellung  der 
binären  Combinationen. 


§.  168. 

Combinationen  des  Hexakistetraeders 

2 


1)  Mit  „nd 


»t'Ow' 

; diese  beiden  Gestalte^ 


bringen  die  in  §.  166.  anfgezählten  CombinationS' 
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<lingungrn11'e"rvo?^*^  daselbst  angegebenen  Be- 

2)  Mit  ^ . 

2 » Und  zwar  ^ 

A.  mit  4,  »*'0  . , . 

T — ; da  « =1,  so  wird  die  Discussion 

täglichen  Fälle  folgende : 


\v 


®nn  t'>: 


:<r,  so  ist  »»'<  = >. 


mn 


«+*»(« — 1) 


"'enn  = »!'>  = < 

Da  « . n~7u(n~i) 

nim  nothwendig  jederzeit 


mn 

^+  m {n-~r) 


mn 


sn  ■■  ~™(w  — 1) 

so  muss  für  t' ^ ^ 

«h„„d  ,1  nollra-endig  ('  < , sej„, 

y®liäl,„i,.e  S,a„  fmdefy" ' “U» 
dass  nur  die  CV.  Nr  3 ^ Hieraus  folgt, 

-^gUcb  Sind.  Die  Flächen’ 

'~2'  Sind  immer 

a»f  die  längsten  Kant 
bilden ; 


on  von 

" gesetzt,  und 


2 


unverändert  so  gelten^"  Gestalten  die  Comblna 
unter  CG  1 ^“‘“"drischei 

«g«  Combinationsgleichungzu  v^ 

y ^«'«her  die  CG.  hier  mitgethS  / die  Fern, 

dieselbe  Stellung  habe  ^ dritb 

Sollte  der  en4ge„ges:::tf 

J^ormeln  m"  negativ  einzuführen.  ^ »> 
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a)  Abst,  derselben,  wenn  m' — FiglSl 

b)  Dreifl.  Ziisp.  der 

sp.  ditrig.  Ecke  --  - Fjg.  0' 

c)  Dreifl.  Ziisp.  der  st. 

ditrig.  Ecke  - - pig.  0' 

Iin  balle  b sind  die  CK.  niit  den  kürzesten  Kantß®' 

ß)  parallel, m'  _ 

7«+'’ 

ß)  convgt.  nach  dem  rhomb.  Eckp.  ..  - - - 

y)  convgt.  nach  dem  st.  ditrig.  Eckp.  - ^ ' 

Im  Falle  c sind  die  CK.  mit  den  mittleren  Kanten: 

«)  parallel,  m'  _jnt 

o\  * I , ^ 

ß)  convgt.  nach  dem  rhomb.  Eckp.  ..  - - - 

y)  convgt.  nach  dem  sp.  ditrig.  Eckp.  - - . - 

Ausserdem  erscheinen  die  Zuspfl.  als  Rhomben 

im  Falle  by,  wenn  m' -ziz ^ 

n — 111(71  — 1) 

im  Falle  cß,  wenn  m' w 

/r»  K'+'wgnZrj) 

P tn'O  mn  . , 

B.  Mit  weil  — - immer  >1,  „„j 

immer  < 1,  so  folgt,  da.s.s  jederzeit  #'<t,  niii* 
die  möglichen  CV.  werden  Nr.  13,  14  „nd  1^ 

Daher  bildet  — an  jederzeit  Znsp.  de^ 

sp.  ditrig.  Ecke,  und  zwar  sind  die  CK.  mit  de'' 
kürzeren  Kanten 

wenn  = 

ß)  convgt.  nach  den  rhomb.  Eckp.  - - . ^ '"(>‘—1)'' 
y)  convgt.  nach  den  st.  ditrig.  Eckp.  - - - > ' , ' 

Ausserdem  erscheinen  im  Falle  y die  Zuspfl.  als*Rhombe‘- 

wenn  m'  = ^ 

7«(»  — 1)  — „• 

CG.  =.  0. 

■s)  rUit  — - — , und  zwar 
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A.  mit  4-^-2^.  , . 

2 ’ fla  T immer  >T,  so  werden  Nr.  1, 

•“‘•glichen  Fälle;  die  Flächen 

von  immer  auf  die  kürzesten  Kanten 

von 

gesetzt,  und  bilden: 

»)  Akt.  derselben,  . . w.nit  m' = ■?!!!!-■  Fi„ 
Züsch,  d«  rhomb,  ° ' 


Fig.  141. 


')  Ureili.  Znsp.  der  st  ^ 

: 

» ■•»vnt.  .„h  j.„  j.  _ 

5 ::::: 

7 Z“f  A .1.  El, ..eben, 


f/c 

B.  Mit  . . . 

O ’ T 1 


immer  >«,  so  können  nur 


X-  . «vumien  mir 

I Rä- 
chen von  — • j 

-y-  sind  immer  auf  die  mittleren 
aufgesetzt,  und  bilden: 


eben  v 
hi'anten  von 


Cq 


j»)  Abst.  derselben,  . . ^venn  m'  = ^,  pi.  143 
Zusch.  der  rhomb.  ‘ 

•=)  Dreifl.  Zusp.  de^rtp.  ^ig.  144. 

m 


»•»>  + = 0. 
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4)  Mit  ocOji';  hier  verschwindet  der  Unterschied  der 

Stellung,  und  ~ ist  immer  >.  — , weshalb  de>'" 

auch  nur  die  CV.  Nr.  2,  5,  7,  8 und  9 Statt  Ü"' 
den ; nämlich 

a)  Zusch.  der  mittleren  Kanten,  . . Avenn?i'=^ 

b)  Vierfl.  Zusp.  der  rhomb.  Ecke  - - 

e)  Sechsll,  Zusp.  der  sp.  ditrig.  Ecke,  - - 

Im  Falle  c sind  die  CK.  mit  den  kürzesten  Kanten^ 


ß)  parallel, 

/?)  convgt.  nach  den  rhomb.  E. 
j')  convgt.  nach  den  st.  ditrig.  E. 


wenn  w'; 


7»n 


w -f-  n 


5)  Mit  ocO;  ~ ist  immer  > aber  auch  z'  immc' 

< T,  da  = also  können  nur  die  CV  Nr  1i 
8 und  9 Statt  haben,  und  <xO  bildet  stets  dreiü 
Zusp.  der  sp.  ditrig.  Ecke,  die  Zu.spfl.  auf  die  läng' 
stell  Kanten  aufgesetzt;  und  zwar  sind  die  CK 
mit  den  kürzesten  Kanten: 

ß)  parallel,  . . . . : Fig. 

ß)  convgt.  nach  den  rhomb.  K.  -- >-- 

J')  convgt.  nach  den  st.  ditrig.  E.  -- <-- 

6)  ocOx>  bildet  Abst.  der  rhomb.  Ecke;  Fig.  147. 

7)  j bildet  Abst.  der  st.  ditrig.  Ecke;  erscheinen  dir 

Abstfl.als  regelmässige  Hexagone,  so  ist 

O 

Fig.  148.  --  bildet  Abst.  der  sp.  ditrig.  Eckei  | 
Fig.  149;  erscheinen  die  Abstfl.  als  regelmässig^  ! 
Hexagone,  so  ist 

m — 1 ■ 

CG.  mV(m  + n)  + l)n—n''(n  — l)m=0. 
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§.  169. 


Combinationen  des  Trigondodekaeders  ^ 

O * 


1)  Mit  j 

^ ^ 2 ■»  zwar: 


A.  mit  4.  ®'0«'  . 

können  nur 

.)  Znsch.  der  kür- 

r.  ^ 


■ ■ > Fig.  151. 


SecLsfl.  Ztisp. 
der  ditrig,  E. 
c)  Sechsfl.  Zii.sp. 

^ df'r  trig.  E - ' 

I"»  Falle  b sind  die  CK  nnf  d ' 

«)  yf  .'“8"“  Kanten  t 

P)  Stumpfwinklig  - . _ 

7')  spitzwinklig  “ > 

Ausserdem  werden  im  Fall'  die'^K' den  I- 
paraUel,  wenn  1)  -u  71'  ‘ ^^'^Fzeren  Kanten 


/n' 


: 7n, 


B)  Mit -.?210a' 
die  CV.  v\’  können  nu, 

eben  des  HexakhieT^^-  J^  haben;  die  Fla- 

«echsfl.  Zusp  d^  t^tT  stets 

CK.  auf  <lan'l«„g„;"|®*';  ™»  "nd  dU 

“)  rechtwinklig,  wenn 

^ WZ  t 

ß)  stumpfwinklig  - . . ” 

r)  spitzwinklig  ....  ' ' *>-' 

Im  Falle  ß werden  die  CK  t i ' 

m'(n'  kürzeren  Kanten  parallel,  wenn 
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»j'O 

—^5  und  zwar: 

A.  mit  +-^;  da  r'  immer  < r,  so  sind  nur  d'® 

CV.  Nr.  3,  7,  8,  9 und  12  möglich;  die  Fläche" 
m'O  . , 

Sind  immer  auf  die  kürzeren  Kanten  g®' 
setzt,  und  bilden: 

a)  Abst.  derselben,  . wenn  = 153’ 

b)  Dreifl.  Zusp.  der  di- 

trig.  Ecke  - - 

c)  Dreifl.  Zusp.  der  trig. 

Ecke  - - - < Fig_ 

Im  Falle  b sind  die  CK.  auf  den  längeren  Kanteir 

«)  rechtwinklig,  wenn  m'  = 

2 — m 

ß)  stumpfwinklig  - - _ ^ _ 

y)  spitzwinklig  - - . _ 

Ausserdem  erscheinen  die  Zuspfl.  im  Falle  by  als  Rhombe^ 


> Fig.  i5i' 


wenn  vi 


ß.  Mit  2 5 da  # immer  •<[  f,  so  können  nd^ 

dreifl.  Zusp.  der  ditrig.  Ecke  Statt  finden,  dif 
Zuspfl.  auf  die  kürzeren  Kanten  gesetzt,  und  ztvd' 
sind  die  CK.  auf  den  längeren  Kanten: 

«)  rechtwinklig,  wenn  m'  — 

?n  — 1 

ß)  stumpfwinklig  - - _ ^ _ 

y)  spitzwinklig  - - . ^ _ 

CG.  /«"»"(«'  + 1) — 7n'Xm  + ,n')  — n''(m  — i)m'= 0. 

3)  Mit  und  zwar: 

A.  mit  + — _ ; diese  Gestalt,  deren  Flächen  i"*' 
mer  auf,  die  Flächen  gesetzt  sind,  bildet 


-m 


'O 
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S Dreifl  ■ Kanten,  wenn m'>m ; Fig.156. 

•^wsp-  der  trig. 

B.  mit ‘’y'Omf  ^ 

*'  < «ud  t'  > f,  so  bildet 

dreiflächige,  auf  die  Jänge- 

157;  Z y Kcke;  rlg. 

= Khomhen,  wenn 

Cg  < „ ' — 

‘ »i  n _j_  ji"(pi' — m)=z0 

> da  T'  immer  <r,  nnd  so  kon- 

kildet  dalmr  f T ^ ^ finden ; ocO// 

-rs'r ’^K  ‘‘Krig.  Ecke, 

«)  -cht«.mk,g,  Kante«: 

W stumpfwinifi;  - — jW 

y)  spitzwiiklig  . . ~ Fig-  162.  . 
parallel,  wenn  i ‘'®"  >5:ürzcren  Kanten 

+ 1 ; Kig.  162, 

5)  MitocO;  diese  Gestalt-  K’ia 

kürzeren  Kanten  gesetzte  7 ”""a'  auf  die 

sind  die  cHuf  de^-.c"  ‘'^‘"^•.Ecke; 

«)  rechtwinklig,  wenn  = 

/S)  stumpfwinklig  . ’ l‘»g- 158. 

y)  spitzwinklig  - . ] ^ ' 

^ ^Ooo  bildet  Abst.  der  längeren  Kanten;  Fig.  159. 

) 2 kildet  Abst.  der  trigonalen  Ecke;  Fig.  160. 

- y bildet  Abst.  der  ditrig.  Ecke;  Fig.  Ifll ; Er- 
scheinen im  letzteren  Poii  j-  .. 
inässigc  Hcjagone,  e„  i„  “ ^3  »'* 
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§•  170. 


Combinationen  des  Deltoiddodekaedcrs 
1)  Mit  — ^ — , und  zwar: 

A.  mit  H ; die  Discu.sslon  der  CV.  ist  di^' 

selbe,  wie  oben  in  §.  168.  Es  wird  nämlich 


/'>  = <?,  wenn  »/>  = <;_ 


mn 


n'+m(n' — 1) 

t'>  — < t,  wenn  »j'  < = > 

w' — /«(«' — 1) 

Da  nun  nothwendig  immer 


mn 


> 


mn 


n’  ~ m{n'  — 1)  n'  + ot(^—  i) 
so  folgt,  dass  für  %' = oder  <t  jedenfalls  t'yi 
seyn  muss,  während  für  T'>r,  = sgyii 

kann.  Daher  sind  nur  die  CV.  Nr.  J,  2,  4,  5 ft 

8 und  11  möglich,  und  es  bildet  . 

a)  Seclisfl.  Ziisp.  der 


2 


sp.  trig.  Ecke,  wenn 


m — ä' 


>< 


m 


h)  Zusch.  der  länge- 
ren Kanten  _ 

c)  Vierfl.  Zusp.  der  rhoinb.  Ecke, 


m- 


m —n  m~l  m'+n'm+l 


‘ Eig.  lOJ 
Fig  1(54 
; Fig.lftft 
Fig.ldd- 


d)  Zii.sch.  der  kürzeren  Kanten, 

wenn , 

e)  Sechsfl.  Zusp.  der  st.  trig.  Ecke, 

wenn  Fig.lß^ 

Im  Falle  c sind  die  CK,  mit  den  symmetrisclW’ 
Diagonalen: 

. m'(n'  -i.  f) 


ft)  parallel, • . ^ . 

/})  eonvgt.  nach  den  sp.  trig.  p;. 
y)  convgt.  nach  den  st.  trig.  K. 


Sr/l 


C ' 
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werden  die  CK.  parallel  den  längered  Kanten  i.„ 


wenn 


w 

n'  — ’ Pä'i'allel  den  kürze- 


ß.  Mi 


Kanten  i,n  Palle  a,  wenn . 

« ->rni'(n’ — 11 ' 


: m. 


^ ^ so  kSnneri  nur 

C\.  X,  14^  jg  nämlich: 

isch.  der  längeren  Kanten,  wenn 

Znsp.  der  rhomb.  Ecke  - - '!  t ! ^^*—1 

erden  die  CK.  den  kürzeren  Kaulen 
parallel,  wenn 


CG. 


' »*V— iiTZir/  = «. 

t,f 

) m (»>+m')u'+n''(,t'~l}mm'=o. 

2)  Mit  „„ , 

2 5 und  zwar; 

mit  + ^■ 

e , , ^ »'^Wet  Zusp.  der  sn 

Uder  der  st.  triff  Ecke  io  i 

Tig.  168.  ® > oder  < ,,, ; 

B.  mit  — 1 ., , 

Chen  ff  ' ''‘''^'"""‘«-»^«^anfdieFlä- 

3j  Mit  . ' ■ 

2 9 zwar: 

A.  mit  -L  , , 

die  CV.  i\  ! ^ "«'• 

Flächen  sind  immer^mif  die'^Pdl  die 

setzt  „nd  bilden:  ge- 


14* 
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a)  Abst.  derselben,  . \venn7Ä'  = — : Fiff.  1^^' 

m -j-  i 

b)  Zusch.  der  rbomb.  E.  - - Fig. 

c)  Dreifl.  Zusp.  der  st. 

trig.  E.  - - . < - - . Fig.  l72- 
Iin  Falle  b sind  die  CK.  mit  den  symmelrischc'’ 
Diagonalen : 

k)  parallel, wenn  = — l 

ß)  convgt.  nach  den  sp.  trig.  E.  — - 

y)  convgt,  nach  den  st.  tilg.  E. 

Ausserdem  werden  im  Falle  hy  die  CK.  den  längeren  Ka"' 
ten  parallel , wenn  m'  = 

m ' 

„ ..  m'Om'  _ 

IJ.  mit  2 — ; diese  Gestalt,  deren  Flächen  iiU' 

mer  auf  die  längeren  Kanten  gesetzt  sind,  bildet- 

a)  Abst.  derselben,  . . wenn //i' = : Fijr  l73 

m — 1 ” 

b)  Zusch.  der  rbomb.  Ecke  - - . ^ pjg  yji,. 

c)  Zusp.  der  sp.  trig.  Ecke  - - - p’jg  ^75, 

CG.  '(nt  *t"  1)  — -j-  ni)  -j-  — Ipn  0. 


4)  MitocO«';  da  i'  immer  >#,  und  so  siiKl 

nur  die  CV.  Kr.  2,  5 und  8 möglich,  und  es  bil- 

den die  Flächen  von  ccO«' 

a)  Zusch.  der  längeren  Kanten,  wenn  n'=~^ 

b)  Vierfl.  Znsp,  der  rhomb.  E.  . - - 

c)  Sechsll.  Zusp.  der  .sp.  trig.  E.  - - - - 

5)  ocO  bildet  Zusp.  der  sp.  trig.  Ecke,  die  Zuspfl.  a«f 

die  Flächen  gesetzt;  Fig.  175. 

6)  ccOoo  bildet  Abst.  der  rhombischen  Ecke;  Fig.  177 

O 
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O A. 

•o  Abst.  der  sp.  trig.  Ecke ; Fig.  178  und  179. 

w"  j 


Combinationen  des  Tetraeders 
bilden  an  ^ die  Flächen 

1)  Von  . »jO«  , „ , „ 

^2 — spitze,  von stumpfe  sechsfl, 

usp.  der  Ecke;  sind  von  den  auf  einer  und  der- 
se  ben  Tetraederfläche  liegenden  CK.  je  zwei  ge- 
genüberliegende parallel,  so  ist  im  ersten  Falle 

^ Oam 

zweiten  Falle  n ; Fig.  180. 

GG.  »«VV  + /0  — !)„'  ^n"{:n'-^i)m'z=0. 

2)  von  spitze,  von  — ^ stumpfe,  dreifl.  auf 

gesetzte  Zusp.  der  Eeke;  Fig.  181  u.  182. 

'Om' 


3\  ^ m \Jm 

on  Zuschärfungen  der  Kanten;  Fig.  183. 
von 

~ stumpfe,  dreifl.  auf  die  Kanten  ge- 


2 

n'Qm' 

"~2 

*'•8- 184. 

. 2m  H H- 1 ) -j-  «"(«'— i)  = o. 

4)  von  ~~B 


CG. 


7t 


1. 


Abst.  der  Ecke ; Fig.  185. 


5)  von  ocOrt  , sechsfl.  Zusp.  der  Ecke ; sind  von  de 
mjf  mner  und  derselben  Tetraederfläche  gelegene 
CK.  je  zwei  gegenüberliegende  parallel,  so  ist  n = ' 

«)  von  ooO,  stumpfe,  dreifl.  auf  die  Flächen  gesetzt 
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Ziisp.  der  Ecke,  so  dass  jede  Ziispfl.  normal  au*' 

derjenigen  Tetraede^kante  ist,  mit  welcher  si« 
nicht  unmittelbar  zum  Durchschnitte  kommt;  Eig  1^6. 

7)  von  cxQao,  Abst.  der  Kanten;  Fig.  187. 

§.  172. 

Coiiibinatiüuen  des  Tetrakishexaeders  ocO«. 

1)  Mit  diese  Gestalt  bildet: 

a)  Zusch.  der  an  den  abwechselnden  ditrig.  Ecke" 


m n 


liegenden  kürzeren  Kanten,  wenn- 

b)  Vierfl.  Znsp.  der  tetr.  Ecke,  je' ztei  Zuspfl- 
a zwei  gegenüberliegende  Kanten  gesetzt 
m'n' 


wenn 


7 > w. 


m'  -f-  ii' 

c)  Sechsfl,  Zusp.  der  abwechselnden  ditrig.  Ecke» 


wenn 


Z//  -j-  71 


> < 71. 


„s  7n'Or7i'  , , 

2)  — 2 — bildet: 

a)  Abst.  der  an  den  abwechselnden  ditrig.  Ecke" 
liegenden  kürzeren  Kanten,  wenn  7ii' 

b)  Zusch.  ^er  tetr.  Ecke,  die  Zuschfl.  auf  die  gr 
genuberliogenden  Kanten  gesetzt,  wenn  zn'> 2/i- 

C)  üreifl.  /usp.  ^er  abwechselnden  ditrig.  Eck", 
die  ZuspH.  auf  die  kürzeren  Kanten  ^gesetzt, 
wenn  »i  <<2m.  ° 


3)  ^ bildet  dreifl,  Zusp.  der  abwechselnden  ditrig- 
Ecke,  die  Zuspfl.  auf  die  längeren  Kanten  gesetzt- 

4)  ~ bildet  Abst.  der  abwechselnden  ditrig.  EdkO' 

erscheinen  die  Abstfl,  als  regelmässige  Hexagon"- 
ist  77  = 2.  o n 


i) 


2) 
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§.  173. 

oiJibiiiatiouen  des  Rhumbeudodekaeders  und  Hexaeders. 

am  UhombenJodekaeder  ooO 

M Ort' 

Zusch.  der  in  den  abwechselnden  tvigonalen 
^cken  liegenden  Kanten , wenn  in'n'  = vi'  + n' ; 
%•  188. 

) ^ierfl.  Zusp.  der  tetr.  Ecke,  je  zwei  Zuspll.  auf 
zwei  gegenüberliegende  Kanten  gesetzt , wenn 
«V  ,//  _j_  f/ 

Sech.sfl.  Znsp.  der  abwechselnden  trig.  Ecke, 

wenn  mV 

tt'Oöi' 


abwechselnden  trigonalen 
Jbcke,  wenn  m = 2;  Fig.  189. 

J der  tetr.  Ecke,  die  Zuschfl,  auf  die  ge- 

Kanten  gesetzt,  wenn  m>2; 
xig.  190.  ^ 

«)  Dreifl.  Zusp.  der  abwechselnden  trig  Ecke 
wenn  ’ 

3)  d • 

2 auf  die  Flächen  gesetzte  Zusp.  der  ab  ■ 

wechselnden  trig.  Ecke. 

O 

2 5 Abst.  der  abwechselnden  trig.  Ecke.  J 

Es  bildet  am  Hexaeder  coOao: 


1) 


sechsfl.  Zusp.  der  abwechselnden  Ecke. 


m'Off/ 


cy.  m \jm 

) -y-’  dreifl.  auf  die  Flächen  gesetzte  Zusp.  der 
abwechselnden  Ecke. 
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vi'O  , 

-jp->  «leui.  auf  die  Kanten  gesetzte  Ziisp.  der  ab- 
wechselnden Ecke. 


4)  — , Abst.  der  abwechselnden  Ecke. 


b)  Parallelflächig -semitesserale  Conibinationen. 

§.  174. 

Bedingungen  für  die  regelmässigen  Combinationeii. 

Bei  der  Untersuchung  der  parallclflächig-semiteS' 
seralen  Combinationen  haben  wir  zunächst  die  Combi' 


//*  V//«' 


Nationen  zweier  Dyakisdodekaeder  [^^^jund[— -j 

zu  beriicksicbfigen,  jedoch  wegen  der  eigenthümlichei' 
Beschaffenheit  dieser  Gestalten  einen  etwas  ander» 
Weg  einzuschlagen,  als  bisher.  Zu  den  durch  ein» 
gewisse  llegelinäs.sigkeit  ausgezeichneten  Coinbiiia- 
uonen  werden  nämlich  nicht  nur  die  vier,  da  die  CK' 
einer  der  Seiten,  sondern  auch  die  beiden  zu  rech' 
aen  seyn,  da  sie  einer  der  Diagonalen  der  Flä' 


eben  der  vorherrschenden  Gestalt  parallel  laii' 

fen  Wii  haben  daher  folgende  sechs  regelmässig» 
l'V.  aiiszuheben:  die  CK.  sind  parallel 

1)  der  längsten  Kante  B"  (Fig.  17  a), 

2)  der  kürzesten  Kante  A",  ® ’ 

3)  der  unregelmässigen  Kante  an  ß" 

4)  der  unregoimässigen  Kante  an  A"’, 
ö)  der  gleichschenkligen  Diagonale,  ’ 

, ())  der  ungleichschenkligen  Diagonale 

Die  Bedingungen  für  diese  CV.  sind  theils  n»' 
inittelbar,  theils  mittels  der  Combinationsgleichu»^' 
leiclit  aufzufinden;  es  werden  nämlich 

A,  bei  gleicher  Stellung  beider.  Gestalten,  die  C'K 
parallel 

1)  der  längsten  Kante  B",  w enn  ===  n ■ 
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3)  ^•'•’zesten  Kante  wenn  m'  — m\ 

\vi  Kante  an  B",  welche  wir 

m'(i  ^ wollen,  wenn 

4)  der*  — — 

Unterschiede  von  der  vorigen  mit  C",  hezeich- 
Wenn 

® (««— -|_ n\m—n'^)m—m'H'{m'^  ~n)n  = o ; 
SU  T Diagonale ; für  diesen  Fall 

'•®  t man  aus  den  bekannten  Coordinaten  der 
nCl  Diagonale  die  Gleichung  derselben, 

i>i!i  "^'‘nn  als  Bedingungsgleichung  für  jede 

ihr  parallele  Fläche: 

m'n\m  ~u)-~  m\m  — 1)«  + n'{n — i)m  = 0 
oder  auch  - ’l)  m(/i,  — 1) 

w»„ 

m n 

B "l"  m y-  n' 

CK.  parriw’^'^^'  Stellung  der  zweiten  Gestalt,  die 
der  längsten  Kante  R"  / 

«7®=.!!!  f '''®nn 

4)  der  un 

f,  C"„  wenn 

unmfgU;^'‘=teU  t"  ^ ^all  i«; 

= «r  voraus, setzt,  dass  j 

6)  der  ungleichschenkligen  Diagonale,  wenn 

_ mn 

j 7/t  + n ‘ 

in  ^ JWan  erhalt  diese  Bediiifiunffcn  nn«  ^ 

«Hselbcn  die  Buchstaben  m'  und  »'  vcrtlusdr^^"’ 
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I)a  die  .nis  den  Bedingungsgleichungen  für 
Parallelisiuus  der  CK.  mit  den  iinregelma.'äsigen 
ten  folgenden  Wertlie  von  tu'  und  n'  eine  wicldfe" 
Rolle  in  den  nächstfolgenden  §§.  spielen,  so 
wir  zur  Abkürzung  diese  Werthe  mit  den  Buchs 

/■*,  Q,  K und  S bezeichnen,  wie  lolfft; 

' 

A:  Bei  gleicher  Stellung  beider  Gestalten  sind  lü*'" 
lieh  die  CK.  parallel 


der  Kante  C'\,  wenn  m'—  — 


n'{in  ^ — «)?i — (/H7< — l)mn 

und  «'  = «i'(mti—i)mti  J 

m'(m  ^ — u)u—{m—-u'^)ht 

der  Kante  C",  wennffl'= w (w/<  l)mu  j 

— n)u  — u'{in — 

und  n'=, m'{iu-^i)n 

{mn — l)mny-m'(tn — n - )//» 

B.  Bei  verwendeter  Stellung  dagegen  sind  die  0 
parallel 


der  Kante  C''„  wenn  m'—— — l)mn  j 

n {m^  n)H — — n''-)m 

und 

m {tu- — u)n — {inu — \)ma 

Endlich  wollen  wir  den  Werth  von  welcli' 
für  den  Parallelismus  der  CK.  mit  der  gleichsch.  0 
gonale  gefordert  wird,  mit  T bezeichnen,  also: 
m'{tu~l)n 

m'{m  — n)  + m(ti~i)~ 


§.  175. 

Erscheinungsweise  der  Combinationen  zweier  Dyakisdodekaedd' 

Die  Erscheinungsweise  der  Combinationen  zW**'^^ 
Dyakisdodekaeder  D und  D',  von  welchen  das  erst^', 
als  vorherrschende,  das  letztere  als  untergeordd‘'‘. 
Gestalt  auftritt,  ist  irn  Allgemeinert  folgender  f*'"' 
wesentlich”  verschiedener  Modificationen  fähin: 

O 
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II  tler  symmetrischen  Kanten. 

III  'Y'  ‘^er  unregelmässigen  Kanten, 

jy  Zuspitzungen  der  rhombischeiiEcke. 

V 2**^  I Zuspitzungen  der  trigonalen  Ecke. 

' unregelmässigen  Ecke, 

sich  f^***^®  Modification  begreift  zwei  Fälle  unter 
oder  «Jie  Zuschärfung  entweder  die  längsten 

kürzesten  Kanten  trillt. 

sch  ■ zweite  Modification  ist  wohl  zu  unter- 

•'Hch  '^Vbstumpfungsflächen  ihrer  Aufselzung 

^*uite*^r  längsten,  oder  die  an  der  kürzesten 

sey  ^j.  '^S®ude  unregelmässige  Kante  abstumpfen.  Es 
^^'‘uhe  ab  cd  in  Fig.  18  eine  der  Fla- 
der k'"”**  ^ Fläche  Avie  a'hcd'  die  an 

C"  Kante  anliegende  unregelmässige  Kante 

stenK?r"  Fläche  wie  abc'd'  die  an  der  läng- 
äheizpi  ^ Kante  C"  abstumpfen,  und  man 

denheit^'l  wesentlichen  Vcrschie- 

nuno'swe:  T obgleich  sie  für  die  Erschei- 

Kesultar  Z®"  ^“'"bination  das  gemeinschaftliche 
^UUJJ  ,1  ‘‘*®  unregelmässigen  Kanten 

Die  vf’t.  von/r  abgestumpft  Averden. 

<l^<b,rch  a.  ; f ‘ r und  lässt  siet 

als  auf  H "f  ""’  «"‘^ve- 

Kanten  ai^f  «der  als  auf  die  längsten 

det  wir'nn^'‘'^‘'‘t  eine  Bezeichnungsweise, 

F - : T auch  ferner  bedienen  werden. 

^entliehe  V *^'*y®J'^«dification  lässt  sich  keine  Ave- 
nti  Ohe  Verschiedenheit  geltend  machen. 

^etzui4\i\7FTäJh“‘‘'^-'‘‘''’V^’^'*  hinsichtlich  derAuf- 
Avie  di?  ähnliche  Vorschiedenheit  zu 

Hie  die  ZAveite  Modification;  doch  tritt  hier  zvvK  hm 
dte  beiden  zu  unterscheidenden  Fälle  ein  dritter  ! 
enter,  und  gleichsam  neutraler  Fall  ein  n’ 
»«..ms.flHche.  ..«Cheine,,  „a,„He|,  i,„ 
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allerdings  auf  die  Flächen  aufgesetzt,  aber  ihre 
setzuni-sar.  ist  doch  sehr  verschieden,  je  nachdem®*® 
gegen  beide  nnregeliiiässige  Kanten  gleich,  oder  g*” 
gen  eine  derselben  mehr  als  gegen  die  andere  gene'n^ 
sind.  Fig.  19  stellt  die  beiden  letzteren  Fälle 
und  inan  sieht,  dass  die  Combinationskanten,  wcli'^*® 
im  Falle  der  gleichmässigen  Aufsetzung  mit  den  glei<^*'' 
Schenkligen  Diagonalen  der  Flächen  von  ])  paral^*'^ 
sind,  in  den  letzteren  beiden  Fällen  mit  denselh^'® 
nach  der  Richtung  des  einen  oder  andern  uureg®*' 
mässigen  Eckpunctes  convergiren  müssen.  Wir  rV*)*' 
Jen  die  drei  Fälle  dadurch  unterscheiden,  dass 
die  Zuspitzungsflächen  auf  die  Flächen  an  einer 
unregelmässigen  Kanten  (der  C",  oder  C)  als  scbi®* 
aufgesetzt,  oder  als  gerade  aufgesetzt  bezeichnen. 

Die  tiinfte  ModiJication  endlich  gestattet  wiedei'**®' 
in  Bezug  auf  die  Aufsetzung  (Lage  und  Richtung)  d*" 
Zuschärfungsflächen  zwei  wesentliche  Verschiedenhr'' 
ten.  Es  sey  nämlich  ahcd  in  Fig.  20  eine  Fläche  d«' 
vorherrschenden  Gestalt  D,  so  wird  sowohl  einefb' 
che  wie  a'O'c'd',  als  auch  eine  Fläche  wie  (jü'U'c^ 
mit  der  zugehörigen  Fläche  ihres  Paares  eineZuschid' 
fang  des  unregelmässigen  Eckes  bilden.  Im  erst®’’ 
Falle  aber  sind  die  Flächen  auf  die  kürzeste  und  di” 
anliegende  mittlere  Kante  6’",,  im  zweiten  Falle  »>' 
die  längste  und  die  anliegende  Kante  C"  gesetzt, 
es  scheint,  dass  diese  Ausdrücke  den  obwaltenden  Ü"' 
terschied  mit  hinlänglicher  Hestimmtheit  darstellen. 

§.  176. 

Allgemeine  Uebcrsicht  der  Combinationsverhältnisse  zweier  Vf 
kisdodekacder. 

Nachdem  wir  nicht  nur  die  Bedingnngen  für  d’’ 
sechs  regelihässigeu  Lagen  der  Combinationsk.m'f' 
sondern  aiich  die  wesentlich  verschiedene  Ersch®® 
nungsweisc  der  Combinationen  zweier  Dyakisdodek“’’' 
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i'^Jeihaiipt  kennen  gelernt,  so  haben 
•‘ndern^  »las  Eintreten  des  einen  oder' 

^'jleitn  als  Functionen  der 

aufzusuchen.  Die  Resultate 
j\  j^.  "*®i'SUchung  sind  folgende: 

'c  Ge.sta]ten  befinden  sich  in  gleicher  Stellunff: 
j '*"»  bildet  D'  an  D : 

*ischäifmjgß„  der  syinraetrischen  Kanten;  und 

2vVtir  I 

Zusch.  der  längsten  Kanten , wenn  n'  = n, 
luid  Fig.  19!. 

lisch,  der  kürzesten  Kanten , wenn  »/  = m, 

Stumpfungen  der  unregelmässigen  Kanten; 
«»’d  zwar  die  Absift.  aufgesetzt: 
i auf  die  längsten  Kanten,  wenn  m' <'m  und 
^ M :=S;  Fig.  194. 

-1  au  die  kürzesten  Kanten,  wenn  m' Cim  und 

m V 

• Zu.sp.  der  rlioiu'b.  Ecke, 

> Jedenfalls,  wenn  m'  > ,/*  und  m' > w ; dabei 

können  die  regelmässigen  CV.  elntreten,  dass 
die  CK.  parallel: 

' 1er  gleichsch. Diagonale,  wenn  ?i'=T:  Fiff  1»)') 

yy  miHloien  Ka„,„  f,  wc,.„»'=s 

«LZ  1»«”"!^.,  >veiin»'=ß 

»<-„?  l’""  i“,  ™ lang» 

iv  ^ ™ * 

jfi' ^ • Zusp.  der  trig  Ecke;  setzt  voraus,  dass 
Chen:'''’  '’**'  ^’-ä- 

Hllfü*GSPfyf  / m 

*i\  . . '"besetzt,  ^venn  «'=  T;  Fio*  IQ7 


nn 


> auch  unbedingt,  so  lange  m>,p. 
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8j  einseuig  schief  an  (he  Kante  C"'  gesetzt,  wenn 

n'<T. 

Im  Falle  Nr.  7 sind  die  CK.  mit  den  längsten  Kan- 
ten parallel,  wenn  n' = ir,  Fig.  196. 

"V.  Zusc|i.  der  unregelmässigen  Ecke;  und  zwar 
die  Zuschfl. 

9)  auf  die  kürzeste  und  anliegende  mittlere 
Kante  gesetzt,  wenn  n'  > n und  m'  < m,  aber 
>P;  Fig.  198. 

10)  auf  die  längste  und  anliegende  mittlere  Kante 

gesetzt,  wenn  w'<«  und  m''y>  ; F'ig.  199 ^201. 

Im  Falle  Nr.  9 sind  die  CK.  den  ungleiclrscli.  Dia- 
gonalen parallel,  wenn 

m y-u  m + n 

Nr.  10  aber  werden  die  CK.  mit  den  kürzesten 
Kanten  parallel , M enu  m'  = m ; Fig.  199. 

B.  Die  Gestalten  beliuden  sich  zu  einander  in  ver- 
Avendeter  Stellung;  dann  bildet  JV  an  D: 

1.  Zusehärfiingen  der  symmetrischen  Kanlen,  je- 
doch möglicherweise  nur: 

11)  der  kürzesten  Kanten,  wenn  ti' = m;  und 
folglich  »/>  «,;  Fig.  192. 

II.  Abstumpfungen  der  unregelmässigen  Kanten:  . 
dies.s  setzt  voraus,  dass  und  zwar  sind 

die  Ahstfl.  jederzeit: 

12)  auf  die  kürzesten  Kanten  gesetzt*);  daher 
m'  — P';  ähnlich  Fig.  193. 


♦)  Der  zweite  Fall  ist  u.cnögllcl, ; er  .setzte  i.amllch  voraus- 
ass  m — QU  da  nun  aber  jeder- 
zeit 7n'  ^ n' , wenn  anders  die  verwendete  Stellung  Bedeutung  ba' 
bensoll,  so  wird  Q'>n',  nud.l^.>l,  oder 


die  Bedingung  für  die  Möglichkeit  des  zweiten  Fall«"' 
folglich  noch  yxeXmeU  (iii'ti~-ir-)n-;^n'{in—n-)iii+!!Oii^—.mn,  wor- 
aus sieli  ergieht  »'<;_!!  wolclics  unmöglich.- 

VI  ^ 
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•Jei-  rhombischen  Ecl^o, 
/ jedenfalls,  wenn  n''y>m.,  und  folglich  »/>. «; 
ähnlich  Fig.  195,  doch  können  die  CK.  den 
IV  üii'gonalen  niemals  parallel  werden. 

• dreiflächige  Zuspitzungen  der  trigonalen  Ecke 
Setzt  v oraus,  dass  n' <^  m und  m’  <^P' ^ daher 
v jedenfalls  die  Zuspfl.  einseitig  schief  an  die 
Kante  C'\  gesetzt  *). 

Zuschärfungen  der  unregelmässigen  Ecke,  und 
*'Var  die  Zuscltfl.  jedenfalls: 

15)  auf  die  kürzeste  und  anliegende  mittlere 
Kante  gesetzt;  n' <^m  und  daher 

auch  ^ 11, 


1)  i\l 


§.  177. 

Comäinationen  des  Djakisdodekaeders 


It  + 


diese  Gestalt  bringt  die  im  vorK 

fek  ^ ^''fgrzähltcn  CV.  unter  den  daselbst  ange- 
.®nen  Bedingungen  hervor. 

.Mit 

— , und  zwar: 

mit  -L  . 

■^2  ! äa  m immer  ]>  jm,  so  können  nur 

■ die  fl'  »T  * 

'dien  •'  finden:  die  Flä- 

ffes«,  fuf  die  längsten  Kanten  auf- 

n)  hfiäen: 

h)  • ■ • ■ »'  = «;  Kig.202. 

)/-^da,H,o„,l,E.ko  - - ->-  FiJ.m 

Im  F-  ? E'^k'^  - - ^ < - Fig.  204 

^ ^ ^ werden  die  C’K.  parallel:  ^ 

durch  ähn 

erg, e h,,  , erforderlichen  Bedingungen  darthuu,  tie 

d-r  vorhergehenden  Anmerkung,  geschehen. 
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n)  der  gleichsch.  Diagonale,  wenn  n'  = Fig.  203. 

ru  — « 

/S)  der  Kante  C",  wenn  = 

(m  —n-)m 

Im  Falle  c werden  die  CK.  parallel: 

c)  der  Kante  C"i,  wenn  ("'f  — 

m-  — n 

ß)  der  ungleichsch.  Diagonale,  wenn  n'  = ; Fig.  20l- 

711  71 

B.  mit — ; <ia  /rt'  = {Xi,  so  können  nur  die 

Nr.  11,  13  nnd  15  Statt  finden;  die  Flächen  sin‘^ 
jedenfalls  auf  die  kürzesten  Kanten  gesetzt,  un«! 
bilden; 

a)  Abst.  derselben wenn  Fig.205- 

b)  Zuscb.  der  rhonib.  Ecke  - - - > - Fig.  206' 

c)  Abst.  der  unregelm.  Ecke  - - - <[  - Fig.  20l’ 

1 

3)  Mit  da  »'  = »»',  so  können  nur  die  CV- 

Nr.  2,  4,  5,  7 und  9 Statt  finden , und  es  bilde* ' 
daher  m'Om':  [ 

a)  Vierfl.  Zusp.  der  rbomb.  i 

Ecke,  wenn  ?//,>>  m 

b)  Zuscb.  der  kürzesten  Kan- 

ten - - m' —m 

c)  Zuscb.  der  unregelm.  Ecke, 
die  Zuschfl.  ai^die  kürzeste 
und  anliegende  mittlere 

Kante  gesetzt - - m'<.m  und 

d)  Abst.  der  unregelm.  Kan- 
ten, die  Abstil,  auf  die  kür- 
zesten Kanten  gesetzt  . . - - ...  . ===1^ 

e)  Dreifl  Zusp.  der  trig.  Ecke, 
die  Ziispfl.  auf  die  Flächen 
einseitig  schief  an  die  Kante. 

C"i  gesetzt - 

wobei  U=z  ~ + {m  ~ » 

(//t- 77  jU 
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""'«''lüllfi'"''*  **■  Kanten 

Kante, •>- 

^ y)  convgt.  nach  der  Kante  C”  — - ^ _ 

® Palle  c werden  die  CK.  den  ungleichsch.  Diagonalen  par- 

können  sie  im  Falle  a 
Diagonalen,  noch  der  Kante  C" 

c rallel  werden. 

^ %'0;  da  »'<w,  so  sind  nur  die  CV  Nr  3 

«nd  10  möglich;  die  Flächen  sind  immer  von  der 
listen  Kante  her  einseitig  schief  auf  die  unre- 
gelmässigen Kanten  gesetzt,  und  bilden: 

t)  ”""*■'= «4. 

gelm.  Ecke,  . . 

Dreifl.  Zusp.  der 

*rig.  Ecke,  . . - - . . 

Wobei  V=  (CT?f  — l)mn 

K F ~ ~ ~ 

■tlle  b sind  die  CK.  mit  den  kürzesten  Kanten 

Parallel, wenn  ?n' = »t ; Fig.  199 

ooiivgt.  nach  dem  rliomb.  Eekp.  . _ _ ^ _ 

«onvgt.  nach  dem  trig.  Eckp.  - - - _ 

Öj 

"let  jedem  Falle  Abst 

•Isf  . «Ile  CK.  mit 

ungleichsch.  Diagonale; 
parallel,  . 

conv„^  wenn»i4.n  = mn;  Fig.208. 

" '“'U'gt.  nach  dem  rhomb.  Eckp 

„ach  dem  trig.  Eckp. > - ' 

15 
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so  ist  das  Dyakisdodekaedev  ein  parallelkantig«*’  | 
und  dringen  dann  die  Flächen  von  ccOoo  so  j 
ein,  dass  die  kürzesten  Kanten  des  Dyakisdodc' , 
kaeders  gänzlich  verschwinden,  so  erscheinen  auc^’ 
die,  Flächen  dieser  Gestalt  als  Rhomben,  und  <1*^ 
ganze  Combination  als  eine  von  30  Rhomben 
schlossene  Gestalt,  deren  Flächen  jedoch  zweief' 
lei  Werth  haben;  Fig.  212;  das  eigentliche  Tri*' 
kontaeder  des  Mineralreiches.  Die  Flächen  all®^ 
nicht  parallelkantigen  Dyakisdodekaeder  dageg«* 
erscheinen  jederzeit  als  gleichschenklige  Trap«' 
zoide;  Fig.  211;  das  iineigentlich  so  genannte  Tri*' 
kontaeder  des  Mineralreiches. 


§.  178. 

Combinationen  des  Pentagondoilekaeders 


1)  Mit 


und  zwar: 


A.  beide  Gestalten  in  gleicher  Stellung;  da 
so  können  nur  die  CV.  Nr.  3,  4,  6,  7,  8,  9 uH** 
10  Statt  finden,  also  bildet  das  Dyakisdodekaede*'' 

a)  Abst.  der  unregelmässigen  Kanten,  und  zW*''' 
die  Abstfl. 

n)  auf  die  regetin.  Kanten  gesetzt’),  wenn  n'  > n,  uH'* 
n' 

= — ^ ähnlich  Fig.  217. 


ß)  auf  die  Höhenlinien  gesetzt 


j ^Clm  ft 


< 


UllU 


n — n 


')  Es  ist  kaum  nöthig,  zu  bemerken,  dass  die  regelmäs.siS«^ 
Kanten  der  Pentagondodekaeder  den  kürzesten  Kantenpaareii , 
die  Höhenlinien  ihrer  Flächen  den  längsten  Kanten  der  Dyakiä’'“ 
dekaeder  entsprechen,  so  wie,  dass  der  Ausdruck  ungle>«'l 
schenklige  Diagonale  nur  beibehalten  worden  ist,  um 
nen  neuen  Terminus  einzufuhren. 


^ystemlehre.  Tesseralsystem.  Cap.  IV.  227 
*>)  Züsch,  der  unregelm.  Ecke,  und  zwar  die  Zuschfl. 

“)  auf  die  regelmässige  und  anliegende  unregelmässige  Kante 
gesetzt,  wenn  «'>«  und  Pig.214. 

ß)  auf  die  Höhenlinie  und  anliegende  unregelmässige  Kante 
gesetzt,  wenn  n'<«  und  »«'>5;  Fig.  216. 

«)  Dreifl.  Zusp.  der  trigonalen  Ecke,  wenn  »i'<» 
Und  <5-;  und  zwar  sind  die  Zuspfl.  auf  die  Flä- 
chen: 


«)  gerade  aufgesetzt,  . 

15)  einseitig  schief  an  die 

Kante  C"i 

y)  einseitig  schief  an  die 
Kante  C", < 


wenn  n 


- n' 


mn 


Pig.  215. 


m'  + n — l’ 

> . - Fig.  213, 


Im  Palle  c/S  sind  die  CK.  parallel  den  HöhenUnien  der  Pen- 
g tagone,  wenn  n'  = n;  Fig. 213. 

• Beide  Gestalten  in  verwendeter  Stellung;  da  n’ 
immer  < »t,  so  können  nur  die  CV,  Nr.  12  14 
und  15  Statt  finden;  daher  bildet  das  Dyakildo- 
dekaeder : 

**)  Abst.  der  unregelm.  Kanten,  die  Abstfl.  auf  die 


'«2 


nn 


tegelmässigen  Kanten  gesetzt,  wenn  m’  . , 

= r;  Fig.  217.  ^ 

) Zusch.  der  unregelm.  Ecke,  die  Zuschfl.  auf  die 
regelm.  und  anliegende  unregelm.  Kante  gesetzt, 
'v-enn  m'>r;  ähnlich  Fig.  214. 

Breifl.  Zusp.  der  trig.Ecke,  die  Zuspfl.  auf  die 
'lachen  einseitig  schief  an  die  Kante  C",  gesetzt, 
j^'^enn  m'  < r. 

^'alle  c sind  die  CK.  den  Höhenlinien  der  Pen- 
aue  parallel , wenn  m'  ~n\  ähnlich  Fig.  213. 

+ '5oOn'  . 

bildet  Zusch.  der  regelm.  Kanten,  Fig.  221, 

«nregelm.  Ecke,  die  Abstfl 
die  Flächen  gesetzt,  wenn  «'<71;  Fic  21  s 

*>iWetjedenfallsAbst.  der  unregelm.  Ecke, 

15* 
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die  Abstfl.  auf  die  regelm.  Kanten  gesetzt;  sind 
die  CK.  parallel  den  nngleichsch.  Diagonalen,  so 
ist  = Fig. 219. 

3)  Mit  m'Om'',  da  m'  so  sind  nur, die  CV.  Nr.  4, 
7 und  9 möglich;  es  bildet  daher  m'Om'i 

a)  Ab.st.  der  unregelm.  Kanten,  die  Abstfl.  auf  die 

regelm.  Kanten  gesetzt,  wenn  »»' = ähn- 

» 1 

lieh  Fig.  217.  j 

b)  Zusch.  der  unregelm.  Ecke,  die  Zuschfl.  auf  diel 

regelm.  und  anliegende  unregelm.  Kanten  gesetzt,  |. 

wenn  m'  > — ; ähnlich  Fig.  214.  | 

c)  Zusp.  der  trig.  Ecke,  die  Zuspfl.  einseitig  schief  \ 
an  die  Kante  C",  gesetzt,  wenn  m'  ^ 

11 

Im  Falle  c.  sind  die  CK.  den  Höhenlinien  der  Pen- 
tagone parallel,  wenn  m'=:zn. 

4)  Mit  m'O;  da  »/<»?,  und  w'<«,  so  sind  nur  die' 
CV.  Nr.  3,  8 und  10  möglich;  die  Flächen  von 
m'O  sind  immer  von  den  Höhenlinien  W'eg  einsei- 
tig schief  auf  die  unregelmässigen  Kanten  aufge- 
setzt, und  bilden: 

a)  Abst.  dieser 

Kanten,  ...  wenn  ähnlich  Fig.  21'f- 

b)  Dreifl.  Zusp. 
der  trig.  Ecke, 

c)  Zusch.  der  un- 
regelm. Ecke,  - - - ^ . I 

f 

5)  =»0  bildet  stets  Abst.  der  unregelm.  Ecke ; Fig.  22d'  ;; 

i 

6)  O bildet  Abst.  der  trigonalen  Ecke,  d.  CK.  paral' 
lei  den  gleichsch.  Diagonalen,  Fig.  222;  dringt'* 


t 
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♦Jie  Oktaederflächen  so  weit  ein,  dass  sie  durch 
•lie  unregelmässigen  Eckpuncte  gehen,  so  entsteht 
®ine  von  20  Dreiecken  umschlossene  Gestalt,  de- 
ren Flächen  jedoch  zweierlei  Werth  haben;  das 
Ikosaeder  des  Mineralreiches;  Fig.  223. 

ooOoo  bildet  Abst.  der  regelmässigen  Kanten ; Fig. 
224  und  225.  ' 

§.  179. 

Combinationen  des  Ikositetraeders  mOm. 

Mit  + 1^-  2 ” ] ’ kann  die  möglichen  CV.  so- 
wohl aus  §.  176,  als  auch  aus  §.  159  ableiten,  wenn 
•nan  nur  auf  diejenige  Flächenhälfte  von  »i'O;»' 
Rücksicht  nimmt,  welche  für  seine  parallelflächig- 
hemiedrische  Erscheinung  gefordert  wird.  Wir 
ziehen  die  letztere  Ableitung  vor.  Das  Dyakisdo- 
flekaeder  bildet  daher  an 
3)  Vierfl.  Zusp.  der 
tetr.  E.  je  zwei 
Zuspfl.aufgegen- 
überliegendeKan- 
ten  gesetzt,  . . wenn  #'>//» 

Zusch  .je  zweier  ' 

gegenüberl.  Kan- 
ten der  tetr.Ecke,  - - /«'=;» 

Zusch.  der  rhomb. 

Rcke,  die  Zuschfl. 

die  längsten 
Renten  einseitig 

aufgesetzt  - - und  — ^>/«-l-l 

^bst.  der  kiirze- 
Kanten,  die 
Abstfl.  einseitig 

®®hief  aufgesetzt  - — . - . 
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e)  Dreifl.  Zusp.  der 
trig.  Ecke,  die 
Zuspfl.  einseitig 

schief  aufgesetzt,  wenn  n'<m  und 

r/  ^ * 


Im  Falle  c sind  die  CK.  mit  den  symmetrisches 
Diagonalen  der  Deltoide; 


«)  parallel 


: 4w» 


vi'  + n' 

ß)  convgt  nach  dem  tetr.  Eckp.  - - 

y)  convgt.  nach  dem  trig.  Eckp. 

Ausserdem  werden  die  CK.  im  Falle  a den  kürzeren  Kanten  voH 
mOm  parallel,  wenn  = m+l,  und  ira  Palle  cf 


den  längeren  Kanten  parallel,  wenn  m'  = m. 

2)  Mit  — ^ ; die  Flächen  des  Pentagondodekaeder« 


sind  stets  auf  die  längeren  Kanten  von  mOm  auf 
gesetzt,  und  bilden: 

a)  Abst.  je  zwei  gegenüber!.  Kanten 

der  tetr.  Ecke,  .^enn  n'  = }i> 

b)  Zusch.  der  tetr.  Ecke,  . . . > - 

c)  Abst.  der  rhomb.  Ecke,  die  Abstfl. 

einseitig  schief  aufgesetzt,  ....  - . - < - 

Im  kalle  c sind  die  CK.  mit  den  symmetrische^ 
Diagonalen : 

«)  parallel, wenn  n'z=±}n 

ß)  convgt.  nach  dem  tetr.  E.  - - . 
y)  convgt.  nach  dem  trig.  E.  - - - 

Ausserdem  werden  im  Palle  b die  CK.  den  kürzeren  Kante" 
parallel , wenn  n = 7/i  4.  i. 


§-  180. 

Combinationen  de.s  Triakisoktaeders  mO. 

1)  Mit  + — - — J ; aus  §.  Jßo.  ergeben  sich  folgen**^ 
CV.  als  die  möglichen;  es  bildet  das  Dyakisdod^' 

kaeder  am  Triakisoktaeder: 
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'^)  Abst.  der  kürzeren  Kanten, 

^lie  Abstfl.  einseitig  schief 


aufgesetzt, wenn 


m'+n' 


m 

m-f-1 


^ Vierfl.  Zusp.derditetr.Ecke, 
je  zwei  Zuspfl.  auf  die  ge- 
genüber!. längeren  Kanten 

gesetzt,  - - 

Drei!!.  Zusp.  der  (rig,  Ecke, 
die  Zuspfl.  auf  die  Kanten 
einseitig  schief  aufgesetzt,  - - 
iut  Falle  b sind  die  CK.  auf  den  längeren  Kanten 
''on  »iO: 

n)  rechtwinklig , wenn  £=  Sm 

n 

ß)  stumpfwinklig  — - - - - 

j')  spitzwinklig  . — - - - •■<;*■ 

Ausserdem  werden  im  Falle  hß  die  CK.  den  kürzeren  Kan- 
ten von  mO  parallel,  wenn  ” ”>  •!- 1 

m'  m 

Falle  b)/ den  kürzesten  Kainten  von  j*”*  g ~~j  parallel,  wenn 
w'  = m. 

Stets  > «M , so  bildet  das  Penta- 

fiundodekaeder  jedenfalls  Zuschärfungen  der  dite- 

^''agonalen  Ecke,  je  2 Zuschfl.  auf  2 gegenüber- 

^*®gende  längere  Kanten  gesetzt;  die  CK.  werden 

t\  W-[-l 

kürzeren  Kanten  parallel,  wenn  u'  = ■ ■ 

Comb- 

•"Otionen  des  Rhombendodekaeders,  Oktaeders  und  Hexaeders. 


^ t>ildet  an  ocO 
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b)  Schiefe  Abst.  der  Kanten,  wenn  m'n'  — ■ »n'  -|-  ji'  • Fjg.  208- 
ß)  Vlerfl.  Zusp.  der  tetr.  Ecke, 
je  2 Zuspfl,  auf  2 gegen- 
über!. Flächen  gesetzt,  . __ 

y)  Dreifl.  Zusp.  dertrig.  Ecke, 

die  Zuspfl.  auf  die  Flä- 
chen schief  aufgesetzt,  , ^ . 

b)  25^,  Zusch.  der  tetr.  Ecke,  die  Zusclifl.  auf 
die  Flächen  gesetzt ; Fig.  226. 

2)  Es  bildet  an  O, 

•f®»’  Ecke»  je  zwei  Zuspft 
auf  zwei  gegenüberliegende  Kanten  gesetzt;  Fig' 

, , ocOn 

b;  Zusch.  der  Ecke,  die  Zuschfl.  auf  di« 

Kanten  gesetzt;  Fig.  230  und  223. 

3)  Es  bildet  an  ocOac, 

“"«■egelmässig  dreifl.  Zusp.  der  Ecke, 

die  Zuspfl.  auf  die  Kanten  oder  Flächen  einseitig 
schief  aufgesetzt;  Fig.  228. 

, . ooOä  . , 

Abst.  der  Kanten,  die  Abstfl.  einseitig 
schief  aufgesetzt;  Fig.  227. 


§.  182. 

Combinationsgleichungen  für  zwei  Dyakisdodekaeder. 

Um  die  Darstellung  der  parallelflächig -semite«' 
seralen  Combinationen  nicht  zu  sehr  mit  Formeln  ^u 
überladen,  sind  die  Combinationsgleichungen  weggu' 
lassen  worden,  weil  deren  jedenfalls  mehre  in  Riick' 
sicht  kommen.  Da  dies  jedoch  kein  Grund  zu  ihre«' 
gänzlichen  Vernachlässigung  seyn  kann,  so  wird  da« 
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ichtigste  über  sie  hier  nachträglich  initgetheilt.  Es 
^oiutiien  bei  den  Coinbinationen  zweier  Dyakisdode- 
^Sder  D und  ])',  vermöge  der  eigenthiimlichen  Be- 
^'baffenheit  dieser  Gestalten,  im  Allgemeinen  dreier- 
Conibinationskanten  in  Betrachtung.  Denn,  bei 
?p**®her  Stellung  beider  Gestalten  kommt  jede  Fläche  F' 
_'§•  17.)  der  untergeordneten  Gestalt  D'  zuvörderst 
^ der  analog  liegenden  Fläche  F der  vorherrschen- 
Gestalt  D zum  Durchschnitte,  und  bildet  so  eine 
***>ibinationskante  11".,  welche  oB'enbar  identisch  mit 
«er  CK.  zweier  Hexakisoktaeder  ist.  Sie  kann  aber 
und  wird  in  den  meisten  Fällen  noch  ausser- 
^ entweder  mit  der  Fläche  F,,  oder  mit  der  Fläche 
ztim  Durchschnitte  kommen , und  in  jenem  Falle 
CK.  JT"i,  in  diesem  Falle  eine  CK.  JI"„  bilden.  — 
. bsselbe  Verhältniss  tritt  bei  verwendeter  Stellung 
®ider  Gestalten  ein. 

Wollen  wir  nun  einstweilen  auf  die  krystallogra- 

Phir  / 8 


bsche  Lage  der  Flächen  der  dritten  Gestalt  D",  wel- 
die  Abstumpfungen  der  CK.  hervorbringt,  keine 
^ bclcsicht  nehmen , so  sind  die  diesen  drei  Fällen  ent- 
^*^®chenden  Formen  der  CG.  folgende: 

• ßei  gleicher  Stellung  von  D und  D': 

CG.  für  die  Kante  JI" 

in"n"(m'n — viii')+m"(m — m'^nn' +n"(n' — n.)mm,'=  0 
■ Cg.  für  die  Kante  JI", 

jjj’b'Vfj»' — nn')m—r"m"(mtn'—n)n'+n''r’(7nn'—l)m'n=0 
• Cg.  für  die  Kante  JT"„ 

B ^y"{m'in—n')n—r"m''(>n'n—l)mn'+?i''r"(}i'n-7n)m'  = 0 

Verwendeter  Stellung  von  J)  und  D'  gelten 
‘^Selben  Formeln  mit  Vertauschung  der  Buchsta- 
*n'  und  n'. 

_ ßas  dritte  Dyakisdodekaeder  D"  nun  befindet 
Zu  dem  vorherrschenden  Dyakisdodekaeder  D 
bätweder  in  gleicher  oder  in  verwendeter  Stellung, 
bhalten  wir  zunächst  den  ersten  Fall  im  Auge, 
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so  giebt  es  für  die  Lage  der  abstumpfenden  Fläche 
F"  dreierlei  Verschiedenheiten,  nach  Maassgahe 
■ welcher  sich  die  krystallographische  Bedeutung 
der  Coeflicienten  n"  und  r"  in  vorstehende’’ 
Gleichungen  sub  11.  und  III.  bestimmt;  ist  nämlieh 
die  Lage  von  F” 

1)  analog  mit  jP,  so  wird  = i 

2)  - - - Fl,  ~ - - - m",  . . 1,  - .0  i 

3)  - - - Fii , - - - -ij-.  _ . » 

Nach  Substitution  dieser  Werthe  braucht  man  nut 

m"  und  n"  zu  vertauschen,  um  diejenigen  Formen  der 
Combinationsgleichungen  zu  erhalten,  welche  sich  auf 
die  verwendete  Stellung  von  D"  beziehen.  Die  An- 
wendung aller  dieser  Formeln  auf  die  CombinationeU 
der  Peutagondodekaeder  und  übrigen  Gestalten  ergiebt  t 
sich  von  selbst. 

§■  183, 

Vom  Ikosaeder  der  Krystallographie. 

Wie  wenig  das  Pentagondodekaeder,  eben  so  wenig  | 
kann  auch  das  Ikosaeder  der  Geometrie  in  der  Natur  ' 
Vorkommen , da  seine  Erscheinung  einen  irrationale” 
Ableitungscoefficienten  voraussetzt. 

Es  stellt  nämlich  nach  §.  178  die  Coinbinatio”  ■ 

ocOn  ^ 

— . U , wenn  die  Flächen  von  O durch  die  unre- 
gelmässigen Ecke  von  gehen,  einen  von  12  gleich- 
schenkligen und  8 gleichseitigen,  also  überhaupt  vo” 

20  Dreiecken  umschlossenen  Körper  dar.  Man  könnt” 
nun  fragen,  ob  nicht  für  irgend  ein  Pentagondodeka^' 
der  die  12  gleichschenkligen  Dreiecke  ebenfalls  gleich- 
seitige werden  könnten.  Der  Fall  wird  offenbar  n”'' 
für  diejenigen  Pentagondodekaeder  eintreten  könne”»^ 
in  deren  Flächen  die  halbe  Grundlinie  zur  ganz”” 
Höhenlinie  das  Verhältniss  von  1 : (/3  j,at.  Nun  t®* 
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Flächen  aller  Pentagondode- 


die  halbe  Grundlinie  A'  - 
die  Höhenlinie  B"-- 


n — 1 
7t 


^"Jglich  die  Bedingung 

(«-1)/3  = »4^ 

folgt: 

„=^-db?=(l±(^)- 

Dieser  irrationale  Bedingungswerth  von  « ver- 
uns  die  Unmöglichkeit  des  Ikosaeders  ini  Ge- 
der  Krystallformen.  Weil  aber  2,618  . . . der 


erungswerth  von 


M-  |/5 


so  würde  z.  B. 


ooOf 


nocl.  mehr  25p 

H,. 


mit  O eine  dem  Ikosaöder 


''Oft 


ähnliche  Combination  darstellen. 

§.  184. 

Vom  Triakontaeder  der  Krystallographie. 

A.ber  auch  das  Triakontaeder  der  Geometrie  kann 
der  Natur  nie  als  Krystallform  producirt  werden, 
«eh***  Combinationen  möglich  sind,  die  ihm 

jj  nahe  gleichen.  Allerdings  stellt  die  Combina- 
eines  jeden  parallelkantigen  Dyakisdodekae- 
'•dt  dem  Hexaeder  einen  von  30  Rhomben  um- 
(l(,j'^*®nen  Körper  dar,  sobald  die  Hexaederflächen 
unregelmässigen  Eckpuncte  des  Dyakisdo- 


gehen  (§.  177) ; allein  diese  Rhomben  sind, 


gleichseitig,  doch  zweierlei  verschiedenen 
dejj  Sollen  sie  aber  gleich  und  ähnlich  wer- 

' 1*”'^  wirklich  das  Triakontaeder  bilden,  so  wird 
^ch  '***‘'*®  stumpfe  Winkel  der  rhom- 


®u  Hexaederflächen  dem  Winkel  b"  der  Dyakis- 
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dodekaederflächen,  oder,  was  dasselbe,  dass  diesefj 
Winkel  b"  dem  Neigungswinkel  ß je  zweier  längsfe" 
Kantenlinien  Ji"  und  B"  des  Dyakisdodekaeders  glek^ 
sey.  Nun  ist  aber  allgemein  in  allen  parallelkaiii* *' 
gen  Dyakisdodekaedern: 

tang  b"  = — 


fang  ß 


m 

2-^m 

m — 1 

Unterwirft  man  diese  Werthe  der  Bedingung  V 
so  wird : 

+ l = im^ 

und  nach  Addition  von  2m  ^ 

— = m(m  + iy 

oder  (m  — 1)^  =m 

3+  t/5 


daher 

und  folglich 


m ■. 


_ 1 + j/5 
2 


1+ 


Also  wird  nur  das  Dyakisdodekaeder  (— 

in  seiner  Combination  mit  dem  Hexaeder  das  Tria- 
kontaeder darstellen  können,  und  der  irrationale  Wert** 
beider  Alfleitungscoefficienton  verbürgt  uns  wiederiH^ 
die  Unmöglichkeit  des  Triakontaeders  im  Gebiete  de' 

Zugleich  folgt  iaugß=^  2,  nnd  ß oder  b"^' 

116°  34' für  die  ebenen  Winkel  der  Triakontaedet' 
flächen. 

Merkwürdig  ist  die  Rolle,  welche  die  Grös«'’ 


i+^^5 


Ä in  diesen  idealen  Gestalten  und  Coi»^'* 


nationen  des  Tesseralsystemes  spielt*);  denn  esgiet’^' 

*)  Auch  mag  hier  ooch  erwähnt  werden,  dass  Ic  diejenige  Ä“*"' 

ist,  deren  zweite  Potenz  um  1 grösser  ist,  als  sie  selbst. 
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das  reguläTe  Pentagondodekaeder, 

— 2 reguläre  Ikosaeder,  und 

mit  ocOoö  das  reguläre  Triakontaeder. 


Berechnung  der  Combinationalcanten. 

§.  185. 

Cosinus  der  CK.  zweier  Hexakisoktaeder. 

N^ächst  der  Bestimmung  der  in  einer  Combination 
baltenen  Gestalten  bildet  die  Berechnung  der  Com- 
j,"*^tionskanten  eine  wichtige  Aufgabe  der  Combina- 
"äslehre ; eine  Aufgabe,  welche  um  so  weniger  ver- 
.'‘'niässigt  werden  darf,  weil  die  Kenntniss  des  Co- 
der  Combinationskante  als  einer  Function  der 
'®itHngscoefficienten  selbst  für  die  Lösung  der  er- 
Aufgabe  ganz  unentbehrlich  wird,  sobald  die 
.^^^tiiumung  der  Gestalten  von  Messungen  abhängig 
’ 'ind  sich  keine  andern  als  Combinatinnskanten  zu 
*®Sen  Messungen  geeignet  finden;  welcher  Fall  gar 
‘ selten  einzutreten  pflegt.  Da  die  allgemeine 
”snng  des  Problemes,  den  Cosinus  des  Neigungs- 


Win,  , ® 

li  irgend  zweier  Flächen  zu  finden,  aus  §.  22 
ist,  so  läuft  jede  besondere  Auflösung  dessel- 
^'•'oblemes  auf  eine  blosse  Substitution  derjeni- 
^^erthe  der  Parameter  hinaus,  welche  statt  der 
•Iftr  **®^en  «r,  b,  c,  b'  und  c'  für  die  Flächen  bei- 
^®stalten  gegeben  sind. 

w ®uinach  findet  sich  für  die  Combinationskante  TI 
Hellen  zweier  Uexakisoktaeder  mOn  und  m'On' 


icr 


ßa 


m?n'(Tm'-\- 1) +«»' 


'üid  f Gestalten  durch  die  Zeichen  mOn 

ß«'  repräsentirt  werden , so  wird  ans  vorste- 
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hendem  Werthe  von  cos  II  die  Combinationskante  j® 
zweier  Gestalten  gefunden  werden  können.  Der 
gende  §.  enthält  die  tabellarische  Uebersicht  dies**'’ 
Werthe  für  die  holoedrischen  Gestalten. 

§.  186.  1 

Cosinus  der  CK.  je  zweier  tesseraier  Gestalten. 

Um  die  nachstehenden  Ansdrücke  für  die  Cosi' 
nus  der  Combinationskanten  übersichtlich  in  einer  T»' 
belle  zusamincnfassen  zu  können,  ist 

«nd  = M'  1 

gesetzt  worden.  Uebrigens  versteht  sich,  dass  all®  i 
Werthe  negativ  zu  nehmen  sind.  i 


i 
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§.  187. 

Cosinus  der  CK.  je  zweier  geneigtflächig -semitesseraler  Gestalten’ 

Für  die  Cosinus  der  Combinationskanten  der  g®' 
neigtflächig-semitesseralen  Gestalten  gelten  bei  gl®i' 
eher  Stellung  dieselben  Werthe  wie  für  die  respecii'  | 
ven  Muttergestalten ; bei  verwendeter  Stellung  jedoch  j 
sind  diese  Cosinus  besonders  zu  berechnen.  Man  fiO'  , 
det  allgemein  für  die  Combinationskante  II'  zweien 
in  verwendeter  Stellung  befindlicher  Hexakistetraedef 
mQn  , m'Ou' 

-2“  «nd  - -j-. 

+ 1) — nn' 

cos  11  = ■ . 

•woraus  sich  denn  folgende  Tabelle  ableiten  lässt: 


hs|  o 

n; 

i 

o 

K> 

3 

O 

K 

o 

s 

+ 

K} 

'3 

X. 

CM 

X. 

S 

N 

'f- 

r 

■f 

T 

1 

NsjO 

K 

s 

+ 

a 

+ 

ta 

3 

3 

r 

? 

t 

> 

a_ 

+ 

1 

? 

'+ 

jT 

f 

+ 

u — 

g 
■ •> 

o 

4- 

fol 

> 

1 

3 

3' 

fr 

3 

? 

a 

+ 

T 

a 

g 

O 

g 

3 

3^ 

a* 

a 

P 

I 
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N 

o 

5»^ 

1 
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biese  Werthe  sind  insgesammt  negativ  zu  neh- 
auch  haben  J/  und  M.'  dieselbe  Bedeutuna;  wie 
§.  184. 

Co, 

"*'*'«5  der  CK.  je  zweier  parallelfläcliig  - semitesseralen  Gestalten. 

j . Was  endlich  die  Combinationskanten  der  paral- 
j ^'ichig. semitesseralen  Gestalten  betrifft,  so  sind 
nach  5. 182.  drei  verschiedene  zu  beriicksichti- 
" • Es  kann  nämlich  jede  Fläche  V der  einen  Ge- 
"» ■ (Tig.  17) 

mit  der  analog  Hegenden  Fläche  F der  andern 
Gestalt  eine  CK.  JI",  und  zugleich 
mit  der  Fläche  Fi  eine  CK.  JI",,  oder 
mit  der  Fläche  Fn  eine  CK.  II” „ 
f*^^orbringen.  Diese  dreierlei  CK.  sind  sowohl  für 
®*che  als  für  verwendete  Stellung  zu  berücksichti- 
Man  findet: 


Sen 

K 


für  gleiche  Stellung: 

„„„  rr«  mm'{nn'-\-  l)+fin' 

cos  IL  — 

m'n{ni  n')-{-  mn' 

MlW 

mn'{m'  n)y-  7n'n 


cos  Il"i  = — 


h 


cos  JT"n  = 


ßliW 

für  verwendete  Stellung: 

rn^TT”  — m'n(mn'+i)+mn' 

cos  II 

‘ - MlW 

TT» mm'(}t'  + ii)  + n'n 

p.  ” JllM' 

Wichtigste  von  diesen  CK.  bleibt  allerdings 
11",  und  will  man  sie  daher  allein  berüek- 
erhält  man  bei  verwendeter  Stellung  bci- 
^ ®taltGn  folgende  Tabelle  ihrer  Cosinustvertbe: 

16 
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ooOm' 

r/Ä'07*n 

2 

L 2 J 

Üf] 

n(mn‘  -f"  l) 

MM' 

ooO» 

2 

nn' 

Bei  gleicher  Stellung  beider  Gestalten  gelten  für  cosfi 
dieselben  Werthe  wie  für  die  respectiven  Miitterg*^' 
stalten. 

Anwendung  der  Comlinationslehre  auf  einige  verwickelnd^ 
Combinationen. 

§.  189. 

Combination  dea  Rothkupfererzea. 


Nach  Mohs  und  Phillips  kommt  am  Rothkupf*^'^' 
erze  die  Combination  Fig.  231  vor.  Diese  Combin''’' 
tion  ist  eine  siebenzählige,  holoedrische,  und  en  thii*' 


folgende  Gestalten; 

P,  das  Oktaeder  O, 


das  Hexaeder  ooOcxj, 


das  Rhombendodekaeder  cxiO, 
b,  ein  Ikositetraeder  mOm, 

«,  ein  Triakisoktaeder  mO, 


c,  ein  Tetrakishexaeder  ooO«',  und 


c,  ein  Hexakisoktaeder  mQn. 

Da  mm  die  Flächen  b die  Kanten  des  Rhombe'’' 
dodekaeders  abstumpfen,  so  ist 

i = 202  (§.  162,  2,  a). 

Hierdurch  bestimmt  sich  auch  sogleich  das  Tetrak*® 
hexaeder,  weil  es  die  längeren  Kanten  von  202 
stumpft, 

c = <5o02  (§.  159,  4,  a). 


i 


Die  Bestimmung  des  Triakisoktaeders  ist  von 
ner  Messung  abhängig;  misst  man  z.  B.  die  CK.,'” 
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5 So  findet  man  160°  32' ; subtrahirt  man  von  die- 
**ejn  Winkel  90°,  «nd  vergleicht  man  den  Rest  mit 
halben  Oktaederkante,  so  findet  man 
tang  70°  32'  = 2.iang  54°  44' 

"’oraus  folgt,  dass 

n = 20 

Das  Hexakisoktaeder  e ist  ebenfalls  mir  mittels 
®Hier  Messung  vollkommen  zn  bestimmen;  weil  es 
***dess  die  Kanten  von  ocO  znschärft,  so  ist  es  all- 


S®inein  von  der  Form  »*0-^—  (§.  162,  1,  a.);  wären 

m — 1 7 7/’ 


^^ine  Flächen  nur  etwas  vorherrschender,  so  dass  sie 
den  Oktaederflächen  znrn  Durchschnitte  kämen, 
Würde  sich  ergeben,  dass  je  zwei  anf  einer  und 
^•'Selben  Oktaederfläche  einander  gegenüberliegende 


parallel  sind , woraus  folgen  würde,  dass  n~ 


2 m 


(S 

'S-  163,  1.).  Beide  Bedingungen  vereint  führen  so- 
®ich  auf  die  Bestinmiung: 


■ 

e = 30^ 


, Weil  jedoch  unsre  Figur  das  letztere  Combina- 
hoosverhältniss  nicht  zeigt,  so  müssen  wir  auch  zu 
Messung  unsre  Zufiiicht  nehmen.  Messen  wir 
die  CK.  mit  ocO,  so  finden  wir  160°  54';  das 
"Pplement^  dieses  Winkels  ist  der  Kantenwinkel  £ 
'^er  Grundfläche  der  einfachen  Pyramiden,  welche 
den  Flächen  des  Dodekaeders  aulgesetzt  sind 
^^■139,  3).  Nun  ist  allgemein 

(?<— l)l/3 
« + i 

f/3  + lang  e 

ln  — langt 

'’^Senwärtigem  Falle  aber,  da  £ = 
langt  = ^j/3 
folglich  n = -T 
und  e = 30y 


lang  £ 


und  daher  n 


19°  6',  ist 


16 
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Die  Coinbination  ist  daher  vollständig  entwickelt,  n'iJ 
ihr  krystallographisches  Zeichens 

0,202.oc0.cx!Ooo,20.oo02.30|^. 

§.  190. 

Combinatlon  des  Magiietöisener2es. 

Nach  Mohs  findet  sich  am  Magneteisenerz  eine 
ähnliche  Conibination  wie  Fig.232,  in  welcher  jedoch» 
dem  angegebenen  krystallographischen  Zeichen  zufolge? 
die  Flächen  « dieselbe  Lage  haben  müssten  wie  die 
Flächen  e in  Fig.  231;  Bernhardi  hat  diese  Combina- 
tion  zwar  übereinstimmend  mit  Mohs  bezeichnet,  aber  ! 
dergestalt  gezeichnet,  dass  die  Flächen  t nngefälir  s®  ! 
liegen  wie  in  unsrer  Figur,  und  unmöglich  mit  den  : 
Flächen  e in  Fig.  231  identisch  seyn  können.  Da  cS  j 
uns  nun  hier  nur  um  ein  Beispiel  zur  Uebung  in  kr)"  | 
stallographischen  Entwicklungen,  nicht  um  Bestiin-  f 
mung  der  Krystallreibe  des  Magneteisenerzes  zu  thuH  j 
ist,  die  erwähnte  Combination  aber  durch  ihre  Syni-  j 
metrie  höchst  interessant  wird,  wenn  wir  uns  an  Bern' 
hardi’s  Zeichnung,  und  nicht  an  seine  und  die  Mohs’- 
sehe  Bezeichnung  halten,  so  sind  auch  die  Flächen  « 
in  unsere  Figur  so  eingetragen  worden,  w'ie  es  ihre  Vel' 
hältnisse  zu  den  Flächen  m in  der  Bernhardi’scliei*  ( 
Zeichnung  fordern. 

Die  Combination  selbst  ist  eine  fünfzählige,  ho' 
loedrische,  und  enthält  folgende  Gestalten: 

1\  das  Oktaeder  O, 

m,  das  Rhombendodekaeder  ocO, 

i,  ein  Hexakisoktaeder  mOn, 

c,  ein  Tetralvishexaeder  ooO«',  und  ' 

/?,  ein  Ikositetraeder  m'Om'. 

Weil  je  zwei,  auf  einer  und  derselben  Okta^ 
derfiäche  einander  gegenüberliegende  CK.  von  P==^ 
und  f = mOn  parallel  sind , sof  ist  für  die  letzte’’^ 
Gestalt 
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2;» 


(§.  163,  1.) 


m + 1 

Weil  aber  dieselben  Flächen  f die  CK.  zwischen 
^ und  ooO//  abstujnpfen,  so  findet  auch  oflenbar  für 
‘**ese  beiden  Gestalten  der  nämliche  Parallelisinus  je 
^''eier  auf  einer  Oktaöderflüche  einander  gegenüber- 
**®gender  CK.  Statt,  woraus  denn  unmittelbar  folgt, 
/{'  ~ 2,  und  daher 

c = oc02  (§.163,  4.) 

Die  Flächen  von  »j'O«»'  fallen  in  die  Zone  ge- 
'''isser  Flächen  von  oo02  und  ooO,  deren  Parameter 
**®h  so  bestimmen,  dass,  wenn  z.  B.  für  die  Fläche 
''ou  ooO 

m:n:r  = 1 : cxs : 1 
die  entsprechende  Fläche  von  oo02 


m'  = oo  ; 2 : 1 


*'ud  für  die  abstumpfende  Fläche  von  m'Om' 
m" : n"  : r"  = »*' : m' : 1 

"‘>■<1;  durch  Substitution  dieser  Werthe  in  die  allge- 
**'®iue  Combinationsgleichung  (§.  68)  folgt  sogleich 
***  ==  3,  und  daher 

ß ==  303 

Nun  stumpfen  die  Flächen  des  Hexakisoktaeders 
die  CK.  zwischen  ooO  und  303  ab;  setzt  man 
in  der  CG.  von  §.  162,  Nr.  2 für  ?»'  den  Werth  3, 
'^ird  solche 

2ii  — m(n  — 1)  = 0 

ffl 

und  folglich  n — 

® m — 2 

^ ks  war  aber  auch,  vermöge  der  Verhältnisse  von 
^ *u  dem  Oktaäder, 

2m 

» ==  ,~4 

«j  + 1 

“Uo  wird  2m  — 4 = »»  + 1 

oder  ot  = 5,  n = r,  und  e = 50j 


246  Reine  Krystallographie. 

Die  Combination  ist  daher  vollständig  entwickele 
und  ihr  Zeichen : 

0.3c0.50i.oo02.303. 

§.  191. 

Combination  des  Silber  - Amalgames. 

Diese  in  Fig.  233  darge.stellte  Combination  (Haüy’s  I 
Var.  sextiforme)  ist  eine  sechszählige,  holoedrische  *)> 
und  enthält  folgende  Gestalten: 

OT,  das  Rhombendodekaeder  ocO, 

Ä,  das  Ikositetraeder  202  (§.162,  2,  a.), 

e,  ein  Ilexaklsoktaeder  mO ^ (8.162,  1.), 

t/i  — 1 ' 

a,  das  Hexaeder  cxOoc, 

s,  ein  Tetrakishexaeder  ocOn',  und 

r,  das  Oktaeder  O. 

Von  diesen  Gestalten  sind  nur  noch  das  Tetra- 
kishexaeder und  Hexakisoktaeder  zu  bestimmen. 

Da  nun  die  Flächen  s vierflächige  Zuspitzungea 
der  tetragonalcn  Ecke  von  202  bilden,  so  folgt,  dasS 
n'  > 2 (§.  159,  4,  b.) 

Wären  die  Flächen  des  Oktaeders  nicht  vorhan-  , 
den,  so  würde  man  aus  der  Figur  sehen,  dass  di®  j 
CK.  zwischen  ocOn'  und  202  den  kürzeren  Kante®  ; 
von  202  parallel  sind,  woraus  denn  sogleich  folg®** 
würde,  dass 

n'  = 3 (§.  159,  4,  zu  Ende.) 

Weil  aber  die  Flächen  r dieses  Verhältniss  dd 


♦)  In  Haüy’s  Zeichnung  erscheinen  die  Flächen  des  4.6Flä®*’'  ' 

ners  mit  sehr  falscher  Lage  der  CK.  zu  dem  48Fläcliner;  weit 
richtiger  aber  ist  die  Zeichnung  von  Philli^)S,  indem  er  die 
eben  t mit  parallelen  CK.  zwischen  den  Flächen  i erscheinen 
wonach  * = oo02  seyn  müsste,  während  doch  die  von  ihm 
gegebenen  Winkel  auf  oc03  führen,  welchas  auch  die  wahre 
stalt  ist. 
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Beobachtung  entziehen,  so  inüss'en  wir  zu  einer  Mes- 
siing  unsre  Zufiucht  nehmen;  misst  man  z.  B.  die 
hante  a s,  so  findet  man  161“  34';  subtrahirt  man 
5 und  vergleicht  den  Rest  mit  dem  halben  ]\ei- 
^"ngswinkel  zweier,  an  einem  und  demselben  tetra- 
^®''alen  Eckpunct  einander  gegenüberliegender  Flä- 
von  ooO,  so  ergiebt  sich: 

taug  71“  34'  = 3.i«»g-45 

“*‘'1  daher: 

s = oo03,  wie  vorher. 

die  Bestimmung  des  Hexakisoktaeders  ist  von 
eitler  Messung  abhängig;  sie  kann  ganz  so,  wie  in 
189  oder  auch  dadurch  gewonnen  werden,  dass 
die  CK.  zu  202  misst ; nach  beiden  Methoden 
^"^^ält  nian  das  Resultat: 

e = 304 

Biese  Combination  ist  daher  vollständig  entwickelt, 
ihr  Zeichen: 

00O.2O2.3O4.OCO00.00O3.O. 

§.  192., 

Combination  des  tetraedrischen  Kupferglanzes. 

Die  Combination,  Fig.  234,  ist  eine  siebenzäh- 
geneigtflächig -semitesserale,  und  enthält  fol- 
^^Ne  Gestalten:  ' 

das  Tetraeder  — , 

■^5  das  Hexaeder  ooOoc,  ^ 

I ein  Trigondodekaeder  — , 

das  Rhombendodekaeder  ooO  (§.  164,  5.), 

*’  ein  Tetrakishexaeder  ocO«'  (§■  164,  4.), 

I * ’ ein  Trigondodekaeder  in  verwendeter  htelliing’, 

I wj'O/rt' 

^ ~2  ’ 

„ . _ »*"0 
> ein  Deltoiddodekaeder  ^ ’■ 


I 
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Die  noch  unbekannten  Gestalten  l,  s,  r und  ^ 
lassen  sich  alle  ohne  Messungen  hestimiuen. 

Zuvörderst  folgt  aus  dem  Parallelismus  je  zAve*®*' 
auf  derselben  Fläche  l liegender  CK.  zwischen  / 
o,  dass  dieselben  CK.  auf  den  längsten  Kanten  d®* 
Trigondodekaeders  rechtwinklig  sind,  und  dass  ah® 

202  ' 
l — — T)—  (§.  169,  5,  «.) 

Weil  aber  die  Flächen  »•  die  Kanten  des  Rhoi>*' 
bendodekaeders  abstumpfen,  so  folgt,  dass 

r = - - 2”  (§•  173,  2,  a ) 

und  weil  ii  die  kürzeren  Kanten  von  l ahstumpft, 
wird : 

« = ^ (§.  169,  2,  a.) 

^ J 

Endlich  sind  die  CK.  des  Tetrakishexaeders 
Trigondodekaeders  l den  kürzeren  Kanten  dieses  Ich' 
teren  parallel,  und  folglich 

s = oc03  (§.  169,  4,  zu  Ende ) 

Die  Corabination  ist  daher  vollständig  entwicke^^’ 
und  ihr  Zeichen  wird: 


202 


oüOoo.  ocO. 


O 

2’ 


202 
2 ■ 


3 n 

oc03. 


§.  193. 

Combinatiou  des  hexaedrischen  Eisenkieses. 


Diese  Combination,  Fig.235,  ist  eine  siebenzi*''' 
lige,  parallelflächig-semitesserale,  und,  mit  Ausniili"f 
kleiner  Flächen,  welche  die  Combinntionsecke  z''* 
sehen  e und  f abstuiupfen , die  von  Haüy  bestiioi"*** 
und  gezeichnete  F«r.  von  Petorka  inP®’^’*  j 

Sie  enthält  folgende  Gestalten: 

P,  das  Hexaeder  ooOoo, 

/,  ein  Dyakisdodekaeder 
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rv  1 • j j I -A  \'>n'On''\ 

*3  ein  zweites  Dyakisdodekaeder  l — ^ — J’ 


ooOm' 


«3  ein  Pentagondodekaeder 

Vy  eines  dergleichen  — 3 

d,  das  Oktaeder  O,  und 
O3  ein  Ikositetraeder  m"Om". 

Weiss  man,  dass  e = — wovon  man  sich 

eine  Messung  der  CK.  mit  P leicht  iiherzeu- 
kann,  und  kämen  die  Flächen  f mit  den  Flächen 
Durchschnitte,  so  wären  alle  noch  unbekannte 
'^^stalten  unmittelbar  zu  bestimmen. 

M^eil  zuvörderst  e die  längsten  Kanten  des  Dya- 
*^‘**lodekaeders  s abstumpft,  so  wird 


= [^]  (§.  177,  2,  A.) 


Aus  dem  Parallelismus  der  CK.  von  e durch  s,  0, 
s folgt  aber , dass  dieses  Dyakisdodekaeder  ein 
^“‘^allelküiitiges  ist,  weshalb  denn 


=m 


dass 


fol 


Derselbe  Parallelismus  lehrt  auch, 
o = 202  (§.  177,  3,  d.) 

Aus  dem  Parallelismus  von  s durch  y,  0, 


bis 


8t  ferner,  dass  das  Dyakisdodekaeder  / die  unre- 
**iissigen  Kanten  von  s abstumpft,  und  zwar  lehrt 
8®genseitige  Lage  der  Flächen,  dass  die  Abstum- 
J*^8sflächen  auf  die  längsten  Kanten  von  s gesetzt 
’ daher  gilt  für  /" 

m i und  ti  = S (§.  176,  II,  3.) 

^ ^etzt  man  in  der  Formel  S des  §.  174  die  un- 

1 alle  entsprechenden  W crthe : m ;=  4 , n ^ 2, 

und  n'  = n,  so  wird 

» = 7»t 
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Wäre  nun  der  Durchsclinitt  v,on  e und  y zu  beob 

achten,  so  vvünle  man  sehen,  dass  solcher  der  b ‘ 

von  f und  d parallel  ist,  dass  also  die  Flächen/ 

die  CK.  zwischen  e=cxi02  und  ahstumpf®'*’ 

daraus  folgt  aber  die  CG. 

''  2 m 

==  ■■ — 

und  durch  Vergleichung  beider  Werthe  von  n 
m = 3 und  n = 4- 


also  J 


und  folglich  auch 


cx>Ot 


(§,  177,  2,  a.) 


Weil  aber  dieser  ParallelLsmus  der  CK.  nicht!*'* 
beobachten,  so  würden  wir  zu  einer  Messung  schre*' 
teil  müssen  j und  otfenbar  am  kürzesten  zum  Zie^® 
kommen,  wenn  wir  die  CK.  von  y und  F messe"' 
wodurch  sich  y und  dann  sogleich  auch  f bestiiiui»*' 
Die  Combination  wäre  sonach  vollständig  en*' 
wickelt,  und  ihr  Zeichen: 

0.202. 

«■  19J- 

Combination  des  dodekaedriscben  Kobaltkieses. 

Diese  nach  Phillips  in  Fig.  236  dargestellte  Co'" 
hination  ist  deshalb  merkwürdig,  weil  sic  zwei  ne"^ 
Gestalten  enthält;  sie  ist  eine  fünfzäblige,  parall" 
flächig -semitesserale,  und  zeigt  im  Allgemeinen 
gende  Gestalten : 

c,  ein  Pentagondodekaeder 

. • 2.  1 • i 

h,  eines  dergleichen  , 

rt,  das  Ilexaüder  acOoo  (§.  178,  7.), 
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J',  das  Oktaeder  (§.  178,  6.), 

*5  ein  Dyakisdodekaeder 

^''dlips  giebt  für  die  Coinbinationskanten 
« : c den  Winkel  153° 


26' 


a-k  - 


166°  30' 

p,i  . . - 163°  27' 

^ubtrahirt  man  von  den  ersteren  beiden  Winkeln 
Und  vergleicht  ihre  Tangenten  mit  /a«S-45°,  so 
man  die  Bestimmungen 
n'  = 2 

xind  n"  = 4,165 

öa  nun  die  Messungen  von  Phillips  nicht  immer 
grosse  Genauigkeit  Ansprüche  machen,  so  lässt 
auch  hier  voraussetzen,  dass  ein  Fehler  von  30' 
finden  dürfte;  setzen  wir  demgemäss  dengenies- 


“tii 


'«ä  Winkel  166°  0',  so  wird  fast  ganz  genau 
w"  = 4 


die  beiden  Pentagondodekaeder  sind  daher 


^ und  k 


oo04 


2 


''‘‘^'eichen  das  letztere  noch  nicht  beobachtet  worden. 


oo02  , 

Weil  die  Flächen  i die  CK.  zwischen  — ^ und 


'•‘Stumpfen,  so  folgt  für  das  Dyakisdodekaeder  *: 

2m 
n 


»»  + 1 


fol  ist  seine  CK.  mit  O gegeben;  aus  §.  186 
*ibev  für  den  Cosinus  dieser  Kante: 


cos  n = 


H 


ler 


’ *>ach  Substitution  des  Werthes  von  «: 

( ;«+ 1) 


cos  IJ  = 


j/öi»*  + 2m  + 5 
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Bestimmt  man  hiernach  m als  Function  von  cof 


so  fokt: 


?/»  = -r 


und  daher  n = ~ 

welche  Werthe  die  CK.  zu  163°  28'  bestimmen. 
trägt  der  Messungsfehler  einen  halben  Grad  zu 
so  findet  sich  für  162°  59' 

beträgt  er  4°  zu  wenig , so  wird  für  164°  46'  *) 
m = 2,  n = i- 

welche  letzteren  Werthe  sich  ihrer  Einfachheit 
gen  empfehlen.  i 

V ertrauen  wir  der  Messung  von  Phillips,  so  w* 
das  Zeichen  unsrer  Combination : 


oc02  „ ^ c»04 

— O . ooOoo  . — ^ 


m 


§.  195. 

Combination  des  Flussspathes. 

Nicht  als  Beispiel  zur  Uebung,  sondern  als  1>'^ 
stallographische  Merkwürdigkeit,  möge  die  vonP^,’^, 
lips  gezeichnete  Combination  des  Flussspathes , l 
237,  die  Darstellungen  des  Tesseralsystemes  beschl*' 
sen.  Der  Krystall,  auf  welchen  sich  die  Zeich»'*' 
bezieht,  ist  von  Devonshire,  und  enthält  Avirklich 


i4\ 


hfl* 


Gestalten,  mit  Ausnahme  derjenigen,  deren  Fläc* 
niit  b,,  5,,  ^4  'infi  C3  bezeichnet  sind,  Avelchc 
lips  nur  hinzufügte,  um  möglichst  viele  Gestalten 
Flussspathes  in  einem  Schema  zu  vereinigen. 
er  vollkommen  ausgebildet,  so  Avürde  er  von  ^ 
und,  zeigte  er  auch  die  im  Bilde  hinzugefügten  j 
stalten,  von  434  Flächen  umschlossen  seyn.  ^ 


Die 


AVii”' 


■*)  Weit  grösser  wird  der  Fehler  unter  Beviihardi’s 
Setzung  von  m = | und  « s=  denn  dann  müsste  der 
160°  43'  betragen. 
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S^ifteine  Entwicklung  der  Combination  zeigt,  dass  fol- 
Gestalten  zu  ihr  contribuiren : 
das  Hexaeder, 

®5  das  Rhombendodekaeder, 
das  Oktaeder, 

^5  1,  2,  3,  4,  vier  Ikositetraeder, 

1,  2,  3,  drei  Tetrakishexaeder, 

1,  2,  3,  4,  5,  fünf  Hexakisoktacder. 
j öie  von  Phillips  angegebenen  Messungen  lassen 
nur  wenige  dieser  Gestalten  mit  einiger  &i- 
bestimmen. 


Zweiter  Abschnitt. 

Vom  Tetragonalsysteme. 


Y Erstes  Cap  itel. 

den  Axen  und  einzelen  Gestalten  des 

Teiragonalsystem  es, 

§.  196. 

Orundchaxakter ; Zwischenaxen , Hauptsclinitte, 

bp^.'J'etragonalsystem*)  ist  nach  §.  43  der  In- 
aller  derjenigen  Gestalten,  deren  geometrischer 
."dcharakter  durch  Dreizahl,  Rechtwinkligkeit  und 
zweier  Axen  gegen  eine  ungleiche  ausge- 
ig(.  von  Breithaupt  vorgeschlagene 


•*  isr.  XJttk  VWl»  »—ft O 

'bezieht  sich  auf  die  Mittelquerschnitte  aller 
gehöriger  Gestalten,  indem  selbige  entweder 
*“®>bar  Quadrate  (Tetragone)  oder  doch  solche 


^‘^’^eUedriges  System  nacbWeiss;  pyramidales  System  nach 


lg,  o o^BLCiu  *»»VM  ••  — 7 

' "‘“«odimetiisches  System  nach  Hausmann. 
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bc' 


Figuren  sind,  in  oder  um  welche  sich  Quadrate 
schreiben  lassen. 

Ausser  der  Hauptaxe  .und  den  beiden  Neh®^ 
axen  sind  in  diesem  Sy. steme  noch  zwei  Z wisch® 
axen  zu  berücksichtigen,  Avelche  in  der  Ebene 
Basis  mitten  zwischen  beiden  Nebenaxen  hinlaef‘^'1 

si®' 
S«' 


und  daher  unter  45“  gegen  dieselben  geneigt 
Die  Ebenen  durch  die  Hauptaxe  und  je  eine  der 
benaxen  (oder  die  Coordinatebenen  des  Systemes) 
nen  wir  die  normalen,  so  wie  die  Ebenen 
die  Hauptaxe  und  je  eine  der  Zwischenaxen  die  d'* 
gonalen  Hauptsebnitte. 

Als  geometrisclie  Grundgestalt  (§.  52.)  kaiii*  ^ 
diesem  Systeme  jede  Gestalt  gelten,  deren Parani®**^ 
das  endliche  Verhältniss  1 : 1 : a haben,  und 
sieht  leicht,  dass  sich  für  jedes  solches  \ erhält®'^ 
ein  Inbegriff  von  8 Flächen  ergiebt,  w'elche  gl®'*^^ 
schenklige  Dreiecke  sind,  und  eine  Pyramide  ' 
quadratischer  Basis  darstellen. 


197. 


Arten  der  tetragonalcii  Gestalten. 

Die  einfachen  Gestalten  des  Tetragonalsyste®''j 
erhalten  ihren  allgemeinsten  Namen  nach  der  l''^^,l 
ihrer  Flächen  oder  nach  gewissen  Verhältnissen 
äusseren  Umrisse,  ihren  Ztinanien  nach  dem 
des  Systemes  oder  nach  der  Figur  ihres  Mittclq®y 
Schnittes.  Im  Allgemeinen  giebt  es  folgende, 
Configuration  nach  wesentlich  verschiedene  Arten  ' 
Gestalten:  j 

1)  Tetragonale  Pyramiden.  | 

2)  Ditetragonale  Pyramiden.  ' 

3)  Tetragonale  Skalenoeder. 

4)  Tetragonale  Trapezoeder. 

5)  Tetragonale  Sphenoide. 

Jede  Art  enthält  einen  zahllosen  Inbegriff 
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^'irletSten , welche  theils  durch  ihre  Flächenstel- 
theils  durch  das  ihnen  zu  Grunde  liegende  "Ver- 
^^^tniss  der  Parameter  verschieden  sind.  Ausserdem 
es  noch  tetragonaie  und  ditetragonale 
*’'>smen,  so  wie  das  basische  Flächenpaar, 
"'^'che  aber  keine  geschlossene,  sondern  oflcno  Ge- 
darslellen,  von  welchen  die  Ableitung  lehrt, 
sie  nur  als  die  Gränzgestalten  der  tedagonalen 
ditetragonalcn  Pyramiden  anzusehen  sind,  wes- 
sie  nicht  wohl  neben  diesen  als  besondre  selb- 
^'^»dige  Gestalten  aufgezählt  werden  können. 


§.  198. 

Tetragonaie  Pyramiden. 

Sun.  Viergliedriges  Oktaeder;  Weiaa.  Glcichaehcnkligc  ricraei- 
tigo  Pyramide ; Mohsi  Quadratoktaedor;  Boriihardi,  Weiaa, 
Hausmann. 

, öie  tetragönalen  Pyramiden,  Fig.  238  und  239, 
r”'*  Von  8 gleichschenkligen  Dreiecken  umschlossene 
^®^‘alten,  deren  Mittelkanten  in  einer  Ebene  liegen; 

''Hben  12  Kanten,  6 Ecke.  ^ 

k llie  Kanten  sind  zweierlei : 8 symmetrische  Pol- 
und  4 regelmässige  Mittelkanten. 

Öie  Ecke  sind  gleichfalls  zweierlei:  2 tetragonaie 
und  4 rhombische  Mittelecke, 
jj  llie  Querschnitte  sind  Quadrate,  die  normalen 
^"ptschnitte  Rhomben. 

^on  diesen  Gestalten  giebt  es  folgende  drei,  ih- 
^^ächenstellung  nach  wesentlich  verschiedene  Un- 

"^«tragonale  Pyramiden  von  normaler 
^^ächenstellung,  oder  t.  P.  der  ersten  Art; 
•Hre  Flächen  sind  rechtwinklig  auf  den  diagona-^ 
Hauptschnitten  oder  gleich  geneigt  gegen  je 


^^ei  normale  Hauptschnitte  des  Axensystemes 
’*'•  P.  von  diagonaler  Flächenstellung, 
t.  P.  der  zweiten  Art;  ihre  Flächen  sind 
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techtvvinklig  auf  den  normalen  IlauptschniW®^ 
oder  gleich  geneigt  gegen  je  zwei  diagonu 
Haupt  schnitte. 

c)  T.  P.  von  abnormer Flächen.stellung, 
t.  P.  der  dritten  Art;  ihre  Flächen  sind  wed*'*' 
auf  den  diagonalen  noch  auf  den  normalen  HaUf 
schnitten  rechtwinklig,  sondern  haben  eine  ndd 
lere  Stellung  zwischen  den  Flächen  der  heid®’’ 
anderen  Arten  von  Pyramiden. 

In  den  ersteren  bildet  die  Basis  ein  Quadr® 
(a . . a Fig.  255) , dessen  Seiten  die  Nebenaxen  un*^^ 
45°  schneiden;  die  Basis  der  zweiten  ist  das  reg®*' 
mässig  umschriebene  Quadrat  (b  . . h)  für  jenes,  wäl’ 
rend  die  Basen  der  dritten  unregelmässig  umschi'**'^ 
bene  Quadrate  (c . . c)  um  dasselbe  darstellen. 


Syn» 


§.  199. 

DitetragonaJe  Pyramiden. 

4 und  4k5iiitie;e9  DioktaHdcr;  Weiss. 


l^ngleichsnlien 


acUtseitige  Pyramide  j Mohy.  Doppelt  achtseitige  Pyrau»*' 
Hausmann. 

Die  ditetragonalen  Pyramiden,  Fig.  240  und  2^*' 
sind  von  16  nngleicliseitigen  Dreiecken  nmschlosse"^ 
Gestalten,  deren  Mittelkanten  in  einer  Ebene  b® 
gen;  sie  haben  24  Kanten  und  10  Ecke. 

Die  Kanten  sind  symmetrisch  und  dreierlei ; 8 k*d| 
zere,  stumpfere,  8 längere,  schärfere  Polkanten  d®' 
8 Mittelkanten. 

Difc  Ecke  sind  gleichfalls  dreierlei:  2 
nale  Polecke,  4 stumpfere  und  4 spitzere  rhombis® 
Mittelecke. 

Die  Querschnitte  sind  Ditetragone,  die  beid®®‘ 
Hauptschnitte  Rliomhen. 

Diejenigen  Polkanten  und  Mittelecke,  welch® 
den  normalen  Ilauptschnitten  liegen,  nennen  wir 
male,  die  in  den  diagonalen  Hauptschnitten 
diagonale  Polkanten  uudMittelecke;  inR®^ 


ditetrag** 


1®' 
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auf  iljje  Grösse  findet  kein  durchgreifender  Unterschied 
‘att,  indem  in  einigen  Pyramiden  die  normalen,  in 
andern  die  diagonalen  Polkanten  die  längeren  und 
*®härferen  sind. 

Die  Flächen  einer  jeden  ditetragonalen  Pyramide 
^Pplren  sich  in  8,  an  den  diagonalen  Polkanten  ge- 
*6ene  Flächenpaare. 


§.  200. 

Tetragonale  Skalenoeder. 

, Die  tetragonalen  Skalenoeder,  Fig.  242  und  243, 
Von  8 Dreiecken  umschlossene  Gestalten,  deren 
1 atelkanten  nicht  in  einer  Ebene  liegen;  sie  ha- 
12  Kanten  und  6 Ecke. 


Set, 


Die  Kanten  sind  dreierlei:  4 symmetrische,  län- 


j ‘^5  stumpfere,  so  wie  4 dergleichen  kürzere,  schär- 
Polkanten,  und  4 unregelmässige,  im  Zickzack 
' Und  ahlaufende  Mittelkanten. 


Die  Ecke  sind  zweierlei:  2 rhombische  Polecke, 
4 unregelmässig  vierflächige  Mittelecke. 


tg  Die  Querschnitte  sind  theils  Rhomben,  theils  un- 
j^S«]iiiässige  Achtecke,  der  Mittelquerschnitt  aber  ein 
|^*‘®tragon;  die  normalen  Hauptschnitte  sind  Rhom- 
die  diagonalen  Hanptschnitte  Deltoide. 

Nehenaxen  verbinden  die  Mittelpuncte  je 
gegenüberliegender  Mittelecke, 
dct  Flächen  dieser  Gestalten  gruppiren  sich  je- 
in  4,  an  den  längeren  Polkanten  gelegene  Flä- 


P^ure. 


8 . j tetragonalen  Trapezoeder,  Fig.  244,  sind  von 
kg  *^*‘^^®chenkligen  Trapezoiden  umschlossene  Gestal- 
Seg’.  Mittelkanten  nicht  in  einer  Ebene  He- 

j’  sie  haben  16  Kanten  und  10  Ecke. 

17 


§.  201. 

Tetragonale  Trapezoeder. 
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• 8 

Die  Kanten  sind  unregelmässig  und  dreierlei: 
Polkanlen,  4 kürzere,  schärfere,  und  4 länget^’ 
stumpfere,  abwechselnd  verbundene,  im  Zickzack 
und  ablaufende  Mittelkanten. 

Die  Ecke  sind  zweierlei;  2 tetragonale  PolecK  ) 
und  8 unregelmässig  dreiflächige  Mittelecke.  ^ 

Die  Nebenaxen  verbinden  die  Mittelpuncte 
abwechselnden iMittel kanten;  tvir  nennen  diese MiltJ' 
kanten  die  normalen,  die  zwischenliegenden  <>' 

diagonalen  Mittelkanten. 

Die  Querschnitte  sind  grösstentheils  Quadrat* *’’ 
der  Mittelqnerschnitt  aber  ein  Ditetragon;  die  Ilaup*' 
schnitte  sind  Rhomben. 

Von  jeder  dieser  Gestalten  giebt  es  zwei,  inB^' 
zug  auf  die  Figur  und  Grösse  ihrer  Begränzungsel*’' 
mente  vollkommen  gleiche  und  ähnliche,  allein  in 
zug  auf  die  Verknüpfung  derselben  wie  ein  rechte^ 
und  linkes  Ding  desselben  Paares  verschiedci’ 

Exemplare.  , 

Wiewohl  übrigens  die  Trapezoeder  noch  an  k® 
ner  Species  des  Mineralreiches  beobachtet  worden*)' 
so  ist  doch  ihr  Vorkommen  nicht  unwahrscheinl'*:  ^ 
da  die  analogen  Gestalten  des  Hexagonalsystemes  t*' 
Quarze  gar  nicht  selten  sind. 


§.  202. 

Tetragonale  Sphenoide. 


Tetragonale  Spheuoeder,  Breithaupt. 

Die  tetragonalen  Sphenoide,  Fig.  245  und 
sind  von  4 gleichschenkligen  Dreiecken  umschloss*’^^. 
Gestalten,  deren  Mittelkanten  nicht  in  einer  Ehe 
liegen;  sie  haben  6 Kanten  und  4 Ecke. 

Die  Kanten  sind  zweierlei : 2 regelmässige,  b*’ 

„ n'*' 

*)  Breitbaupt  vcrinuthet  das  Vorkommen  von  TrapezoeflC 
Anatas. 


f 


^ystemlehre.  Tetragonalsystem.  Cap.  I.  259 

*ontale  Pol  - oder  Endkanten,  und  4 unregelmässige, 
Zickzack  auf  - und  ablaufende  Mittel  - oder  Sei- 
^^^'kanten. 

Die  Ecke  sind  nur  einerlei,  unregelmässig  drei- 
stellig, 

, Die  Pole  derHauptaxe  fallen  ln  die  Mittelpuncte 
^ regelmässigen  Kanten;  die  Nebenaxen  verbinden 
Mittelpuncte  je  zweier  gegenüberliegender  Seiten- 
'‘^nten. 

^ Die  Querschnitte  sind  Rectangel,  mit  Ausnahme 
Mittelquerschnittes  , welcher  ein  Quadrat;  die  nor- 
Irn  Hauptschnitte  sind  Rhomben,  die  diagonalen 
^’*ptschnitte  gleichschenklige  Dreiecke. 


§.  203. 

Holoedrische  und  hemiedrische  Gestalten. 

Welche  von  den  bisher  abgehandelten  Gestalten 
. ^ koloedrische,  und  welche  als  hemiedrische  zu  bc- 
^ ®bten  sind,  darüber  belehren  uns  die  Symmetrie- 
j-  Sältnisse  derselben.  Nächst  der  allgemein  für  alle 
^^^Uillsysteme  gültigen  Bedingung  des  Fläcbenparal- 
’*>nus  (§.  47)  ergeben  sich  nämlich  aus  dem  geo- 
jj^^rischen  Grundcharakter  dieses  Systemes  folgende 
^'^•’igiingen  der  Holoedrie: 

dass  jede  holoedrische  Gestalt  ln  der  Normal- 
Stellung  eine  vollkommene  Identität  der  Symme- 
trie nach  rechts  und  links,  und  daher  eine  voll- 
kommene Uebereinstimmung  der  rechten  und  lin- 
Hälfte  zeigen  muss ; 

’^'tss  jede  holoedrische  Gestalt  in  der  ersten  und 
'^rwendeten  Normalslellung  absolut  dieselbe  Lage 
*tt*d  Verknüpfung  ihrer  verschiedenen  Begrän- 
^"Ogselemente,  und  folglich  absolut  dasselbe  Bild 
^'gen  muss. 

Skalenoeder  und  Trapezoeder  er- 
t*tan  sogleich,  theils  an  dem  Mangel  des  Flä- 

17* 


I 
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ehenparallelismus , theils  nach  dem  zweiten  KriteriO» 
für  geneigtflächig -hemiedrische  Gestalten.  Dass  a ^ 
auch  die  tetragonalen  Pyramiden  von  abnormer  F *'  ^ 
chenstellung , ihres  Flächenparallelismns  unpachte^ 
hemiedrische,  und  daher  parallelflächig -hemiedrisc’ 

Gestalten  sind , folgt  aus  dem  ersten  Kriterio. 

So  erhalten  wir  folgende  vorläufige  Uebersic 
der  Gestalten  des  Tetragonalsystemes  nach  den  F®' 
hältnissen  der  Ilolocdrie  und  Ilemiüdrie: 

A.  Holoedrische  Gestalten.'. 

1)  Tetragonale  Pyramiden  der  ersten  Art,  j 

2)  Tetragonale  Pyramiden  der  zweiten  Art, 

3)  Ditetragonale  Pyramiden. 

B.  HeniiSdrische  Gestalten'. 

a)  Geneigtflächige;  ‘ 

4)  Tetragonale  Sphenoide,  i 

5)  Tetagonale  Skalenoeder,  ^ 

6)  Tetragonale  Trapezoeder.  1 

h)  Parallelflächige; 

7)  Tetragonale  Pyramiden  der  dritten  Art. 


Zweites  C ap  it  el. 

Von  der  Ableitung  der  Gestalten  desTctt 
gonalsystemes. 

A.  Ableitung  der  holoedrischen  Gestalten. 

§.  204. 

Grundgcstalt ; Axenwerth  derselben. 

. jl''  I 

Die  Derivationslehre  wird  auch  hier, 
Tcsseralsystcme,  ihre  Aufgabe  zuvörderst  für  die 
loedrischen  Gestalten  zu  lösen,  und  dann  erst 
Zusammenhang  anziigeben  haben,  welcher 
den  verschiedenen  hemiedrischen  Gestalten  und  > 
rcspectiven  Muttergestalten  Statt  findet. 
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*''‘inintliclie  Ableitungen  aus  einer  der  geometrischen 
^rundgestalten  vorgenommen  werden  müssen,  als  sol- 
*^^6  aber  nur  die  tetragonalen  Pyramiden  von  norma- 
Flächenstellung  zu  betrachten  sind,  so  wählen 
"'t  irgend  eine  beliebige  dergleichen  Pyramide  von 
“•‘bestimmten  Dimensionen  zur  Grundgestalt,  bezeich- 
sie  mit  P,  und  das  Verhältniss  der  halben  Haupt- 
zur  halben  Nebenaxe  mit  a : 1.  Ob  dieses  Ver- 
'“bttiss  rational  oder  irrational  sey , darüber  sind  die 
“Einungen  getbeilt;  Haüy,  Weiss,  Mobs  u.  a.  drücken 
“ “Is  Quadratwurzel  aus,  während  Breithaupt  es  wahr- 
^'beinlich  zu  machen  gesucht  hat,  dass  diese  Zahl 
^“Uonnl  xmd  jederzeit  ein  Multiplum  des  Coefficien- 
5“  sey,  wobei  entweder  die  Nebenaxe  oder  die 
^"‘Schenaxe  zur  Einheit  angenommen  wird.  Wie 
aber  auch  sey,  so  ist  die  Beantwortung  dieser 
für  die  Selbständigkeit  des  Systemes  ganz  gleich, 
^“big;  denn  die  wesentliche  Eigenthüinlichkeit,  mit 
^^®^«her  eine  scharfe  Gränze  zwischen  den  Gestalten 
^®ses  Systemes  nnd  jenen  des  Tesseralsystemes  ge- 
ist,  besteht  in  dem  Gegensätze  der  einen 
gegen  die  beiden  andern;  ein  Gegensatz,  welcher 
durch  die  Ungleichheit  der  Axen  bedingt,  aber 
““  dem  mimerischen  Charakter  dieser  Ungleichheit 
unabhängig  ist.  Die  um  eine  einseitig  vor- 
J‘''^schende  Richtung  viergliedrig  geordnete  Sym- 
als  Folge  jenes  Gegensatzes,  ist  es,  was  dem 
j/’^^dtypus  aller  tetragonalen  Gestalten  ein  so  eigen- 
j^^^iliches  Gepräge  ertheilt,  dass  der  Gedanke  an  ei- 
biebergang  in  tesserale  Gestalten  gar  nicht  auf- 
kann. 


§.  205. 

^lileitung  aller  tetragonalen  PjTamiden  der  ersten  Art. 

der  Gnindgestalt  P lässt  sieh  eine  Reihe  te- 
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tragonaler  Pyramiden  von  derselben  Basis  und  Fl^ 
ehenstellung  ableiten. 

Man  multiplicire  die  Ilauptaxe  a mit  einem  r® 
tionalen  Coefficicnten  m , welcher  theils  ]>>  1 , theil* 
<1,  und  lege  darauf  in  jede  Mittelkante  von  1*  z"'®' 
Ebenen,  von  welchen  die  eine  den  oberen,  die  a"' 
dere  den  unteren  Endpiinct  der  so  verlängerten  od^*^ 
verlcürzten  Hauptaxe  trifft,  so  resultirt  für  jede'| 
Werth  von  rn  eine  tetragonale  Pyramide,  welche  thew 
spitzer,  theils  flacher  als  P seyn,  jedenfalls  aber  di^' 
selbe  Basis  und  Flächenstelliing  haben  wird.  Da  n«® 
der  geometrische  Unterschied  der  Flächen  jeder  so^ 
chen  Pyramide  von  jenen  der  Grundgestalt  darin  b®' 
steht,  dass  ihre  Parameter  1:1:  ma  sind,  währen 
jenen  von  P das  Verhältniss  1:1:«  entspricht, 
wird  allgemein  »jP  das  Zeichen  derselben.  Und  W®* 
m einerseits  <C  1»  anderseits  ]>•  1,  die  beiden  Grän 
zen  seiner  möglichen  Werthe  aber  0 und  oo  sind, 
lassen  sich  sämmtliche  auf  diese  Art  abgeleitete  VT 
ramiden  nach  ihrer  fortschreitenden  Axenlänge  in  <1“’ 
Schema  folgender  lleihe  vereinigen: 

Wi  <<  1 ?«  > 1 

oP otP P mV..:. ooP 

in  welcher  die  Glieder  linker  Hand  von  P lauter 
chere,  die  Glieder  rechter  Hand  lauter  spitzere  Py®' 
iniden  als  P bedeuten. 

Wir  nennen  diese  Reihe  die  Hauptreihe 
Tetragonalsystemes,  und  erkennen  ihre  Glieder 
zeit  daran,  dass  sie  mit  der  Grundgestalt  gleiche 
chenstellung  haben.  Denn  die  Gleichheit  der  Fläch®” 
Stellung  und  der  Basis,  nicht  aber  ein  mathematisc'* 
Gesetz  des  Forts chreitens  der  Axenlängen  ist  es,  j 
diese  Gestalten  in  eine  einzige  Reihe  vereinigt, 


die  Copnla  dieser  Reihe  bildet.  Die  Gränzglieder 
selben  sind  oP  und  ooP;  das  erstere  stellt  eine 


tet®”' 


gonale  Pyramide  von  unendlich  kleiner  Axe,  und 


vo® 
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Speicher  und  ähnlicher  Basis  mit  P , d.  h.  d i e s e B a- 
selbst,  das  letztere  eine  tetragonale  Pyramide 
'“n  unendlich  grosser  Axe  und  demselben  Quer- 
'“'^hnitte,  d.  h.  ein  tetragonales  Prisma  von  iiir 
^*=finiter  Länge  dar.  Beide  können  natürlich  nicht 
“^ll^ständig,  sondern  nur  in  Combination  mit  einan- 
‘'«r  oder  mit  andern  Gestalten  erscheinen.  TJehrigens 
'^''Weitem  wir  die  Bedeutung  des  Zeichens  oP  dahin, 
es  nicht  hlos  die  Basis  seihst,  sondern  überhaupt 
Parallelfläche  der  Basis  repräsentirt.  Hiernach 
®'lcutet  ocP.oP  ein,  seiner  Länge  nach  unbestimm- 
aber  an  beiden  Enden  durch  basische  Flächen 
*®*^'uinirtes , tetragonales  Prisma,  von  paralleler  Flä- 
'^^^Ustellung  mit  P. 

§.  206. 

der  dltetragoiialen,  und  der  tetragonalen  Pyramiden  zwei- 
ter Art. 

Aus  jedem  Gliede  fflP  der  Hauptreihe  lässt  sich 
Heihe  ditetragonaler  Pyramiden  und  eine  tetra- 
Pyramide  von  diagonaler  Flächoiistellung  ab- 

Man  verlängere  die  Nebenaxen  von  »tP  nach  ir- 
*'*'‘*1  einem  rationalen  Coeffleienten  n,  der  >1,  und 
!®*  We  dieEckpuncte  der  Basis  mit  den  Endpuncten 
p*'  Verlängerten  Nebenaxen  durch  gerade  Linien,  so 
sich  jedenfalls  eine  ditetragonale  Figur  aus- 
Ulan  nun  in  jede  Seite  dieser  Figur,  als  derBa- 
neuen  Gestalt,  zwei  Ebenen,  von  welchen  die 
den  oberen,  die  andre  den  unteren  Pol  der  Py- 
^'*'‘de  ,,jP  trifft,  so  resultirt  nothwendig  eine  von 
j '^''gleichseitigen  Dreiecken  umschlossene  Gestalt, 
Mittelkanten  in  einer  Ebene  liegen,  d.  h.  eine 
^y®!'-agonale  Pyramide  (§.199),  deren  Zeichen  mP«. 
nun  n alle  möglichen  rationalen  Werthe  von  1 
Unnehmen  kann,  so  erhalten  wir  aus  jedem 
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Gliede  7«P  der  Hauptreihe  einen  zahllosen  Inbegriß 
von  ditetragonalen  Pyramiden,  welcher  sich  nach  de® 
fortschreitenden  Werthen  von  n in  das  Schema 
gender  Reihe  ordnen  lässt: 

7«P mPn JwPoo 

Für  » = 1 verwandelt  sich  die  ditetragonale 
sis  in  die  quadratische  Basis  der  Grundgestalt; 

« = oo  dagegen  in  das  um  diese  Basis  regelmäss*^ 
umschriebene  Quadrat.  Daher  sind  die  Gränzglied®^ 
dieser  Reihe  einerseits  die  Pyramide  »iP,  von 
eher  die  Ableitung  ausging;  anderseits  wiederum  eiD® 
tetragonale  Pyramide  von  gleicher  Axe  mit  jäP, 
von  diagonaler  Flächenstellung  und  doppelt  so  gross®^ 
Basis.  Alle  mittleren  Glieder  sind  ditetragonale  VT 
ramiden  von  verschiedenen  Basen,  nach  Maassgab® 
der  verschiedenen  Werthe  von  n.  Uehrigens  ist 
sowohl  die  Gleichheit  der  Ilauptaxen,  als  auch 
Identität  der  normalen  Hauptschnitte,  Avas  die  säinn*^” 
liehen  so  abgeleiteten  Gestalten  in  eine  Reihe  ve®' 
einigt,  und  folglich  die  Copula  dieser  Reihe  bildet. 

Die  bisher  beobachteten  Werthe  von  m sind 
wohnlich  von  sehr  einfachem  numerischen  Ausdruck®’ 
Regelmässige  achtseitige  Pyramiden  können  aber  nick* 
Vorkommen,  da  sie  einen  irrationalen  Werth  von  ^ 
fordern. 

5-  207. 


Ditetragonale  Prismen. 

Wie  aus  jedem  Gliede  der  Hauptreihe,  so 
«ich  auch  aus  ooP , oder  dem  tetragonalen  Pris***^ 
eine  Reihe  von  folgender  Form  ableiten  lassen: 

ooP oePn oePoo 

Sämmtliche  Glieder  dieser  Reihe,  mit  Ausnab*'' 
der  beiden  äussersten,  sind  ditetragonale  Pris"* 
von  verschiedenen  Querschnitten,  nach  Maassgabe  d 
verschiedenen  Werthe  von  »,  während  einerseits 
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'ctragonale  Prisma  ocP,  anderseits  wiederum  ein  te- 
**^ägonales  Prisma  von  diagonaler  Flächenstellung  und  • 
®Ppelt  so  grossem  Querschnitt  als  ocP  die  Gränz- 
" Getier  der  Reihe  bilden.  Keines  dieser  Prismen  kann 
^®^^ständig  erscheinen,  indem  die  Möglichkeit  ihrer 
'■^clieinung  eine  beiderseitige  Begränzung  durch  sol- 
Gestalten  voraussetzt,  deren  Flächen  gegen  die 
j^^'iptaxe  geneigt  sind.  Das  regelmässig  achtseitige 
^•siaa  ist  als  einfache  Gestalt  eben  so  unmöglich, 
1^,*®  eine  dergleichen  Pyramide;  zwar  stellt  die  Com- 
j,*®®Gon  ocP.ocPoo.  ein  gleichwinkliges  (und  zufäl- 
'S  tvohl  auch  gleichseitiges)  achtseitiges  Prisma  dar; 

®^Q  die  Flächen  dieses  Prismas  haben  eine  ganz 
Lage , als  die  Flächen  de.sjenigen  gleichwinklig 
?'^^tseitigen  Prismas,  welches  aus  ocP  nach  einem 
^^Uonalen  Coefficienten  abgeleitet  werden  könnte. 

§.  208. 

Schema  des  Tetragonalsystemes, 

»„  öurch  die  Ableitungen  der  beiden  vorhergehenden 
die  mögliche  Mannichfaltigkeit  tetragonaler  Ge- 
j^n  vollständig  erschöpft,  indem  sich  keine  ho- 
.!®'^Gsche  Gestalt  angeben  lässt,  welche  nicht  auf  die 
^ oder  die  andre  Art  aus  einer  gewählten  Grund- 


hergeleitet  werden  könnte.  Verbinden  wir 
Jj  Leihen  der  ‘ditetragonalen  Pyramiden  mit  der 
f^^Ptreihe , so  erhalten  wir  folgendes  Schema  des 
^^®gonalsystemes : 


Op... 

1 

mP  

....p 

»*>1 
....mV 

Op«. 

....p« 

....Poo... 
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Aus  dem  bisher  Vorgetragenen  ergeben  sich  P'* 
dieses  Schema  folgende  Sätze; 

1)  Jede  horizontale  Reihe  enthält  lauter  Gesta 
von  congiuenten  Mittel<juerschnitten. 

2)  Die  oberste  horizontale  Reihe,  welche  wir 

Hauptreihe  des  Systemes  nannten,  hegte’ 
alle  tetragonalen  Pyramiden  und  das  gleichn”^ 
mige  Prisma  von  normaler  Flächenstellung 
gleicher  Basis  mit  P.  , 

3)  Die  unterste  horizontale  Reihe  begreift  alle 
tragonalen  Pyramiden  und  das  gleichnamige  Pt'®^ 
ma  von  diagonaler  Flächenstellung  und 

so  grosser  Basis  als  P.  Wir  nennen  sie 
Xebenreihe  des  Systemes. 

4)  Die  mittleren  horizontalen  Reihen,  deren  so  vi®^ 

möglich  sind,  als  es  rationale  Werthe  von 
«lebt,  begreifen  lauter  ditetragonale  Pyranu«  ^ 
und  Prismen,  und  zwar  jede  einzele  Reihe 
ter  Gestalten  von  ähnlichen  Querschnitten,  ^ 
ein  und  derselbe  Werth  von  7i  eine  und  diese! 
ditetragonale  Basis  giebt.  Wir  nennen  sie 
Zwischenreihen  des  Systemes.  . 

5)  Jede  verticale  Reihe  begreift  Gestalten  von  g*  ^ 
eher  Axenlänge  und  congruenten  normalen  Ha“P 
schnitten. 

4 

B.  Ableitung  der  hemiedrischen  Gestalten. 

§.  209. 

Verschiedene  Weise  der  Hemiedrio  an  mVn. 

Aus  den  Verhältnissen  der  ditetragonalen 
miden  zu  den  übrigen  holoedrischen  Gestalten 
man,  dass  selbige  die  allgemeinsten  Repräsent»”^.^, 
der  tetragonalen  Gestalten  überhaupt  sind, 
selbe  Rolle  in  diesem  Systeme  spielen  wie  die 
kisoktaiider  im  Tesseralsysteme.  Wie  daher  J» 
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^ßicheo  wPa  die  Zeichen  aller  übrigen  holoedrischen 
®**talten  entlialten  sind,  so  vereinigt  auch  die  dite- 
^‘^^gonale  Pyramide  in  ihren  Eigenschaften  die  ßedin- 
*’''*’'gen  für  die  Existenz  aller  übrigen  Gestalten.  Die- 
Verhültniss  ist  zumal  für  die  folgenden  beiden 
^■^schnitte  von  Wichtigkeit,  indem  die  ßerechnung 
""’ohl  al.s  die  Combinationslehre  auf  die  ditetrago- 
1‘yramide  gegründet  werden  müssen.  Aber  auch 
der  Ableitung  der  hemiedrischen  Gestalten  ist  es 
Vortheilhaft,  zunächst  von  dieser  allgemeinsten 
®'^talt  auszugehen,  weil  man  dann  die  für  die  übri- 
Gestalten  gültigen  Resultate  zugleich  mit  erhält, 
j Je  vier,  über  einem  und  demselben  Quadranten 
gelegene  Flächen  bilden  gleichsam  ein  Glied 
ditetragonalen  Pyramide,  welche  demnach  als  ein 
!l^*'gliedriges  Ganze  zu  betrachten  ist.  Wenn  nun 
Geniiedrie  überhaupt  durch  das  Eintreten  des  Ge- 
^®**satzes  entweder  von  oben  und  unten,  oder  von 
j.®®l>ts  und  links,  oder  auch  durch  das  gleichzei- 
Eintreten  beider  Gegensätr.  bedingt  wird,  so 
j.  ®jnt  es  doch  in  der  Natur  begründet,  dass  sich 
(aegensätze  jedenfalls  nur  innerhalb  eines 
desselben  Gliedes,  und  niemals  in  Bezug 
'Solche  Flächensysteme  geltend  machen,  welche 
E*'  ^ verschiedener  Glieder  gebildet  werden, 

ij.,  Voraussetzung  der  Gültigkeit  dieses  Gesetzes, 
nun  die  Hemiedrie  an  der  ditetragonalen  Pyra- 
Wc.  ^ folgender  dreierlei  Weise  verwirklicht 

durch  den  Gegensatz  von  oben  und  unten;  es 
''^'schwinden  die  abwechselnden  oberen  und  un- 
u *®ren  Flächenpaare  der  einzelen  Glieder;  Fig.  247. 
' durch  den  Gegensatz  von  rechts  und  links;  es 
''^»•Schwinden  die  rechten  oder  die  linken  Flä- 


--  ..  X.*-  

®"enpaare  der  einzelen  Glieder;  Fig. 248. 
durch  gleichzeitiges  Eintreten  beider  Gegensätze ; 
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es  verschwindet  in  jedem  Gliede  die  obere  recht ^ 
niit  der  unteren  linken,  oder  die  obere  linke  i>‘ 
der  unteren  rechten  Fläche;  Fig.  249. 

Nach  den  Resultaten,  welche  diese  verschie*!® 
nen  Modalitäten  der  Hemiedrie  für  die  Erscheinu«» 
geben,  w'ollen  wir  die  erste  die  skaleno edrisc 
oder  sphenoidische,  die  zweite  die  pyrai’^' 
dale,  und  die  dritte  die  trapezoedrische  Heii>t® 
drie  nennen. 

a)  Shalenoedrische  oder  sphenoidische  Hemiedrie. 

§.  210. 

Ableitung  der  tetragonalen  Skalenoeder. 

Die  tetragonalen  Skalenoeder  sind  die  geneig* 
flächig  - hemiedrischen  Gestalten  der  ditetragona^®^ 
Pyramiden  nach  den  an  den  abwechselnden  diago»f^ 
len  Polkanten  gelegenen  Flächenpaaren;  oder:  ** 
durch  den  Gegensatz  von  oben  und  unten  entstehe'' 
den  hemiedrischen  ^lestalten  jener  Pyramiden. 

Da  von  den  a’n  den  diagonalen  Polkanten 
' genen  Flächenpaaren  die  abwechselnden  bleiben 
verschwinden,  so  werden  z.  B.  für  ein  oberes  derg'^ 
eben  Flächenpaar  das  gegenüberliegende  obere, 
die  beiden  zwüschengelegenen  unteren  Flächenpa^’. 
zu  vergrössern  seyn.  Für  jede  bleibende  obere  1 
che  ist  also  ihre  untere  Nebenfläche  eine  versch"  , 
dende,  nnd  umgekehrt,  und  es  folgt  hieraus, 
die  horizontalen  iMittelkanten  der  Muttergcstalt 
schwinden,  und  irgend  andre  an  deren  Stelle  tr^ 
müssen.  Weil  aber  jede  bleibende  Fläche  mit 
unteren,  gleichfalls  bleibenden  Nachbarfläche  urspr” 
lieh  einen  normalen  Mitteleckpunct  gemein  hatte>^.(^ 
wird  sie  mit  ihr  nach  der  Vergrd.sserung  eine 
den,  welche  nur  diesen  einzigen  Punct  mit  derE^^^i, 
der  Ba.9is  gemein  hat,  und  daher  nicht  horii^® 
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Sondern  geneigt  ist.  Die  Mittelkanten  der  neuen  Ge- 
liegen  also  nicht  mehr  in  einerEbene,  gehen 
doch  durch  die  vier  normalen  Eckjnincte,  und 
JJ^ssen  folglich  im  Zickzack  auf-  und  ablaufen.  — 
hat  aber  auch  jede  bleibende  Fläche  vor  derVer- 
^‘■«sserung  einen  Punct,  nämlich  den  Poleckpunct, 
einer  Fläche  des  andern  bleibenden  Fiächenpaa- 
der.selben  Pyramidenhälfle  gemein;  sie  wird  da- 
Weil  das  zwischenliegende  Flächenpaar  verschwln- 
mit  derselben  Fläche  nach  der  Vergrösserung 
Polkante  bilden.  Da  nun  jede  Fläche  schon  ur- 
^Ptiinglich  mit  ihrer  Nebenfläcbe  desselben  Paares 
(diagonale)  Polkante  bildete,  so  wird  sie  nach 
Vergrösserung,  ausser  von  dieser  Kante,  noch 
einer  neuen  Mittelkante  und  von  einer  neuen 
'“hcanie,  überhaupt  also  von  drei  Kanten  begränzt, 
folglich  ein  Dreieck  seyn.  Die  hemiedrische  Ge- 
daher  eine  von  acht  Dreiecken  umschlossene 
j,®*'alt,  deren  Mittelkanten  nicht  in  einer  F.bene 
d.  h.  ein  tetragonales  Skalenoeder  (§.  200). 

r.  ...  II  - 

Das  Zeichen  dieser  Skalenoeder  ist  allgemein  — 

giebt  jede  diletragonale  Pyramide  zwei  gleiche 
pj'*  ähnliche  in  verwendeter  Stellung  hifindliche,  com- 
^ ^***entare  Gegeiikörper  oder  hemiedrische  Ebenbil- 
Welche  durch  Vorsetzung  der  Slellungszeichen 
**hd  . — unterschieden  werden. 

§.  211. 

Ableitung  der  tetragonaleu  Sphenoide. 

^®tzt  man  n = 1,  so  verwandelt  sich  die  dite- 
''^^le  Pyramide  in  eine  tetragoiiale  Pyramide  der 
tg^^P^^'eihe , deren  einzele  Flächen  den  Flächenpaa- 
entsprechen.  Bringt  man  für  sie  dasselbe 
Hemiedrie  in  Anwendung,  so  werden  die 
®'>selnden  Flächen  der  Pyramide  jmP  verschwin- 
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<len,  wälirenA  die  vier  übrigen  zur  Darstellung 


heiniedrischen  Gestalt  contribuiren ; für  jede  bleiben 


Fläche  verschwinden  also  die  Nebenflächen  und  bl®’ 
ben  die  Nachbarflächen.  Da  nun  jede  Fläche 

Nachbarflächen  hat,  und  mit  diesen  zum  Durchschm* 

kommt,  so  wird  die  neue  Gestalt  von  vier  Dreieck®® 
umschlossen  seyn;  und  da  für  jede  bleibende  Fl^®’ 
ihre  in  der  entgegengesetzten  Pyramidenhälfte 
gene  Nebenfläche  verschwindet,  so  verschwinden  a®® 
die  ursprünglichen,  horizontalen  Mitfelkanten  “ 
Muttergestalt.  Nun  hat  aber  jede  bleibende  Flä®*‘ 
mit  ihren  beiden  Nachharllächen  der  entgegengesc’^' 
ten  Pyramidenhälfte  vor  der  Vergrösserung  ein® 
Mittelpunct  gemein;  sie  wird  also  nach  der 
grösserung  mit  denselben  zwei  Mittelkanten  hild®''' 
welche  die  Ebene  der  Dasis  mir  in  einem  Puo«^ 
schneiden,  und  folglich  gegen  dieselbe  geneigt  si® ' 


Die  Mittelkanten  der  neuen  Gestalt  müssen  also 


ii" 


Zickzack  auf-  und  ablaufen.  Endlich  folgt  aus  <1®* 
gegenseitigen  Lage  jeder  Fläche  zu  ihren  Nachb®®^ 
flächen,  dass  sie  nach  der  Vergrösserung  wiedeij^f 


ein  gleichschenkliges  Dreieck  darstellen  muss. 


hemicdrischo  Gestalt  ist  also  eine  von  vier  gld® 


schenkligen  Dfciecken  umschlossene  Gestalt,  de», 


ci® 


Mittelkanten  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  d.  h. 
tetragonales  Sphenoid  (§.  202). 

Die  Zeichen  der  beiden,  aus  jeder  Pyramide 


wP 

ahzuleitenden  Sphenoide  sind  -j ^ und 


7/^ 


§•  212. 

Gränzgestalten  der  Skalenoeder. 


Die  tetragonalcn  Sphenoide  sind  eigentlich  * 


anderes,  als  die  Gränzgestalten  der  Skalenoeder 


den  Werth  n = 1.  Setzt  man  dagegen  n == 


; OO^ 


verwandelt  sich  die  ditetragonale  Pyramide  n» 


e»'* 
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'®tragonaIe  Pyramide  der  Nebenreilie,  und  wendet 
auf  diese  dasselbe  Gesetz  der  Hemiedrie  an,  so 
1^‘üngt  man  offenbar  auf  eine  Gestalt,  w'elchc  in  der 
j^^^cheinnng  durch  Nichts  von  »jP^o  verschieden  ist. 
tetragonalen  Pyramiden  der  Nebenreihe  erschei- 
daher  als  Gränzgestaltcn  der  Skalenoeder  eben 
^^''ohl  mit  ihren  sämratlichen  acht  Flächen,  wie 
sie  holoedrisch,  als  Gränzgestalten  der  ditetra- 
^||*'®len  Pyramiden,  auftreten.  Das  Paradoxon,  wel- 
^ in  diesem  Resultate  zu  liegen  scheint,  verschwin- 
jedoch,  sobald  man  erwägt,  dass  jede  Fläche  die- 
tetragonalen  Pyramiden  eigentlich  ans  zweiFlä- 
, der  di  tetragonalen  Pyramide  hervorgegangen, 
{<j,,  dass,  streng  genommen,  nur  eine  Hälfte  jeder 
'*’^^e  in  der  hemiedrischen  Gestalt  vorhanden  ist, 


'Vi 


i^teilich  für  die  Erscheinung  keinen  Unterschied 

edj  — ...  . — 


ih  andre  Hälfte  in  eine  Ebene  mit 

Selbst  fällt.  Daher  kann  es  uns  auch  nicht  be- 
^V^^den,  wenn  wir  an  tetragonalen  Mineralspecies, 
der  skalenoedrischen  Hemiedrie  unterworfen 
W Kupferkiese,  die  tetragonalen  Py- 

V^b'den  der  Ne.benreihe,  der  Ileiniädrie  ungeachtet, 
(,,j^®tiindig  auftreten  sehen.  Im  Gegentheile  werden 
tVg. von  der  Nothwendigkeit  dieser  Erscheinungs- 
sobald  wir  ihr  VerhUltniss  zu  den 
^äoedern  so  aufgefasst  haben,  wie  cs  sich  durch 
® '^bleitungsmethode  von  selbst  bestimmt. 

ceP  und  (xP^o  ist  das  Gesetz  der  ska- 
fft^^^drisphen  Hemiedrie  sofern  ohne  Einfluss,  wie- 
big^.  die  Erscheinungsweise  dieser  Prismen  durch  sel- 
bst 1 ^®iner  Aenderung  unterworfen  seyn  kann.  Docli 
^läch*  ®*^‘nnern,  dass  von  ocPä  die  abwechselnden 
und  von  oeP  die  abwechselnden  eiu- 
' Flächen  eine  verschiedene  Bedeutung  erhalten. 


die  einen  auf  die  obere, 

’iälfte  der  Gestalt  zu  beziehen  sind;  ein  Un- 


die  anderen  auf  die 
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terschied,  welcher  für  die  Combinationskanten 
tig  ist,  und  sich  sehr  auffallend  offenbaren  wür 
wenn  eine  Species,  deren  Gestalten  der  skalenofe 
sehen  Hemiedrie  unterworfen  sind,  zugleich  '*** 
dem  Gesetze  des  Ilemimorphismus  stände*), 

§.  213. 

Eingeschriebene  Sphenoide  der  Skalenoeder. 

Die  Mittelkanten  jedes  Skalenoeders 

genau  dieselbe  Lage,  wie  die  Mittelkanten  irgend 
nes  Sphenoides,  welches  wir  das  eingeschriebß" 
Sphenoid  nennen  wollen.  Da  nun  in  jedem 


noide  der  Abstand  der  Ecke  von  der  Basis  der 
ben  Hauptaxe  gleich  ist,  so  würde  man  die  11»’'^ 

axe  des  eingeschriebenen  Sphenoides  von 


mPfi  j./ 


»>1 


nen,  sobald  der  Abstand  der  Mittelecke  von  der  Eb*’", 
des  Mittelquerschnittes  des  Skalenoeders  bek-'*"'' 
wäre;  dieser  Abstand  aber  ist  wiederum  nichts 
deres , als  die  der  Hauptaxe  parallele  Coordinat® 
des  Mitteleckpunctes. 

Da  nun  jeder  Mitteleckpunct  der  DurchnittspunC^  , 
ner  oberen  und  einer  unteren  Polkante  desselben  _||| 
gonalen  Hauptschnittes  ist,  so  gelangt  man  sehr 
zur  Bestimmung  seiner  Coordinate  x,  durch  Co''' j 
nation  der  Gleichungen  dieser  beiden  Polkanten. 
der  Lage  je  zweier  Flächen , welche  zur  Darste^^^^ii 
der  erwähnten  beiden  Kanten  contribuiren , 
sich  für  eine  längere  obere  Polkante  die  Glcichui'S 

„_z  = 0onj^+(l+l)3!  = l 
^ tua  n 


*)  Vergl.  mein  Lelirbuch  der  Mineralogie  §.  125. 
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für  die  entsprechende  kürzere,  untere  Polkante 
Gleichungen: 

(«  — 


y — z = 0 und 1- 

^ ma 


!^'"'aus  für  die  der  Hauptaxe  parallele  Coordinate  .v 
*'cs  Durchschnittspunctes  der  absolute  Werth 


x = - 


fl 

"st,  Welches  die  gesuchte  Halbaxe  des  eingeschrie- 
Sphenoides  für  das  Skalenoüder  — Das 


2 

^ ‘ ~P 

Stehen  dieses  Sphenoides  ist  folglich 

§.  214, 

^«cundäre  Ableitung  der  Skalenoeder  aus  den  Sphenoiden. 

A^uf  die  im  vorigen  §.  erörterte  Eigenschaft  der 
^ ''^®Uoeder  lässt  sich  folgende  secundäre  Ableitung 
aus  den  Sphenoiden  gründen,  welche  inso- 
5 5 einigen  Vorzug  vor  der  primitiven  Ableitung  des 
li|  ^ hat,  wiefern  sie  die  Vorstellung  der  waliren 
\^'^**ognomie  dieser  Gestalten  bedeutend  erleichtert, 

He 


fall  selbige  von  der  Vorstellung  einer  weit  ein- 


®teu  Gestalt  abhängig  macht.  Jedes  Skalenoeder 
^ tfird  nämlich  aus  seinem  eingeschriebenen  Sphe- 

(Fig-  251)  abzuleiten  seyn,  indem  man  die 

llan>.  ^ 

Vejj;.  ^6  des  letzteren  nach  einem  Coefficienten  q 
"^^ft , bis  sie  = ina,  und  darauf  in  jede  Mittel- 
dig  Sphenoides  zwei  Ebenen  legt,  von  W'elchen 

den  oberen,  die  andere  den  unteren  End- 
so  verlängerten  Hauptaxe  trifft.  Da  nun 


ma 


qma 
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Bezeichn®* 


so  sieht  man,  dass  q — n seyn  muss 
man  zum  Behufe  dieser  secundären  Ableitung,  j®' 
aus  einer  tetragonalen  Pyramide  ?/iP  abgeleitete  Sk»!® 
noeder  mit  + mS,  und  schreibt  man  den  zweiten  A 
leitungscoefficienten,  welcher  sich  auf  die  Verlänn® 
rung  der  Hauptaxe  des  eingeschriebenen  Sphenoin® 
bezieht,  nach  Art  eines  Exponenten  oben  rech* 
Hand  vom  Symbol  S , so  wird  das  secundäre  Zeich®" 

jedes  Skalenoeders  + die  Form 


+ — S" 
~ n 


erhalten,  üebrigens  folgt  aus  den  Gleichungen 
beiden  Polkanten,  dass  die  kürzeren  Polkanten 


Skalenoeders  dieselbe  Lage  haben  wie  die  P®' 
kanten  der  tetragonalen  Pyramide 

n 

und  dass  die  längeren  Polkanten  dieselbe  Lage 
ben  wie  jene  der  Pyramide 

fJlpoo 

n 

Den  kürzeren  Polkanten  sind  daher  die  Fläc'*® 
des  Sphenoides 

_ 7n{H—  l)c, 

5 

den  längeren  Polkanten  die  Flächen  des  Sphenoi*^®^ 


^ m(ti  + 1)^ 
~ 2n 


parallel,  und  es  ist  merkwürdig,  dass  zwischen 
Axcn  ff,  a'  und  ff"  der  drei  Sphenoide,  welche 
cbergestalt  durch  jedes  Skalenoeder  indicirt  sin<b 
Relation  Statt  findet: 

ff  = ff'  + e" 

in  welcher  Gleichung  ff"  die  Axe  des  eingeschr» 
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Sphenoides,  a und  a'  die  Axen  der  auf  die  län- 
pren  und  kürzeren  Polkanten  bezüglichen  Splienoide 
^deuten. 

§.  215. 

®®I>ema  des  skalenoedrisch  erscheinenden  Tetragonalsystemes. 

» Der  secundären  Ableitung  und  Bezeichnung  zu- 
lässt  sich  für  das  Tetragonalsystem  in  seiner 
^lenoedrischen  Hemiedrie  folgendes  allgemeine  Sche- 


aufstellen. 


«t  < 1 

»i>  1 

oS 

+s........ 

....+»iS. 

o 

CC 

a 

....+»»-S" 



...oüS" 

oSso 

»tijoo ... 

k^.... 



....ooS^ 

oePoü 

Poü.... 

Die  oberste  horizontale  Reihe,  welche  auch  hier 
^ Dauptreihe  gilt,  enthält  die  sämmtlichen  Sphenoide 
das  tetragonale  Prisma  von  gleicher  Flächenstel- 

t Die  unterste , durch  einen  Strich  abgesonderte 
) **ontale  Reihe  enthält  die  sämmtlichen  tetraffona- 
*^yramiden  von  diagonaler  Flächenstelliing,  so  wie 
L gleichnamige  Prisma ; sie  ist  identisch  mit  derXe- 
®ihe  in  §.  208  und  behält  auch  hier  diesen  Namen, 
dpj,  mittleren  horizontalen  Reihen,  mit  Ausnahme 
4(1  ^'^Sßklammerten,  enthalten  die  sämmtlichen  Ska- 
und  ditetragonalen  Prismen  des  Systemes, 
®«lb  einzele  dieser  Reihen  (in  welcher  der- 

«talt**  ^'^^rth  von  n vorausgesetzt  wird)  nur  solche  Ge- 
»ftf  o'  ähnlichen  Querschnitten,  da  die  Figur  die- 
'''terschnitte  nur  von  n abhängt. 


18* 
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Die  eingeklamhierte  Reihe  enthält  nur  eine  W* 
dieselbe  Gestalt,  nämlich  ein  tetragonales  Prisma  voi' 
diagonaler  Flächenstellung,  •welches  daher  identis®^' 
mit  ocPco  ist.  Dieses  Resultat  folgt  unmittelbar  3'*® 
der  Betrachtung  der  einzelen  verticalen  Reihen  J®*” 
Schemas.  Jede  dieser  Reihen  fängt  mit  einem  Sph®' 
noide  an,  aus  welchem  durch  successiv  zunehmen*^® 
VergrÖsserung  der  Haupttaxe  immer  spitzere 
spitzere  Skalenoeder  abgeleitet  weiden  Daher  eflf' 
hält  zuvörderst  'jede  verticale  Reihe  Gestalten  i"'* 
gleichliegenden  Mittelkanten.  Wird  nun  der  Coeffr 
cient  w,  welcher  die  VergrÖsserung  der  Hauptaxe  <1®* 
Sphenoides  anzeigt,  unendlich  gross,  so  fallen  noll*' 
wendig  je  zwei,  in  eine  und  dieselbe  Mittelkante  <I®’ 
Sphenoides  zu  legende  Flächen  in  eine,  der  Haiip*' 
axe  desselben  parallele  F.bene,  und  das  Skaleuoä'b'f 
verwandelt  sich  in  ein  tetragonales  Prisma,  aus  W®^' 
ehern  Glied»  der  Ilauptreihe  cs  auch  abgeleitet  sc,'" 
mag.  Daher  haben  die  sämmlicbeu  verticalen  Reib®'' 
des  Schemas  eine  und  dieselbe  Gränzges tal^' 
= ooPoo. 

Anmerkung.  Wiewohl  nicht  abzuläugnen, 
diese  sccundäre  Ableitung  und  Bezeichnung  der  spb®" 
neidischen  Abtheilung  des  Tetragonalsystcmes  weit  t® 
präsentativer  ist,  als  die  primitive,  und  wicAvohl 
deshalb  für  das  Bediirfniss  der  Mineralogie  der  1®'^ 
teren  unbedingt  vorzuziehen  wäre,  so  Msst  sicli  d®® ' 
auf  der  andern  Seite  nicht  verkennen,  dass  durch 
der  Zusammenhang  verloren  geht,  welcher  zwiscb®'| 
den  SkalenoSdern  und  den  Pyramiden  der  Nebcnr®* ' 
Statt  findet,  und  dass  über  die  Ableitung  der 
gonalen  Prismen  aus  <XiS  einige  Unklarheit  zurü® 
bleibt. 
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b)  Pyramidale  Heviüdrie. 

§.  216. 

der  tetragonalen  Pyramiden  von  abnormer  Flächen- 
stellung. 


dl 


Die  tetragonalen  Pyramiden  von  abnormer  Flä- 
'^'istellnng  sind  die  hemiedrischen  Gestalten  der  di- 
^*'d'agonalen  Pyramiden  nach  den  an  den  abwech- 
^dnden  Mittelkanten  gelegenen  Flächenpaaren;  oder, 
l'®  durch  den  Gegensatz  von  rechts  und  links  entsteh 
'®hden  hemiedrischen  Gestalten  jener  Pyramiden. 
Weil  die  Mittelkanten  der  ditetragonalen  Pyra- 
in  der  Ebene  der  Basis  liegen,  so  werden  sich, 
der  Vergrösserung  der  an  den  abwechselnden  vier 
j '**^elkanten  gelegenen  Flächenpaare  , zugleich  diese 
j. ‘helkanten  verlängern,  ohne  jedoch  ihre  urspriing- 
Lage  in  der  Ebene  der  Basis  aufzugeben.  Und 
jede  bleibende  Fläche,  ausser  mit  ihrer  Neben- 
der  ungleichnamigen  Pyramidenhälfte,  noch  mit 
Nachbarflächen  der  gleichnamigen  Pyramiden- 
j|  te  ziiHi  Durchschnitte  kommt,  so  wird  sie  nach 
Vergrösserung  wiederum  ein  Dreieck  darstellen, 
jj*“  heue  Gestalt  ist  daher  eine  Pyramide  (§.  56).  — 
hber  von  den  abwechselnden  Mittelkanten  der 
^'h^cgestalt  je  zwei  gegenüberliegende  parallel,  je 
henachbarle  normal,  und  alle  vom  Mittelpuncte 
^ 'elivveit  entfernt  sind,  so  tvird  die  Basis  der  neuen 
ein  Quadrat,  und  diese  selbst  eine  tetrago- 
“ ^'yramide.  — Da  endlich  die  Miltelkanten  der 
t)^j*^®'geslalt  niemals  den  Mittelkanten  der  tetrago- 
ch  ^'yramiden  von  normaler  oder  diagonaler  Flä- 
«il",“'"""*  parallel  laufen,  sondern  jederzeit  eine 
'IfiU  Hichtung  zwischen  den  Richtungen  jener  bei- 
(gj*'  *^®hauptcn,  so  werden  auch  diese  hemiedrischen 
'“schalen  Pyramiden  weder  normale  noch  diago- 
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nale,  sondern  irgend  eine  mittlere,  oder  abnorm« 
Flächenstellung  haben. 

Weil  es  aber  in  jeder  ditetragonalen  Pyraifti*^® 
zwei  Systeme  von  abwechselnden  Mittelkanten  gie^^’ 
so  wird  man  auch  aus  jedem  mVn  zwei,  an 
gleiche  und  ähnliche,  und  nur  durch  ihre  Stellu”^ 
verschiedene  tetragonale  Pyramiden  erhalten.  Um 
sen  Unterschied  der  Stellung  zu  lixiren,  denken 
uns  die  Muttergestalt  so  gestellt  , dass  einer  der  di«' 
gonalen  Hauptschnitte  auf  uns  zuläuft.  Dann 
auf  jeder  Seite  dieses  Ilauplschnittes  eines  der  b«*' 
den  Flächenpaare,  welche  ^uisammen  ein  Glied  d«' 
Pyramide  bilden  (§.  209).  Vergrössern  wir  das  redd’ 
gelegene  Flächenpaar  und  die  übrigen  abwechselnde«’ 
so  entstellt  eine  rechts  gewendete,  vergrössef« 
wir  das  links  gelegene  Flächenpaar  und  die  übrig«" 
abwechselnden,  so  entsteht  eine  links  gewende*" 
Pyramide.  Allein  dieser  Unterschied  von  rechts  «« 
links  ist  ganz  relativ,  indem  er  davon  abhängt,  aV«'' 
eher  Pol  der  Hauptaxe  als  oberer  oder  als  untei«* 
Pol  gedacht  Avird;  vertauschen  Avir  daher  die  Po'"’ 
oder  kehren  Avir  die  Muttergestalt  um,  so  vertausch«'* 
auch  beide  hemiedrische  Gestalten  ihre  Rollen, 
die  anfangs  rechts  goAvendete  erscheint  nun  links  g"j 
Avendet,  und  umgekehrt.  Diese  ZAveideutigkeit  av’«' 
dadurch  sehr  treffend  aiisgedrückt,  dass  man  dem 

gemeinen  Zeichen  der  beiden  hemiedrischen  ö«' 

genkörper  die  Hülfselemente  ~ und  — vorsetzt. 

I r 

§.  217.  i 

Giänzgestalteii  der  tetragonalen  Pyramiden  A’on  abnormer  f*«’ 
clienstellung. 

Für  « = 00  verwandelt  sich  die  Pyramide  in 
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*®tragonales  Prisma  von  abnormer  Flächenstelhing, 
Zeichen  4 oder  - 

Für  » = 1 «sultirt  die,  mit  ihren  sämratKchen 
*«ht  Pläpj^gjj  vollständig  erscheinende,  tetragonale  Py- 
J'**t>i(le  »jP  der  Hauptreihe,  und  fär»=:(x>  die,  eben- 
*****  mit  allen  ihren  Flächen  erscheinende,  Pyramide 
* der  Nebenreihe ; wov'on  man  sich  leicht  über- 
kann,  wenn  man  die  Flächen  dieser  Gestal- 
lt” durch  ihre  Höhenlinien  halbirt,  je  vier  Flächen- 
**  nach  §.  209  zu  einem  Gliede  vereinigt  denkt, 
I****  liierauf  dasselbe  Gesetz  derHemiedrie  inAnwen- 
bringt,  welches  im  vorigen  §.  für  die  ditetrago- 
Pyramiden  geltend  gemacht  wurde. 

Ilieraus  ergiebt  sich  also  für  die  pyramidal -he- 


*^1*^drische  Erscheinungsweise  des  Tetragonalsystemes 
't  Hegel,  dass  die  Gestalten  der  Haupt-  und  Neben- 
^i***®  Vollständig,  die  Gestalten  der  Zwischenreihen 
als  tetragonale  Pyramiden  und  Prismen  von  ab- 
'’iiier  Flächenstellung  auftreten;  eine  Hegel,  welche 
t”  auch  an  den  Krystallreihen  des  Kalkscheelates 


Fer'uisonites  vollkommen  bestätigt  findet. 

O 

c)  Trapezoedrüclie  Hemiedrie. 


§.  218. 

Ableitung  der  tetragonalen  Trai)ezoeder. 

[j,,  Öie  tetragonalen  Trapezoeder  sind  die  geneigt- 
- hemiedrischen  Gestalten  der  ditetragonalen 
0(1  nach  den  abwechselnden  einzelen  Flächen; 

die  durch  die  gleichzeitigen  Gegensätze  von 
li  "ad  unten,  von  rechts  und  links  entstehenden 
'®drischen  Gestalten  jener  Pyramiden. 

''«u  *^^“'iedrie  nach  einzelen  Flächen  kann  in 
fijj^j^,'*Hetragonalen  Pyramiden  nur  auf  eine  geneigt- 
Gestalt  fuhren,  w eil  jeder  Fläche  Gegenfläche 
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in  der  Reihe  der  Nebenflächen  die  fünfte  und  foIgU«’’ 
eine  verschwindende  ist,  wenn  jene  vergrössert 
Es  hat  aber  jede  Fläche  drei  Neben  - und  vier  Na®**' 
barflächen;  wenn  also  jene  verschv^inden,  und  die^® 
zugleich  mit  ihr  selbst  wachsen,  so  wird  sie  nac*’ 
der  Vergrösserung  vier  Durchschnitte  erleiden,  a"** 
folglich  eine  vierseitige  Figur  werden.  Weil  ab«^ 
jede  Fläche  ursprüglich  nur  gegen  die  beiden  Nad*' 
barflächen  derselben  Pyramidenhälfte  gleiche,  geg«" 
die  beiden  andern  ungleiche  Neigung  hat,  so  weid«'' 
auch  die  neuen  Kanten  dreierlei  verschiedene  Wertb® 
haben,  indem  zwei  gleiche  Polkanten  nebst  zwei 
gleichen  Mittelkanten  die  einzelen  Flächen  begränae"’ 
welche  demnach  als  gleichschenklige  Trapezoide 
scheinen*).  Da  endlich  für  jede  bleibende  Fläche 
untere  Nebenfläche  eine  verschwindende  ist,  so 
den  die  neuen  Mittelkanten  auch  nicht  in  der  Ebe"*' 
der  Rasis  liegen,  vielmehr  gegen  dieselbe  geneiU* 
seyn,  und  im  Zickzack  auf-  und  absteigen.  Folglb'’ 
ist  die  hemiedrische  Gestalt  eine  von  acht  glei^’'' 
Schenkligen  Trapezoiden  umschlossene  Gestalt,  der^'' 
Mittelkanten  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  d.  h. 
tetragonales  Trapezoeder. 

Jede  ditetragonale  Pyramide  mPii  giebt  zwei  'Tr''' 
pezoSder,  welche  in  ihren  einzelen  Regränzungs^'*^  I 
menten  vollkommen  gleich  und  älinlich,  aber  hinsi<;*’*, 
lieh  der  Verknüpfung  derselben  wie  ein  rechtes 
linkes  Ding  desselben  Paares  unterschieden  sind.  1^'* 
her  können  auch  beide  Gegenkörper  nur  dann 
Congruenz  gebracht  werden , wenn  man  den 
umstUlpt,  d.  h.  die  Innenfläche  zur  Aussenfld'^'^J  j 
macht,  indem  ihr  Unterschied  völlig  derselbe  ist  i 


♦)  Die  Resultate  des  nächsten  Capitols  enthalten  zugleic*' 
vollständigen  Beweise  für  sänimtliehe  Regeln  der  Ableitung- 
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eines  rechten  und  linken  Handschuhs.  In  der  Be- 
zeichnung wird  dieser  Unterschied  durch  Vorsetzung 
e*  Hiilfselemente  r und  l hinlänglich  ausgedrückt, 
das  Rechts  und  Links  hier  keinesweges  so  rela- 
ist  wie  in  den  letragonalen  Pyramiden  von  ah- 
^eciUer  Flächenstellung,  vielmehr  das  rechts  gedrehte 
, e^pezoeder  immer  ein  rechtes,  das  links  gedrehte 
"•»ner  ein  linkes  bleibt,  wie  man  auch  die  Gestalt 
decht  stellen  mag.  Daher  sind  denn  die  Zeichen 

i>eiden  aus  mVn  abzuleitenden  Trapezoeder  r 


§.  219. 

Gränzgestalten  der  tetragonalen  Trapezoeder. 

^ Piir  7n  — oo  verwandelt  sich  das  Trapezoeder  in 
*iitetragonale  Prisma  ooP«,  dessen  abwechselnde 
jj^^iien  jedoch  auf  die  entgegengesetzten  Hälften  der 
. ^"^ptaxe  zu  beziehen  sind,  so  dass  vier  als  obere 
^ vier  als  untere  Flächen  gelten. 

Pur  n = 1 resiiltirt  die  mit  ihren  sämmtlichen 
, '*■  Flächen  vollständig  erscheinende  Pyramide  »<P, 
p ' eben  so  für  ti=oo  die  vollständig  erscheinende 
^^•'iUiiide  »tPoo;  wovon  man  sich  leicht  überzeugt, 
Ipk*'  Flächen  beider  Pyramiden  durch  ihre 

||  ®ulinien  halbirt,  und  darauf  dasselbe  Gesetz  der 
f®*"i6drie  in  Anwendung  bringt,  nach  welchem  die 
'lie  ^®*®üder  abgeleitet  wurden.  — Hieraus  folgt  für 
>iitl  *’^®Pu2oedrische  Erscheinungsweise  des  Tetrago- 
die  Regel,  dass  die  Gestalten  derHaupt- 
^®P®*iceihc  vollständig,  die  ditetragonalen  Pyra- 
uls  Trapezoeder,  die  ditetragonalen  Prismen 
wiederum  vollständig  erscheinen,  indem  diese 
•»Or  ”“*■  ‘luun  ‘ils  teüagoiiale  Prismen  von  ab- 
Plächenstellung  auftreten  würden,  wenn  die 
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Krystallreihe  zugleich  dem  Hemimorphismus  nntef 
werfen  wäre. 


Drittes  C ap  itel. 

Von  der  Berechnung  der  Gestalten  des 
tragonalsystemes. 

§.  220. 

Allgemeine  Bemerkung. 

Bei  der  Berechnung  der  verschiedenen  Gestalt^" 
des  Tetragonalsystemes  haben  wir  die  wesentlich 
schiedene  Erscheinungsweise  derselben  zu  berücksi»!^’ 
tigen,  und  demnach  zuvörderst  die  holoedrischen, 
darauf  die  heniiedrischen  Gestalten  in  ihren  drei  A*'' 
theilungen  dem  Calcul  zu  unterwerfen.  Dabei  v«'^' 
steht  cs  sich  von  selbst,  dass  die  Berechnung  inn®*' 
halb  einer  jeden  Abtheilung  zunächst  auf  dicjetB»"' 
Gestalt  gegründet  werden  muss,  welche  als  der 


gemeine  Repi-äsentant  derselben  zu  betrachten  J®' 
Uebrigens  setzen  alle  Berechnungen  das  Axenverbii^* 
niss  einer  Grundgcstalt  voraus,  welches,  wie 
der  Charakter  der  Krystallreihe  beschaffen  seyn  inöf’ 
jedenfalls  durch  X ■ « ausgedrückt  wird  (§.  204)  > ''' 
dexp  1 die  halbe  Nebenaxc,  und  a die  halbe  Hawf* 
axe  von  P bedeutet. 

Nach  diesen  vorläufigen  Bemerkungen  schreb®'* 
wir  zur  Berechnung  der  einzelen  Gestalten,  in‘^‘''|' 
wir  uns  für  jede  derselben  die  nämlichen  sieben  A"^ 
gaben  stellen,  welche  oben  für  die  tesseralen  GeS‘® 
teil  gelöst  wurden. 


I 
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A.  Berechnung  der  holoedrischen  Gestalten. 

§.  221. 

^rechnung  der  ditetragonalen  Pyramide  otP»;  Zwischenaxe. 

Die  Grösse  der  Zwischenaxen  der  di- 
*6tragonalen  Pyramide  »jPä  zu  finden. 

Y öa  in  jeder  ditetragonalen  Pyramide  mVn  das 
^tbsitßigg  der  Parameter  = ma  :n:l,  so  wird  die 
®*®bung  einer  in  den  Octanten  der  positiven  Halb- 
fallenden  Fläche  JF: 


— + 
ma 


+ z = l 


'vie 


Öie  Zwischenaxen  bestimmen  sich  nun  ganz  so 
die  rhombischen  Zwischenaxen  im  Tesseralsy- 
j (§.  115) ; allgemein  sind  nämlich  die  Gleichun- 
' **  der  in  den  Octanten  der  positiven  Halbaxen  fal- 


''deii  Zwischenaxe: 

:r  = 0 und  y — z = 0 

'^eichen  sich,  mittels  Combination  der  Gleichung 
-f*’,  die  Coordinaten  ihres  Endpunctes  oder  des 
^Soualen  Mittele ckpnnctes  bestimmen: 

^ = 0,  y — z = — r— j 


'»HiJ 


daher  die  Grösse  der  halben  Zwischenaxe 


*ar  /j  = 1 oder  für  die  Pyramiden  der  Haupt- 
'vird  daher  il  = j/t,  und  betrachtet  man  die- 
\v:  , ’^tth  als  den  Grundwerth  der  Zwischenaxe,  so 

UM  r*»  , 

uir  irgend  ein  mVn  der  erforderliche  Coefficient : 
2n 


?i  + 1 


wie  in  §.  115. 


Ulf, 


8 ab  e. 


§.  222. 

Fortsetzung ; Flächeniiormale. 

Die  Normale  aus  dem  Mittelpuncte  auf 
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eine  Fläche  der  ditetragonalen  Pyramide  »jP/i 
finden. 

Die  Gleichungen  der  Flächennormale  N aus 
Mittelpxincte  lassen  sich  sehr  leicht  aus  der  Gleich^' 
von  i'’ ableiten,  wie  in  §.116;  man  findet; 

y ^ z T 

Combinirt  man  diese  Gleichungen  mit  jener 
R,  so  finden  sich  die  Coordinaten  des  Diirchschnh*' 
punctes  von  A"  und  F,  indem  man  1) 

= setzt: 

n 


X-- 


■man 


3F 


y = tna7i 


ma 


z = num 


man 


und  folglich  die  Länge  der  Flüchennormale 
, 7nan  man 


N=- 


§.  223. 

Fortsetzung;  Kantenlinien. 

A u f g a b e.  Die  Kantenlinien  der  ditetragonalen 
ramide  wP«  zu  finden. 

Wir  bezeichnen: 

die  normalen  Polkjinten  mit  X (Fig.  250.) 

die  diagonalen  Polkanten  mit  Y 
die  Mittelkanten  mit  . Z 
Die  Endpuncte  dieser  drei  Kanten  sind: 

(1)  der  Poleck- 

punct,  ....  für  Welchen  x=ma,y=S)^ 

(2)  der  normale 


Mitteleckpunct  - 
(3)  der  diagonale 

Mitteleckpunct  - 


=li 
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«Utid 


zwar  wird  begränzt: 

Kante  X von  den  Puncten  (1)  tind  (2) 

' - - F - - - - (1)  und  (3) 

. . Z ~ - - - (2)  und  (3) 

^oinbinirt  man  daher  die  Coordinaten  je  zweier 
*®S6r  Puncte  nach  der  bekanten  Regel  für  die  Dir 
^''zlinie  (§.  14),  so  findet  man: 


+ 1 


Y = 


Z = 


“ « ‘ («  + 1)  ^ + 2?<  ^ 
71  + 1 

+ 1 
71+1 


j ^ür  den  Fall,  da  = F,  oder  da  die  Dreiecke 
*^yramide  gleichschenklig,  mithin  diese  selbst  eine 
®®^uässig  achtseitige  Pyramide,  folgt: 
w = 1 + ^2 


"■'Ich, 


•er  irrationale  Werth  die  Unmöglichkeit  derocto- 
Pyramiden  darthut,  während  er  zugleich  lehrt, 
)>.'  die  Kante  X länger  oder  kürzer  als  die  Kante 
je  nachdem  /«  <C  oder  > 1 y/2.  Da  2,414  — 

(^'^;^äherungsw'erth  von  1+^2,  so  weiden  z.  B.  Py- 
tj^^den  7/iV^  oder  den  regelmässig  achtsei- 
" Pyramiden  sehr  nahe  kommen. 


\ 


§.  224. 

Fortsetzung;  Volumen. 


^^be.  Das  Volumen  V der  ditetragonalen  Py- 
^*ftide  »iPm  zu  finden. 

Basis  der  Pyramide  wird  durch  die  Neben- 
^c|j  "'^^chenaxen  in  acht  gleiche  und  ähnliche  Drei- 
, 'Mb.!“!'“".  von  denen  ein  jedes,  wenn  man  die 
j ^ ® ^®benaxe  = 1 als  Grundlinie  betrachtet,  eine  der 

des  diagonalen  Mitteleckpunctes  = 

^dhe  hat.  Der  Flächeninhalt  jedes  solchen  Drei- 
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£ckes  ist  daher 
Basis  selbst  = 


2(»  + l) 

4« 


und  der  Flächeninhalt 


« + 1* 


Da  nun  die  Pyramide  mVn  aus  zwei,  in 
Grundflächen  verbundenen  einfachen  Pyramiden  ''  , 
der  Höhe  »»a  besteht,  so  wird  das  Volumen  derselb®" 

Qman 


V = 


3(»+l’ 

und  das  Volumen  einer  jeden  der  16  Elementarp)'^ 
miden,  aus  welchen  man  sich  die  ganze  Pyramide  ' 
sammengesetzt  denken  kann: 

man 


V = 


6(«  + 1) 

§.  225. 

Fortsetzung ; Oberfläche. 

Aufgabe.  Die  Oberfläche  S der  ditetragonalen 
ramide  /«P«  zu  finden. 

Weil  das  Volumen  folgende  Function  der  0^®^ 
fläche  und  Flächeunorinale : 

V=  -fiVS 


« 3r 


so  wird 

oder,  nach  Substitution  der  Werthe  von  V 
aus  §.  224  und  222, 

^ + + _ 8M 

‘ 


S =;: 


n + 1 

und  daher  der  Inhalt  einer  einzelen  Pyramidenfl^^ 

M 


F = 


2(n  -f- 1) 

§.  226. 

Fortsetzung;  Fläehenwinkel. 


Aufgabe.  Die  Flächenwinkel  der  ditetragonale'’ 
ramide  »»P«  zu  finden. 


Pf 
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^ Wir  bezeichnen  die  ebenen  Winkel  einer  Fläche 
’ änalog  den  ihnen  gegenüberliegenden  Kanten  X, 
^ “nd  Z,  mit  v und  t (Fig.  250).  Da  nun  der  Si- 
jedes  Dreieckwinkels  gleich  dem  doppelten  Flä- 
^’^'i'lialte,  dividirt  durch  das  Product  der  ihn  ein- 
‘iessenden  Seiten,  so  wird: 


sin  I = 


2F 

YZ 


2F 


. . 2F 

, sinv  = -j^^,  S'm(,=j^y 


1^  Substituirt  man  statt  F,  X,  Y und  Z ihre  be- 
^**aten  Werthe  aus  §.  223  und  225,  und  setzt  man 
bisher  zur  Abkürzung  + 1)  + = ilf, 


«0 


folgt : 

sm‘§  = 


M(n  + i) 


sm  V 


sin  C = 


+ 1)^  +2?i^  + 1 

M 

+ 1 
M 


1)^  +2«^  + 1 
Sucht  man  aus  diesen  Sinus,  oder,  noch  bes- 
’ durch  Conibination  der  Gleichungen  je  zweier' 
nach  §.23,  die  Cosinus  derselben  Win- 
^ ’ So  erhält  man  endlich  für  die  Tangenten,  als 
Gebrauche  bequemsten  Functionen,  die  Werthe : 
Min  + 1 

tang%  = 


ta  ngv  ■■ 
fang^ 


n(n — 1) 
M 

M 


§.  227. 

Fortsetzung ; Kantenwinkel. 

Sähe.  Die  Kantenwinkel  der  ditetragonalen  Py- 
^*>ide  tnVn  zu  finden. 

(§,  wir  den  Kanten  ihre  obige  Bezeichnung 

Sen  setzen  wir  wiederum  die  Gleichung  der 

‘ Fläche  F 
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— + — + 
ma  n 


so  sind  die  Gleichungen  der  drei  Flächen  V',  F" 
F"',  welche  mit  F die  Kanten  X,  y und  Z 
folgende : 


für  F' . 
für  F" . . 
für  F".. 


X 

ma 


JL 

n 


+ 2 


+ y +-=  1 

ma  71 


f 

Comhinirt  man  die  Parameter  der  Gleichung  ^ 
snccessiv  mit  den  Parametern  dieser  drei  Gleich**" 
gen  nach  der  Regel  für  den  Cosinus  des  Neigung® 
Winkels  in  §.  22,  so  folgt: 

COSX  = ?-r)- TT-VV  ". i 

cos  Y , . „ 


tos  Z = — 


+ 1) — 


+ 1)  + w* 

Die  Cosinus  der  halben  Winkel  sind: 

ma 
~M 

majfi  — 1)" 


cos^X  — 


cos\Y 


cos^Z  = 


ßI]/2 

n 

17 


Aus  diesen  Werthen  folgen  die  Proportionen - 
cos  -rX : cos^Z  = ma  : 71 
cos^Y cos\Z  = ma(7i — i):7ii/2 
cosiX::cosiY  ~ ^2:71—1 
ferner  ergiebt  sich,  dass: 

X — Y,  wenn  » = 1 -f  j/2  (wie  in  §.  223) 

X = Z,  wenn  7/ia  = 71 

Y — Z,  wenn  7na  = . 
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erste  Pall  ist  also  unmöglich , und  die  beiden 
^'^dern  Fälle  können  nur  daun  eintreten,  wenn  a ei- 
*‘ationalen  Werth  hat. 

Auch  erhält  man  leicht  für  die  Tangenten : 


tang\;Y  = 
tang^Z  = 


ma 

1)^  + 2«^ 

ma{n  — 1) 

maVn'^  + 1 


. Nennt  man  T den  Winkel,  welchen  zwei  einan- 

«et 
•>0; 
t\Vi 


gegenüberliegende  Flächen  eines  und  desselben 
^''"“alen  Mitteleckes,  und  ü den  Winkel,  welchen 
dergleichen  Flächen  eines  diagonalen  Mitteleckes 
**^61»,  so  wird: 

_ — 1)  — ffl* 

COS  1 ' 

m'‘a^(n^  + 1)  + «* 


cos  U = — 


"nd 


+ 1)  + w’ 


tang^T  = 
lang  \ U =■ 


maiii  + 1) 


— 1)^  + 2«= 


'Ott, 


228. 


*®**Ung  j Kantenwinkel  für  Pyramiden  von  der  Form  inPm  und 


jnP- 


Da 


nt  — 1 

fig  die  ditetragonalen  Pyramiden  «tP»  sehr  häu- 
der  Form  sind,  dass  n = »t,  oder  auch 

i|  »Tliri»  so  ist  ®s  bequem,  die  zur  Berechnung 

>i6^*^^^^otenwinkel  dienenden  Ausdrücke  alsFunctio- 
j Coefficienten  m zur  Hand  zu  haben. 

19 
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1)  Für  jede  Pyramide  m9m  wird  : 


cosX  = — 


cos  Y = — 


-^)  + l 


+ 1)  + 1 

2»!«^  + 1 


+1)  + 1 

^ a’K  + l)-l 

= + + i 

cos4-X : cos^Z  = a : i 
cosiY:  cos\Z  — a{m — l) : j/2 
cos  jX : cos  T X = ^2‘.  m — ■ i 
auch  findet  sich: 

, + 1 

iavg\X  =3=  — 


iang^Y 

tang^Z  ■■ 
tangiT 


ya^m  +1)^+2 
aiin  — 1) 
d^m'^  + 1 
ma 


|/a*  ”4- 1 


fil 

2)  Für  jede  Pyramide  mP ;;  wird: 


chsX  = 


cosY  == 


cos  Z 


m — 1 
a=(2;»  — 1)  + 1 
«42»!*  — 2»»  + 1)  + 1 
2ma'{m  — 1)  + 1 
—2m  + 1)  + 1 
— 2?»  + 1)  — 1 


«’'(2?ä“  _2/«  + 1)  + 1 
cos  |X : cos \Z  = a(«i  — 1) : 1 
cos^Y : cos{Z  = « : j/2 
cos^X : cos|F  = (;«  — i)j/2  : 1 
auch  findet  sich: 

— + 1 
o(n»  — 1) 

j/45(2,ä2__2»i  + 1)4^ 


yX 


a 
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tang^Z  = a)/2fn^  — ‘2m  + 1 

'rJJ  = 


tätig  i 


Va 

§. 


^ +2 
229. 


Berechnung  der  ditetragonalen  Prismen  ocPn. 

Setzt  man  in  den  Formeln  der  vorhergehende;!  §§. 
^ CO,  so  erhält  man  die  Ausdrücke  für  die  dite- 
'*^®gonalen  Prismen  ooP»,  wie  folgt; 

2m 


N = 


M+  1 
n 


cosX  = — 


cos 


cos 


F = 


‘ +1 
m’  — 1 
+ 1 
2n 

n'^  + 1 


Z = — 1 


' Für  je  zwei  Prismen  cxjPm  und  ooPm',  in  welchen 
diagonalen  Kanten  des  einen  den  normalen  Kan- 
des  andern  gleich  sind,  und  umgekehrt,  und  wel- 
r*)®  daher  als  inverse  Gestalten  bezeichnet  werden 
gilt  die  Gleichung 


2m 


folglich: 


n'^  + 1 + 1 


n + i 


oder  M = 


Pü; 


+ 1 


würde  auch  ooPm  ein  regel- 


M — 1 

^ ^ür  n = l + y2 

achtseitiges  Prisma  werden,  welchem  jedoch 
Realität  zugestanden  werden  kann.  Das  gleich- 

(und  möglicherweise  auch  gleichseitige),  acht- 

Prisma,  welches  nicht  selten  vorkommt,  ist, 
Mnf  oben  bemerkt  wurde,  keinesweges  die 

^che  Gestalt  coPl+|/2,  sondern  die  Combina- 

'^P.ocPoo. 


19* 
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§.  230. 

Berechnung  der  tetragonalen  Pyramiden  wiP. 

Setzt  man  in  den  §§.  221  bis  227  n = 1,  so  cf' 
hält  man  die  Ausdrücke  für  die  tetragonalen  Pyrai«»*' 
den  von  normaler  Flächenstellung,  wie  folgt; 

I.  Coefficient  der  Zwischenaxe  : 

r = 1 

II.  Flächennormale : 

tna 


N = 


III. 


V2m‘^a^  + 1 

Kantenlinien : 

A'  = -{-  1 

Y — (/y)/2»t’a'  + 1 
2Z  = ^2 


Die  Linie  Z in  §.  223  ist  nämlich  die  halbe,  u" 
daher  2Z  die  ganze  Mittelkante  voiuäP;  die 
tenlinie  Y verschwindet  als  solche,  und  Y 
deutet  hier  nur  die  Höhenlinie  der  gleichscheo^^' 
ligen  Dreiecke  von  »iP. 

IV.  Volumen: 

V = ^ma 

V.  Oberfläche : 

S = 4/2?«’ + 1 

VI.  Flächenwinkel: 

tang'%  = oo,  also  g = 90“ 
tangv  = 

+ i 


tang2i^- 


es  ist  nämlich  g der  halbe,  und  folglich  2^ 
ganze  ebene  Winkel  am  Poleck. 

^'II.  Kantenwinkel : 


ie( 


1 
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— 1 

COSA  = r, n 1 

2m-a^  + 1 

Hieraus  folgt : 2cos  X 4*  cos  Z = — 1 ; ferner  fin- 
•let  sicli : 

cos-^X : cos^Z  = ma  : 1 
tangiX  = — ==  coUT 


fang  ^Z 


ma 
ma]/2 


%.  231. 

Berechnung  der  tetragonalen  Pyramiden  mPoo. 

Setzt  man  in  den  §§.  221  bis  227  » = oo,  so  er- 
man  die  Ausdrücke  für  die  tetragonalen  Pyrami- 
Von  diagonaler  Fläclienstellung , wie  folgt: 
Coefficient  der  Zwischenaxe: 
r = 2 

Flächennormale: 

ma 


i 


N = 


Ul. 


Vm'^a^  + 1 

Kantenlinien : 

X = + 1 

Y = Vm’a^+2 

2Z  = 2 

Hie  Kantenlinie  Z in  §.  223  ist  nämlich  die  halbe, 
find  daher  2Z  die  ganze  Mittelkante  von  mPoo;, 
^ie  Kantenlinie  X verschwindet  als  solche,  und 
bedeutet  hier  nur  die  Höhenlinie  der  gleich* 
®chenkligen  Dreiecke  von  wPoo. 

• Volumen : 

Y V = 4»i« 

Oberfläche: 

^ S = L 

f’lächenwinkel: 
tang^  = y.  \ 
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tangv  — oo,  also  « = 90°;  natürlich,  da  je  zw'®* 
Kantenlinien  Z in  eine  gerade  Linie  fall®**’ 

lang  21;  = -i- — — y! — 

es  ist  nämlich  ^ der  halbe,  und  folglich  2^ 
ganze  ebene  Winkel  am  Poleck, 

VII.  Kantenwinkel: 

cosX  ==  — 1,  also  V = ISO“ 

V 1 

cos  y = — 


cos 


Z = — 


m'a^  + 1 
wt’a’  — 1 


ma-  + 1 

Hieraus  folgt  wieder:  2cos  F + cosZ  — — 
ferner  findet  man : 

cos^Y : cos^Z  = ma : j/i 


tangkY  — rr- ==  cotiU 

iatigiZ  = 


ma 

ma 


§.  232. 

Berechnung  der  Ableitungscoefficieuten  aus  den  Kantenwinkcl»- 

Es  sey  in  jeder  ditetragonalen  Pyramide  mYn 
der  halbe  normale  Winkel  der  Basis  = v 
- - diagonale  - - - - =8 

ferner  der  an  der  Basis  liegende  halbe  Winkel 
des  normalen  Ilauptschnittes  = v' 
des  diagonalen  - - - = d' 

so  ist  tangv  = m,  lang 8 = ^7— j 
tang'/  = ma,  tangS'  = 


ma(u  + 1) 
»|/2 


Jedenfalls  w'erden  zur  Bestimmung  einer  dit® 
gonalen  Pyramide  zwei  ihrer  Winkel  gefordei’t»^,^^ 
lange  man  kein  Gesetz  der  gegenseitigen  Abhf*ar> 


keit  ihrer  Ableitungscoefficieuten  m und  w 


ßystemlehre.  Tetragonalsystem.  Cap.  III.  295 

wollen  daher  je  zwei  ihrer  Kantenwinkel  als  ge- 
geben betrachten,  und  daraus  m und  n berechnen. 

1)  X und  Z sind  gegeben;  dann  wird: 

cos  7 , 

cosv  = — r-hr  und  n = tätig  v 

cosv'  = = tangv' 

sin 

2)  Y und  Z sind  gegeben;  dann  wird: 


cosä  =: 
COS  d'  — 


^ ^ und  » = /a«g(d-l-45°) 
sm^Z 

cosiZ  , n^i 

^ und  ma  — - ' — 


sm  T ^ 


3)  X und  Y sind  gegeben;  dann  wird 
cos^Y-^S. 
cos^X 
n 


n — 1 = 


ma 


''®nn  COS& 


Yitmg^X  — ?4^ 

cos-rY]/¥  + cos^X 

sin^X 


oder  auch  = cot s 


§.  233. 

Fortsetzung. 

Wenn  die  Pyramide  eine  mVm , so  ist  es  am  vortheil- 
^^^esten,  entweder  X,  oder  Z,  oder  T zu  kennen; 
findet  dann,  weil  acosi[Z=  cos^X 

1)  aus  X cosv' =— cot i:X,  und  ma  — tangv' 

a 

2)  aus  Z,...  cosv  = acot^Z,  und  m =tangv 

aus  T m =^tang^TVa^  + 1 

kennt  man  den  Werth  des  Winkels  T in  der 
^'‘«dgestalt  =:  T',  so  ist,  weil  tang iT  ~ 

Va^  i-i 
230) 


m = tang  ^T' 


296 


Reine  Krystallographie. 


m — 


so 


Wenn  dagegen  die  Pyramide  eine  j/iP 

ist  es  am  vortheilhaftesten,  entweder  Y,  oder  Z, 
auch  U zn  kennen;  man  findet  dann,  weil  acosk^ 
= cos^Y^ 

1)  aus  Y....cosS'=-cot\Y]f2,vi.2m — i=^tangS'^ 


2)  aus  Z..,.  cos S cot ^Z,  u. 

A 

3)  aus  1=— K«“  -^2tang\U 

oder  kennt  man  den  Winkel  U'  in  der  Pyramide  P'^’ 

HO  ist,  weil  tang^lj'  = -t:  ^ (§.231) 

|/a^+2 

2 m — 1 = tang  i U cot^  U' 

Für  die  tetragonale  Pyramide  mP  folgt: 

aus  X ma  — cote,  wenn  cos£  = co/4-^ 

aus  Z ... . ma  = tang.^Z]/f 
Für  die  tetragonale  Pyramide  mPoo  folgt: 

au.s  F, .. . ma  — cot(,  wenn  cose  = cos^Y^Z 

aus  Z ma  — tang\Z 

Endlich  folgt  für  das  ditetragonale  Prisma  ocP» 
aus  X. . . . n = tang \X 

aus  F....  = tang^Y 

n — 1 ° 


B.  Berechnung  der  hemiedrischen  Gestalten, 
a)  Berechnung  der  tetragonalen  Skalenoeder. 


§.  234. 

Vorbereitung. 

Wir  bezeichnen  in  jedem  Skalenoeder  + 


(Fig.  252) : 


die  längeren  Polkanten  mit  F, 
die  kürzeren  Polkanten  mit  X, 
die  Mittelkanten  mit  Z; 

ferner  die  eine,  im  Octanten  der  positiven  llalha* 


pit 
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^®^®gene  Fläche  mit  F,  und  diejenigen  diei  Flächen, 

^^Iche  mit  ihr  die  Kanten  1',  X und  Z bilden,  mit 

> F”  und  F"\  endlich  die  ebenen  Winkel  der  Flä- 

Ti' analoff  den  ihnen  gegenüberstehenden  Kanten 

"‘•ta  -c  A >■ 

^5  s und 

Hetzen  wir  nun,  es  sey  die  Gleichung 

für  — + -^+2=1 

ma  n 

'Verden  die  Gleichungen; 

i*  T 1#  ^ t I ^ 4 

^ 

für  — - y --^  = 1 

ma  n 

für  ii'"'...  — — — z =1 
ma  n 

ferner  ergehen  sich  aus  der  successiven  Combi- 
jgj,  Gleichungen  von  F und  F',  F und  F",  F 
F"  die  Gleichungen  der  Kantenlinien,  wie  folgt: 

für  Y — 4-  ==  1,  undy  — z — 0 

für  X — jjud  y x = 0 

■ ■ ma  n 

für  z -2-4.  =0,  und  z =1 

‘"‘ma  n 

öle  Polkanten  fallen  also  in  die  Ebenen  der  dia- 
i^^*'aleu  Hauptschnitte,  und  die  Mittelkanten  sind  den 
Haiiptschnitten  parallel. 

.Endlich  folgen  durch  successive  Combination  der 

,jj*"^^Hngen  von  Y und  X mit  denen  von  Z die  Coor- 

^^teu  beiden  Mitteleckpuncte,  nämlich: 

“v  den  Mitteleckpunct  an  Y 

' ma  . _ . 

07  = , y — 1.,  z — 1 

f..  ff 

^®n  Mitteleckpunct  an  X 

ma  4 » I 

= — 5 1/  — — ' ’ ^ 

ff  ’ ^ 


X 
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Die  Axendistanz  der  Mitteleckpuncte  ist  daher 
len  Skalenoedern  constant  = j/'2. 

§.  235. 

Zwischenaxe,  Flächennormale,  Kantenlinien. 

Nachdem  im  vorigen  §.  die  Gleichungen  und 
gen  Elemente  gefunden  worden,  auf  welche  die 
rechnung  der  Skalenoeder  zu  gründen,  können  '' 
sogleich  zur  Auflösung  unsrer  sieben  Probleme 
gehen. 

Was  nun  zuvörderst  den  Coefficienten  der 
schenaxen  und  die  Flächcnnormale  betrifft,  so  ist 
leuchtend,  dass  beide  in  den  Skalenoedern  ihren 
sprünglichen  Werth  behaupten,  Aveshalb  wiederü*“ 

r = (§.221) 


w “k  1 * 
man 


man 


, (§.  222). 


N = — _ - 

+ 1)  + M*  M 

Das  erste  aufzulösende  Problem  ist  daher  die 
rechnung  der  Kantenlinien.  Es  sind  die  drei 
puncte,  welche  diese  Kantenlinicn  in  der  Fläch® 
begränzen : j 

(1)  der  Poleckpunct ; . . . ma,  y = 0, 

(2)  der  untere  Mitteleckp. ; ^ = — — , ^ = 1, 

I 

(3)  der  obere  Mitteleckp. ; = — 

tt 

und  zwar  wird  begränzt: 
die  Polkante  Y,  von  den  Puncten  (1)  und 
die  Polkante  X,  - - - . und 

die  Mittelkante  Z,  - . . _ (2)  und 

Folglich  bestimmt  sich  nach  §.  14 


71 


X = 


— 1)4  -j-2«= 
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Z = 


2^m‘^a-  + n'^ 


§.  236. 

Volumen  und  Oberfläche. 

^edes  Skalenoeder  wird  durch  die  beiden  diago- 
Hauptschnitte  in  vier  unregelmässige  Tetrae- 
oder  dreiseitige  Elementarpyramiden  zerlegt.  Be- 
^.'*'^'het  man  nun  für  jede  dieser  Elementarpyramiden 
l**®  der  beiden  in  jene  Hauptschnitte  fallenden  Flä- 
l***  ^Is  Grundfläche,  so  wird  ihre  Höhe  = der  Axen- 
Nhz  des  Mitteleckpunctes,  = j/2  (§.  234),  jener 
J'*’'dfläche  Inhalt  = ma^2,  das  Volumen  der  Ele- 


^^rpyrtunide  selbst: 

V = ^ma 

^as  Volumen  des  ganzen  Skalenoeders 
E = 4u  = ^tna 


Ausdruck  deshalb  merkwürdig  ist,  weil  er 


^i(i 


Unabhängigkeit  des  Volumens  dieser  Gestalten 
I dem  Coefficienten  n darthut.  Alle  Skalenoeder 
daher  gleiches  Volumen,  sobald  sie  gleiche 
^f'’Ptaxen  haben,  und  die  Volumina  verschiedener 
p^enoeder  einer  und  derselben  Krystallreihe  ver- 
sich  wie  die  respectiven  Werthe  des  Ablei- 
S'^coefiicienten  m. 

fl.,  ^eil  das  Volumen  auch  eine  Function  dev  Ober- 
S,  und  der  Flächennormale  iV,  indem 

V = 

^ — jSf 


'»der 

"tid 


S = 


n n 

In'  der  Flächeninhalt  einer  Fläche  des  Ska- 

"»oeders 


M 


n 
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§.  237. 

Fläclienwinkel. 


de' 


Aus  den  in  §.  234  stehenden  Gleichungen 
Kantenlinien  findet  man  sehr  leicht  mittels  der  * , 
inel  von  cos  U in  §.  23  die  Cosinus  der  Winkel 


lind  1^.  Die  Sinus  derselben  Winkel  bestimmen 
aber  ans  den  bekannten  Längen  der  Kantenlinien 
dem  Flächeninhalte  von  F 

2M  . 231  . , 2M 

,,  smi  = 


stnv 


nXZ’ 


nYZ' 


sinK 


7iXY 


Dividirt  man  die  Sinus  durch  die  Cosinus,  s® 
hält  man  endlich  für  die  Tangenten  folgende  We*'^'’* 
, ..  31>i 

iang^  == 


ta/igv 


lang  ^ 


+ 1)  + 

31/1 


m^a'^{n  — 1)- 
231//. 


-n‘ 


»**a’(«*  — 1) 

§.  238. 

Kantenwinkel. 


Die  Kanten  Y sind  ihrem  Winkelmaasse  nacl’  ° 


fenbar  identisch  mit  den  gleichnamigen  Kanten 


Muttergestalt,  es  bleiht  uns  daher  nur  noch  die  ’’ 


jvii  pa" 


rechnung  der  Kanten  X und  Z übrig. 

Combinirt  man  zu  dem  Ende  die  Parameter 
Gleichungen  der  Flächen  F und  F’',  F und  F 
der  Regel  für  Cosinus  JV  in  § 22,  so  folgt: 

— /i) 

7ii2//i^a^  -{-  n) 
i/i^a'Hn:^  + 17+'»'“ 

.,—  1)  — »3 


d«' 


cos  X — — . 2 « 2 I f 


cosY  ==  — 


£ 22'' 

cos  F in  9' 

4 


+ 1)  + n* 


COS 


r in  §•' 


cos  Z 
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Aus  4ejj  \yej.then  der  Cosinus  der  halben  Kan- 

ma(n  + 1) 

COS-^X  -r. 

ma{n  — 1) 

fo|  . cos^F-  -^MfZ 
S*-  die  Proportion : 

cos^X:cos^Y  = n + i'.n  — 1 

daher 

cos^X  + cos^Y 


11  '■*—  . V 

badet  sich: 


iang^X 


cos^Y 


i 


?Ä«(«+1) 

§.  239. 

Berechnung  der  tetragonalen  Sphenolde. 

|s  ^®tzt  man  in  den  Formeln  der  vorhergehenden 
Coefficienten  » = 1,  so  erhält  man  die  zur 

^^'^'bnnng  der  tetragonalen  Sphenoide  — dienen- 

j arjneln,  nämlich: 

■ ^Wischenaxe: 
jj  r = 1 

' ^lächennormale : 


Ul. 


N = 
aatenlinien : 


ma 


^2m‘‘a^  + 1 


Polkante  = 2j/2 

^2  p'2»i*a^  + l = Höhenlinie  der  Flächen. 


IV  = Mittelkante  = 2i/m^a^+l 
^^luinen: 


^ma 
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V.  Oberfläche: 

S = 

VI.  Flächenvvinkel : 

tangv  = = cot'^ 

tangK  = oo,  also  ? = 90° 

VII,  Kantenwinkel: 

2m'‘a'^ — 1 
cosX  — n — 1 1 — 7 

2m^a^  + 1 

cosY  = — 1)  also  verschwindet  diese  KaW^®' 

~ :?«»'«*  + 1 


Setzt  man  « = oo,  so  verwandeln  sich  di® 


(Tif 


die  Skalenoeder  berechneten  Formeln  in  diejenip^^j 
welche  bereits  oben  in  §.  231  für  die  tetragoU® 
Pyramiden  der  \ebenreihe  aufgefunden  wurden; 
vollständigen  Beweise  des  in  §.  212  erhaltenen 
tates,  dass  die  Pyramiden  der  Nebenreihe  in 
skalenoBdrischen  Hemiedrie  mit  allen  acht  Flä*'* 
erscheinen.  ^ 

Für  m = oo  erhält  man  die  Formeln  der  dit®*^ 
gonalen  Prismen. 

Anmerkung.  Die  sämmtlichen  Resultate 
Berechnung  sind  so  ausgedriickt,  dass  sie  sich 
die  primitive  Ableitung  und  Bezeichnung  der 
noäder  beziehen.  Wünscht  man  dieselben  Beseh|^,j 
in  der  Form  zu  haben,  in  welcher  sie  sich  au^  j, 
secundäre  Ableitung  (§.  214)  und  folglich  auf  das 
chen  mS"  beziehen,  so  hat  man  in  den  §§.  234"^' 
statt  m die  Grösse  mn  zu  setzen. 

b)  Berechnung  der  tctragonalen  Trapezoeder. 

§.  240. 

Vorbereitung. 


Wir  bezeichnen  in  jedem  Trapezoeder  r—^ 


mVn 


s 
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normalen  Mittelkanten  mit  Z 
diagonalen  Mittelkanten  mit  Z' 

*^1®  Polkanten  mit  X 

'Unterscheiden  für  jede  einzelo  Fläche  die  an  Z' 

^ n®gende  Polkante  durch  X'.  Ferner  bezeichnen 
im  Octanten  der  positiven  Halbaxen  gelegene 
..  mit  F,  und  diejenigen  vier  Flächen,  welche 
5 die  Kanten  X,  X',  Z und  Z'  bilden,  mit  F', 
und  F"'i  endlich  bezeichnen  wir  die  ebenen 
'"kel  jedes  Trapezoides  wie  folgt; 
den  Winkel  zwischen  X und  X'  mit  ^ 

' _ . . ~ Z und  Z'  ~ Q 

' _ _ - - X und  Z - a 

' . . - - X'nni  Z'  - i 

Hetzen  wir  nun,  es  sey  die  Gleichung 

für  F £-  + ^ + z = i 

ma  n 

^'®rdeh  die  Gleichungen  der  anderen  Flächen  fol- 

für  F' ^-y  = 1 

ma  n 

für  F" -— + y —=i. 

ma  ^ n 

für  F" — — ^-+z=l 

ma  n 

für  F’'' — + y + “ = 1 

ma  ^ n 

y snccessive  Combination  der  Gleichung  von 

Qlg.  denen  der  übrigen  Flächen  lässt  auf  folgende 
'hungeix  der  vier  Kantenlinien  gelangen: 

{n—i)x  +l)y  _ n — 1 

für  I ma  ^ 

_JL.  + -1- 

n — 1 »+f 


= 0 
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für  X'.. 


für  Z 


für  Z' . 


ma  n 


w+1 


:«  -f-  1 


0 


ma 


+ 


1. 

n 

z 


= 0 

= 1 


»««(»■ — l) 


+ 


» 


y + z = 


M+1 

2n 

J/+1 


Aus  den  zweiten  GIeichunD;en  für  Z und  Z' 


'/  ff" 


giebt  sich,  dass  die  normalen  Mittelkanten  den  ” 
malen  Hauptsclinitten,  und  die  diagonalen  Mittell^®''' 
ten  den  diagonalen  Hauptsclinitten  parallel  laufe>''^|, 
Endlich  führt  die  Comhination  der  Gleichu*'-^ 


von  Z und  Z'  auf  die  Coordinaten  des  unteren» 
Winkel  q gelegenen  Mitteleckpunctcs,  und  die  Cd' 
nation  derselben  Gleichungen  mit  jenen  von  jF''  un<l^ 
auf  die  Coordinaten  der  an  den  Winkeln  a und  'i  ^ 
legenen  Mitteleckpuncte  der  Fläche  R;  nämlich: 

...  r-  1 — 1)  « — 1 1 

für  Eckp.  an  p , — ■” — — 


- a . 


, X—- 


. x= 


- i....X- 


ma(ji — 1) 

y~ 

n~l 

w(«+i)  ’ 

ft+1’ 

ma{n — 1) 

M— 1 

«(/i+l)  ’ 

y= 

M+1’ 

ma{n — 1) 

«(«+!)  ’ 

y= 

1 » 

§.  241. 

i 


al«" 


Kantenlinien. 

Weil  die  Zwischenaxen  und  Flächennori" 
auch  in  den  Trapezoedern  ihre  obigen  Wertld 
haupten,  so  bietet  sich  uns  wiederum  als  erstes 
hlem  die  Berechnung  der  Kantenlinien  dar. 

Die  Begränzungspuuete  dieser  Linien  sind: 
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(1)  der  Poleckpunct,  a;  = ma,  y — 0,  z = 0; 

(2)  der  Mitteleckpunct  an  c, 

(3)  der  Mitteleckpunct  an  p, 

(4)  der  Mitteleckpunct  an 
Zwar  w'ird  begränzt: 

Polkante  X von  den  Puncten  (1)  und  (2), 
Mittelkante  Z,  von  den  Puncten  (2)  und  (3), 
'lie  Mittelkante  Z'  von  den  Puncten  (3)  und  (4), 
^•^Iglich  werden  diese  Kanten  nach  §.  14 

^ — «(«+i) 

_ 2(;t— 1)  Vi^a-+>i- 

' ~ 

rj-f  __  2Vm'‘a^{7i — 1)^  + 2«'’ 

«(«+1) 

1^ , Öle  Frage,  ob  nicht  für  gewisse  Trapezoeder 
Mittelkanten  gleich,  und  folglich  die  Flächen 
ij''*'Hietrische  Trapezoide  oder  Deltoide  werden  kön- 
ist  mit  Nein  zu  beantworten ; denn  aus  der  Glei- 
Z = Z'  folgt  n = l+j/2. 
i^s  würden  daher  nur  die  Tegelmässig  achtseiti- 
I*yramiden  dergleichen  Trapezoeder  liefern,  und 
jl’’*  der  Unmöglichkeit  jener  folgt  die  Unmöglichkeit 
‘«Ser, 


§.  242. 

Volumen. 


^lan  lege  durch  die  vier  Kanten  einer  jeden  Flä- 
^ und  durch  den  Mittelpunct  der  Gestalt  schnei- 
5^.  de  Ebenen , so  w'ird  das  Trapezoeder  in  acht  vier- 
^'8e  Elementarpyraniiden  getheilt. 


dede  dieser  Elementarpyramiden  (Fig.  254)  lässt 


-o-  — / 

0 'i’if  folgende  Art  in  4 dreiseitige  Theilpy- 

'den  zerfallen.  Man  verbinde  in  der  Fläche  I" 
^ittelpuncte  der  Kanten  Z und  Z'  mit  einander 


die 

*'11(1 


j 'uit  dem  Poleckpuncte  durch  gerade  Linien,  so 

20 
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reprSsentiren  diese  drei  Linien  die  Kanterilinien 
selben  Fläche  in  der  Miittergestalt.  Legt  man 
deruin  durch  sie  und  den  Mittclpnnct  der  Gest® 
schneidende  Ebenen , welche  keine  anderen  als 
des  normalen,  diagonalen  und  basischen Hauptsohf** 
tes  sind , so  wird  die  Elementarpyramide  v 
in  vier  Theilpyramiden  y,  q/,  q"  und  q”  zerlegt, 
es  ist: 

V Z=  q + q>  y.  q»  4.  q'» 

Von  diesen  Theilpyramiden  ist  bereits  hekan"‘ 


Volumen  q — v in  §.  224 


man 

6(«+l) 


Für  jede  der  übrigen  drei  Theilpyramiden  'erwiil’J 
man  diejenige  ihrer  respcctiven  Flachen  zur  Gr«'’'^ 
fläche,  welche  in  einen  der  Hauptschnitte  fällt, 
was  dasselbe  sagt,  welche  sie  mit  q gemein 
Diese  Grundflächen  sind  leicht  zu  berechnen, 
finden  sich 

für  q'  = pma 

für  q"  = 

224.) 

Die  Höhe  der  Pyramide  q'  ist  gleich  der 
dinate  y des  IVIitteleckpnnctes  a,  die  Höhe  der  Vf* 
mide  q'"  gleich  der  Coordinate  a;  des  Punctes  p, 
Coordinaten  positiv  genommen ; die  Höhe  der  Vf* 
mide  q"  aber  findet  sich  durch  eine  sehr  einfache 

, l/2 

trachtung  = ; wir  erhalten  also  : 

Volumen  q'  ^ 

6(«+l) 

" man 

'r  — :7> 


9 


ma{n — 1) 
6(«+I)V 
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das  Volumen  der  F^lementarpyramide : 

„ ?««(«■’ +2«,— t) 

das  A^olumen  des  Trapezoeders: 

rr  o 8«m(«’  + 2^^— 1) 

K = 8v  = — .Tr — — 

§.  243. 

Ober  fläch  e. 

Weil  das  Volumen  auch  eine  Function  der  Ober- 
®®he  S und  der  Flächennormale  A,  indem: 

V = -\m 

'vird  auch : 

3F 


S = 


N 


''''*1  daher  für  das  Trapezoeder; 

_ 8(«^+2/t— 1)J/ 

«(«+!)* 

Auch  findet  man  für  die  nach  aussen  gewendeten 
*‘®hen  der  drei  Theilpyramidcn  y',  (p"  und  (p”' 

' — {'irzlW 

* “■  27t(«  + l) 

m_  {n~\)M 

2«(«+l)  = 

§.  244. 


PI  ächen  w i iikei 


**'an 


öie  Cosinus  der  Winkel  C,  p,  a und  g erhält 
^'ehr  leicht  durch  successive  Substitution  der  Pa- 


der  Gleichungen  von  A"  und  X',  Z und  Z', 
f ^’id  Z,  und  X'  und  Z'  statt  der  Buchstaben  «,  /?, 
l'ns  Formel  cos  U dos  §.  23.  Den  Si- 

''ic  ^ findet  man  darauf  leicht  aus  dem  Cosinus, 
••ins  der  andern  Winkel  aber  noch  Icürzer 

20* 


aus 
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den  bekaiuUen  Flächen  räumen  s',  s”  und  so 
den  bekannten  Linien  X,  Z und  Z'  nach  den  Formeln : 

4s'  . ^ ds"  Ss"" 

S.«0  - SW,  ^ swp  = ^ 

So  gelangt  inan  endlich  auf  die  Tangenten, 
die  im  Gebrauche  bequemsten  Ausdrücke,  wie  folgl' 


tangl;  = 
langQ  = 
lange  =- 
tang'^  =- 


2nM 


nM 

— 1) — 
n{n-y\)M 

211"' M 


§.  245. 

K aiiteuwiukel. 

Aus  den  in  §.  240  stehenden  Gleichungen  der  Fin' 
chen  F,  F',  F"'  und  F"'  lassen  sich  die  Cosinus  dßf 
Kantenwinkel  unmittelbar  finden,  indem  man  in  def 
Formel  für  cos  W des  §.  22  statt  der  Buchstaben 
h,  c u.  s.  w.  successiv  die  Parameter  der  Gleichung®” 
von  F und  F',  F und  F'" , F und  F’’'  substituiff- 
^^an  erhält  auf  diese  Weise: 

cos  X — — , __ 

cosZ  = - 
cos  Z'= 

Eine  Vergleichung  dieser  Werthe  mit  jenen,  we>' 
die  für  die  Kanten  der  Skalenoeder  gefunden 
den,  lehrt; 

I ) da.ss  Z'  das  Supplement  von  X in  §.238. 

2)  das.s  Z — Z in  §.  238. 
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'''äs  eine  nothwendigc  Folge  aus  den  Regeln  für  die 
Ableitung  beider  Gestalten  ist. 

»\ninerkung.  Setzt  inan  in  den  fiir  die  Tia- 
pßzoeder  gefundenen  f oruieln  n = 1 ^ so  erhält  inan 
in  §.  230  stehenden  Ausdrücke  für  die  tetragona- 
len Pyramiden  der  Ilauptreihe ; und  setzt  man  M = oc, 
erhält  man  die  in  §.  231  stehenden  Ausdrücke  für 
telragonalen  Pyramiden  der  Nebenreihe.  So  lin- 
^ßn  also  die  in  §.  219  aufgefundenen  Resultate  der 
^lileitung  durch  die  Resultate  der  Berechnung  ihre 
''ßllkommene  Bestätigung. 

')  Berechnung  der  telragonalen  I^yramiden  ton  abnormer 
Flächenitellung. 


§.  246. 

K a n t e n I i n i e n. 

Da  die  Zwischenaxen  und  Flächennormalcn  un- 
''ßtändert  bleiben,  so  schreiten  rvir  sogleich  zur  Be- 
'ßßhnung  der  Kantenlinien.  Nun  ist  einleuchtend, 
*^äs.s  die  obere  oder  untere  Hälfte  eines  jeden  Tra- 
fßzoeders  die.selben  Flächen  enthält,  welche  die 
^Ißichnamige  Hälfte  einer  tetragonalen  Pyramide  ron 
''•'Hormer  Flächenstellung  bilden.  Denn,  je  nadidem 
die  abwechselnden  oberen  Flächen  einer  dilelra- 
^ßßalen  Pyramide  die  gleichliegenden,  oder  die  wi- 
'^ßtsinnig  liegenden  abwechselnden  unteren  Flächen 
^'^'■grüssert  werden , so  entsteht  ja  eine  tetragonale 
^Jtamide  von  abnormer  Flächenstellung,  oder  ein 
t,,  otPw 

^'äpezoeder.  Die  Polkanten  der  Trapezoeder  r 


Und  ^vie  der  Lage,  so  dem  Winkel- 

"'äasse  nach  identisch  mit  den  Polkanten  der  retrago- 
•'älen  Pyran,j(|p„  und  allein  ihre.  Länge 

^stimmt  durch  ihren  Durchschnitt  mit  der 
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basischen  I Liehe,  deren  Gleichung:  s = 0.  iVL*** 
setze  also  in  den  Gleichungen  der  Kanten  X und  S' 
des  §.  240  die  Coordinate  :r  = 0,  so  erhält  man  für 
i re  unteien  Endpuncte  die  Coordinaten: 

für  X 


für  xr 


y = 


+ 1 


jO  _ n(ß  + 1) 


n^  + 1 


n{n  -j-  1)  ji{n  — 1) 

n 7~'  • Z — - ^ ~~  ■”  ■ - 


/i^  + 1 


I-, . — 1 * « * 1 

Diese  beiden  Puncte  sind  zugleich  die  GränzpundP 

nf ^ «"Je.  dal.» 

nach  der  bekannten  Regel : 

+ i 

z = _ _?.« 

y^^’i 

die  Mitteleckpunctes 

*o  * 


;/ 


0 


rt  + 1 w — 1 
und  daher  für  den  Winkel  d der  scheinbaren  Verdre' 
hung  dieser  tetragonalen  Pyramiden: 

n — 1 


tätig  ö 


n + 1 


§.  247. 

Volumen  und  Oberfläche. 

Da  die  Seite  der  tetragonalen  Basis  = Z,  s«’ 
jst  der  Flächeninhalt  derselben: 

Z-  =,  - ^"1 

+ i 

und  da  jede  Pyramide  aus  zwei  in  dieser  Basis  ä"' 

sammenstossenden  einfaclien  Pyramiden  von  der  Uöl>« 
ma  besteht,  so  wird  ihr  Volumen: 

y Sma/t/^ 

~ ^(ny+Jj 
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ihre  Oberfläche: 

3V 


S 


N 


w"  + 1 


§.  248, 

Flächemvinkel  und  Kautenwinkel. 

Die  Flächenwinkel  sind  nur  zAveieilei,  und  da- 
»ler  Polwinkel  ? identisch  mit  dem  gleichnamigen 
^ ^''kel  der  Trapezoeder;  die  Tangente  des  Lateral- 
j *^kels  § findet  sich  aber  leicht  a'is  den  bekannten 


X und  Z 


iang'i  = 


n 


Was  endlich  die  Kantenwinkel  betrifTt,  so  sind 
. ^'^be  bereits  gefunden;  denn  der  Polkantenwinkel  X 
^^entisch  mit  dem  Winkel  X der  Trapezoeder  in 
^ ^^5,  und  der  Mittelkantentvinkel  Z identisch  mit 
^'‘‘Winkel  Z der  ditctragonalen  Pyramiden  in  §.  227. 

Anmerkung.  Für  w = 1 oder  n — oo  ver- 
j,^’'deln  sich  die  für  diese  Pyramiden  berechneten 
in  jene  für  »<P  oder  ?«P3o;  zum  Beweise, 
öip  und  /«Poo  als  Gränzgestalten  der  tetragona- 
J*yramiden  von  abnormer  Flächenstellung  mit  ili- 
f ? säinmtlichen  8 Flächen  erscheinen , wie  diess  bc- 
die  Ableitung  lehrte  (§.  217). 


Viertes  C a p i t e t. 

^ den  Combinationen  des  Telragonal- 
systemes. 

A.  Allgemeine  Entwicklung. 

§.  249. 

VVahl  der  Grundgestalt. 

hfl  k5pstiininung  der  Zäbligkeit  einer  jeden  te- 
S'^uuleu  Combination  ist  ein  sehr  einfaches,  und 
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von  der  Kenntniss  der  Grundgestalt  ganz  unablin**»* 
ges  Geschäft,  bei  welcheiu  jederzeit  die  allgcJ*'®**** 
Regel  in  §.  66  zur  Richtschnur  dient.  Dagegen  set2‘’'' 
alle  übrigen  Bestimmungen  eine  Grundgestalt, 
auch  nicht  ihren  Dimensionen,  so  doch  ihrer  St«*' 
lung  nach  als  bekannt  voraus,  weshalb  denn  vor 
weiteren  Entwicklung  irgend  eine  der  in  der  Cot«*'’' 
nation  enthaltenen  tetragonalen  Pyramiden  zur  Gr«'"*' 
gestalt  erwählt  werden  muss.  Wenn  nun  aber, 
es  nicht  selten  der  Fall,  von  diesen  Pyramiden, 
denjenigen  Gestalten,  welche  nach  §.  52  allein 
Sprüche  auf  diese  Erwählung  haben,  durchaus 
keine  in  der  Combination  enthalten  ist,  so  giebt 
nach  Maassgabe  der  übrigen  in  ihr  erscheinenden 
stalten  nur  die  zwei  Auswege,  entweder  die  GrU'''*’ 
gestalt  zu  erschliessen,  oder  sie  ganz  unbestimmt 
lassen.  Sind  nämlich  die  Verhältnisse  der  übrip*^'* 
Gestalten  von  der  Art,  dass  sie  die  nüthigen 
mente  zur  Bestimmung  einer  oder  meiner  tetrago«“' 
ler  Pyramiden  an  die  Hand  geben  (wie  z.  B 'vv««'' 
eine  ditetragonale  Pyramide  zugleich  mit  Prismen 
geben  ist),  so  wird  von  den  indicirten  möglicb«'' 
Grnndgestalten  diejenige  zur  wirklichen  Grundges'''*' 
gewählt,  welche  die  leichteste  Entwicklung  der  Co>"' 
bination  und  die  einfachste  Bezeichnung  ihrer  GeSt«*' 
ten  darbietet.  Begründen  dagegen  die  YerhältniS'1 
der  übrigen  Gestalten  gar  keinen  Schluss  auj'  irg«" 
eine  tetragonale  Pyramide,  so  dass  jede,  nach  §• 
mögliche  Grundgestalt  der  Entwicklung  Genüge  J'”' 
sten  würde  (wie  z.  B.  ^yenn  blos  Prismen  mit  «i«'" 
basischen  Flächenpaare  gegeben  sind),  so  lässt  )«»" 
die  Grundgestalt  einstweilen  unbestimmt,  und  verb'"' 
det  mit  dem  Zeichen  P nicht  mehr  die  Vorstelb'”^ 
einer  bestimmten  Pyramide  *).  Der  erstere  Fall  k“"" 

*)  Als  eine  aucli  für  die  folgenden  Krystallsysteme  gültig« 
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Selbst 


<lann  cintreten,  wenn  fetrugonale  Pyramiden 


sind,  weil  entweder  die  Verliällnissc  der 
*^'gen  Gestalten  diese  Pyramiden  in  die  iVebenreihe 
"'eisen,  oder  weil  die  Verhältnisse  der  ganzen 
^^•abination  zu  andern,  bereits  bekannten  Combina- 
**eu  derselben  Krystallreibe  irgend  eine  andre  Py- 
|j!"**de  als  Grundgeslalt  fordern.  Denn  für  die  Coiu- 
*!'^^ionen  einer  und  derselben  Krystallreibe  muss, 
® "lannichfaltig  sie  auch  seyn  mögen,  immer  eine 
j dieselbe  Pyramide  als  Grundgestalt  gelten,  und 
j,  die  bereits  für  eine  Combination  dazu  erwählte 
^^•■ajnide  auch  in  allen  übrigen  Combinationen  con- 
^"®nt  beibehalten  werden. 

' §.  250. 

Bestimmung  des  Charakters  der  Combination. 

^^..j^^achdem  die  Grundgestalt  einer  Combination 


er- 

'■  Worden,  lässt  sich  ihr  Charakter  ans  ihren  Sym- 
j,lJ'^^®Verhältnissen  beurtheilen.  Die  viergliedrig  sym- 
H:.  *’*scbe  Ausbildung  des  Tetragonalsystcmes  fordert 
'^"dieh  für  alle  holoedrischen  Combinationen: 

"t  jeder  Normalstellung  eine  vollkommen  gleich- 
förmige Vertheilung  und  Lage  ihrer  Begränzungs- 
®lemente  nach  rechts  und  links,  und  nach  oben 
"*id  unten; 

der  ersten  und  verwendeten  Normalstcllung 
öine  vollkommene  Identität  ihrer  Erscheinungs- 
Weise. 

^*he  Combination  also,  welche  diesen  beiden 
nicht  entspricht,  und  daher  entweder  in 
®hizelen  Normalstellung  eine  einseitige  Verthei- 


mag  hier  erwähnt  werden,  dass  die  Krystallographle  von 
fet  ^^'‘‘^‘•“ngsverhältmssen  und  andern  physischen  Eigenschaften 
j^'^stalle,  welche  in  der  Mineralogie  bei  der  Wahl  derGnind- 
®rücksichtlgt  zu  werden  pflegen,  gänzlich  abstrahiren  mus.s. 
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Inng,  eine  nach  rechts  oder  nach  links  gewen 


idet« 

Lage  gewisser  Flächen,  oder  auch  in  beiderlei 
malstellung  eine  verschiedene  Verknüpfung  ihrer  B**' 
gränzungselemente  wahrnehmen  lässt,  wird  man 
eine  heiniedrische  Combination  zu  betrachten 
ben.  Die  Art  der  Hemiedrie  ist  leicht  auszuniitt®J®’ 
indem- man  zusieht,  nach  welchem  Gesetze  der 
gensatz  des  Bleibens  und  Verschwindens  der  Fläc''*’" 
eingetrelen  ist  (§.  209).  tfebrigens  versteht  sich 
selbst,  dass  diese  Entscheidungen  in  vielen 
unsicher  bleiben  müssen,  weil  für  sie  eine  geU'i*^^ 
Beschaftenheit  der  Coinbinationen  V'orausgesetzt 


§.  251. 

Orientirmig  der  Combination. 

Auch  die  allgemeine  Orientiriing  der  Combinat' 


[0^' 

Ge' 


oder  die  Bestimmung  der  Stellen,  welche  ihren 
stalten  in  den  verschiedenen  Abtheilungen  unser« 
§.208  aufgestellten  Schemas  zukommen,  ist  leicht”" 
erhalten,  sobald  die  Grundgestalt  erwählt  wov**®" 
Der  blosse  Anblick  der  Combination  lässt  dann 
mittelbar  auf  die  Beantwortung  der  Fragen  gelangt” 

1)  welche  Gestalten  der  Ilauptreihe, 

2)  welche  der  JVebenreihe,  und 

3)  welche  den  Zwischcnreilien 
angehören.  Ferner  ergeben  sich,  gleichfalls  aus 
serm  Schema,  folgende  Kegeln; 

a)  Je  zwei  Gestalten  und  m'Pn',  deren  t'’”’ 
eben  mit  einander  horizontale  Combinalionsh*l 
ten  bilden,  gehören  in  eine  und  dieselbe  b'’''' 
zonlale  Reihe  des  Schemas,  oder  haben 

b)  Je  zwei  Gestalten  ml?H  und  m'Pn',  deren  ^ 

)ir'' 
ah" 

ti« 


— _ ff,  »um  //I  X /f,  ^ tiiTio»* 

chen  Combinationskanten  bilden,  welche 
nur  einander,  sondern  auch  einem  der  iiorni'>J‘ 
Hauptschnitte  parallel  laufen,  gehören  in 
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“'*<1  dieselbe  verticale  Reihe  des  Schemas,  oder 
m — m'. 


hl 


Besondre  Entwicklung. 

§.  252. 

Vorbereitung. 


besondere  Entwicklung  der  tetragonalen  Com- 
hherhanpt  setzt  die  Theorie  der  binS- 
\ , “tubination  eil,  oder  die  genauere  Kennt- 
^ *>i'tnnichfaltigcn  Verhältnisse  voraus,  unter 
die  Coinbinationen  je  zweier  letragonaler 


Statt  Anden  können.  Dabei  ist  jedoch  die 
oder  hemiedrische  Erscheinungsweise 
®'^o>iders  zu  berücksichtigen,  weshalb  auch  die 
'’on  den  binären  Coinbinationen  in  zwei  Ab- 
^ zerfällt.  Innerhalb  jedes  dieser  Abschnitte 
.''•'^d  die  Betrachtung  zunächst  auf  diejenigen 
gegründet  Averden  müssen,  welche  als  die 
S !*®''ten  Repräsentanten  ihrer  Gruppe  zu  betrach- 
Wir  Averden  nun  im  Folgenden  die  Ver- 
Soi  ***  Regeln  sämmtlicher  binärer  Conibina- 


durchgehen,  dabei,  Avie  im  Tesseralsj steine, 
Sq  leichteren  Vorstellbarkeit  jederzeit  eine 
^’*lHl(en  als  vorherrschende  \ oraussetzen , und 
^’^locdrischcn  Combination  die  Coihbinations- 
(§.  68)  in  derjenigen  Form  hinzufügen,  in 
’^le  unmittelbar  das  Verhältniss  der  Ablci- 
S pj^)“l^tcienlen  einer  dritten  Gestalt  angiebt,  de- 
''*^lien  die  (jedenfalls  heteropolare)  Combina- 
die  v^^  der  gegebenen  Gestalten  abstuinpfen,  oder 
^”'ie  dieser  Kante  fallen. 

o)  Holoedrische  Coinbinationen. 

S.  253. 

'"“n>buiation  zweier  diteüagona’er  Pyramiden. 

"‘e  ditetragonalen  Pyramiden  die  Repiäsen- 
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tanten  aller  holoedrischen  Gestalten  des 
sind,  so  haben  -nir  zuvörderst  die  Conibination*'^^ 
hältnisse  zweier  dergleichen  Pyramiden  w/P«  und  ^ j 
in  Betrachtung  zu  ziehen,  Denken  wir  beide  G®  j 
ten  um  einen  gemeinschaftlichen  Mittelpunct  io  P‘  jji 
leier  Stellung,  so  werden,  unter  Voraussetzi'OS 
durch  die  Ableitung  bestimmten  Dimensionsvß'^  ^ 
nisse,  die  Endpnncte  ihrer  IVebenaxen  coincidir®®’;! 
dem  selbige  gleichsam  die  Caidinalpuncte  de*  j 
Sternes  bilden,  welche  ilire  ursprüngliche  Lage 
len  abgeleiteten  Gestalten  unveränderlich  beli‘'’*P^(( 
Dagegen  bestimmt  sich  allgemein  für  die  Haup^*’ 
h und  h'  beider  Gestalten  die  Bedingung,  dass 
Ä'  > = < Ä , wenn  in'  > = < «^ 
für  die  Zwischenaxen  r und  r'  derselben  die 
gung,  dass 

> = <»•,  wenn  //>  = <;«  , 


und  für  die  beiderseitigen  Quotienten  — = ? ' 

h 

— = Q , dass 
r ^ 

9 > = < ff , wenn  — i— i > = < ^ , 

' . , “ ''  / 
Die  Erscheinungsweise  der  Combination , i' 


hängt  nun  wesentlich  davon  ab,  welche  von 


diesen  drei  Bedingningen  enthaltenen  Verhäb’’'’ 


für  beide  Gestalten  Statt  finden. 

Es  bildet  nämlich  m'\?n'  als  unfergeordn®*^ 
slalt  an  inVn  als  vorherrschender  Gestalt: 


I.  Zuschärfungen  der  Kanten,  und  zwar: 

1)  Zusch.d.  norm.  Polk.,  w'enn//^'=;Ä  ii.  ^ p jn 

2)  Zuscli.  d,  diag. Polk , wenn  q'—q  u.  «'•<«;  öbi'b^^ I 
3j  Znsch.  der  Mittelk.,  wenn  n'=n  undOT'>»;  / 

II.  Achtflächige  Zusp.  der  Polecke,  wenn 

q'  < q,  und  zwar  sind  die  CK.  mit  den  Mitt®*^‘' 
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parallel, wenn  a'=»;  Fig.  258. 

J'Onvgt.  nach  den  norm. 

g ^iUeleckea - - »'>a;  Fig.  259. 

^aiivgt,  nach  den  diag. 

|[|  ^^^^*^®Iecken - - »'•<«;  ähnl.  Fig.  259. 

Zusp.  der  normalen  Mittelecke,  wenn  /»'>■/» 
^*'d  a'>a;  und  zwar  sind  die  CK.  mit  den  diag. 
s*®lkaiuen: 

parallel,  wenn  q'=q',  Fig.  260. 

'^onvgt.  nach  d.  Polecken,  wenn^i'c^y;  Fig.  261. 
ly  ^®avgt.  nach  d.  Mittelecken,  w’enn  q'^q;  Fig.  262. 
*®rfl.  Zu.sp.  der  diag  3Iittelecke,  wenn  q'7>q 
•'ad  n'  <^  n-,  und  zAvar  sind  die  CK.  mit  den  norm. 

"^^Ivanten : 

lO'i  *, 

. |PUralleI,  \vennm'=m;  ähnl.  Fig.  260. 

X'l  n.  d.  Polecken,  Avenn  ähnl.  Fig.  261. 

^'^aiivgt.n.  d.Mittelecken,Avenn »»'>»»;  ähnl.Fig.262. 
^ij  **  tlie.sen  12  Fällen  ist  die  ganze  Theorie  der 
\ holoedrischen  Combinaf ionen  enthalten,  w'ie 
folgenden  §§.  hervorgeht,  in  Avelchen  Avir 
Hr  Combinationsverhältnisse  der  vorherr- 

^ *'1®”  Gestalten  /«P«,  »iP,  »tPoc,  cx;P«,  ooP,  ooPoa 
hetraebten  Avollen, 

§.  254. 

Jj  . Combinationen  von  mVn. 

^m^**  !**';  diese  Gestalt  bringt  die  im  vorigen  §, 
l(^?®*ahlten  CV.  unter  den  daselbst  angeführten 
^0,  ,^**'Sangen  hervor. 

. (»»'« — — »»')»«'-(-«''(»' — »)»i»t'=0 

Hit 

'^bd  »'  = 1,  so  ist  auch  jedenfalls  «'•<», 

'*bd  niöglichen  CV.  Averden  Kr.  2,  6,  10,  11 

dig  ■ die  Flächen  von  ot'P  sind  immer  auf  die 
'•balen  Polk.  von  mPn  gesetzt,  und  bilden; 
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a)  Abst.  detselben,  . . wenn  ' 

b)  Aierfl.  Zusp.  der  Pol- 

ecko - - -<; ; ViS’' 

c)  Zusch.derdiag.AIit-  j 

tel'Dcke - - — ; un<i^' 

sind  die  CK.  mit  den  nonnalen  Polkanten- 

«)  parallel,  wenn  = Fig.  265.  ^ 

/?)  convgt.  nach  den  Mittelecken,  wenn  m'  ^ m ; Fig’  ^ 

■y)  convgt.  nach  den  Polecken,  wenn  m' Fig.  t 
Ln  Falle  b erscheinen  dieZuspll.  als  Rhomben,  wenn 

CG.  »»"«"(/«'w — m)  -f  m''{m — m')n  — n"(n — 

3)  Mit  ffi'Pcx);  da  n'  z=ioa,  so  ist  n'  immer 

die  möglichen  CV.  werden  i\r.  1,  5,  7,  8 j,( 

die  Flächen  von  »i'Poo  sind  jedenfalls  auf  di®  ^ 
malen  Polk.  von  mVn  gesetzt,  und  bilden: 

a)  Abst.  derselben,  wenn  m'=m\  ähnl.  Fig.-%j} 

b)  Vierfl.Zusp.derPolecke,  wenn /«'<«;  iilmlß^‘'J 

c)  Zusch.  der  norm.  Mittelecke,  wenn 

zwar  sind  die  CK.  mit  den  diagonalen  P"*^^ 

k)  parallel, wenn  ähnl. 

ß)  convgt.  n.  d.  Mittelecken,  - - - > ---  ähnl.1^9 
y)  convgt.  n.  d.  Polecken,  - - - <;  - — ähnl.l"^, /I 
Im  Falle  b erscheinen  die  Zuspfl.  als  Rhomben,  wem' 
m(n — 1) 


CG.  m''(m—m')n  + ?i"(m'~m'')m=0  j, 

4)  Mit  oeP/i';  da  m'  = oc,  so  ist  m''y>m  und  ? 
also  können  nur  die  CV.  Nr.  3,  9 und  l2  ^ 
finden,  und  es  bildet  daher  cx:Pw': 

a)  Abst, derMiltelkanten,  wennw'=r»;  Fig.  26^' 

b)  Zusch. der  norm.  Mittel- 
ecke,   - - - > . I'ig.  269- 

c)  Zusch.  der  diag.  Mittel-  4I 

ecke, - - -<^-  ähnl.  F*^' 

CG.  «"(m" — ?i')n  -f  n'Xn' — n)m  = 0 
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Mit 
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<^1*;  <la  ausser  den  mil  4 Statt  ßndenden  Be- 


'o^nRen  auch  noch  n'  C^n,  so  bildet  cx:Pjeden- 


din 

CQ  ' Allst,  der  diag.  Mittelecke;  Fig.  270. 

— 1)?*  — n"(n  — l)m=0 

6)  u. 

* ’^'Xpcc;  da  ausser  den  suh  4 Statt  findenden  Be- 
‘ngungen  auch  noch  «'  > w , so  bildet  ocPao  je- 
®nfalls  Abst.  der  norm.  Mittelecke ; ähnl.  Fig.  270. 

Cq  »r 


7n 


Jl't  Op;  diese  Gestalt  bildet  jedenfalls  Abst.  der 
(j^jMecke;  Fig.  271. 

und  m" <^m. 


§.  255. 

Combinatioiien  von  mP. 

1)  u. 

't  w'Pä';  da  M = l,  so  wird  n'  stets  >•«,  und 
itiögliclien  CV.  sind  Xr.  1 , 5,  7,  8 und  9 ; die 
von  nt'Vn'  liegen  immer  paarweis  an  den 
pikanten  von  *»P  und  bilden : 

r ^»sch.  derselben, wenn  ; Fig.272. 

Achtfl.  Zusp.  der  Polecke,  - - - < - Fig.273. 

Zusp.  der  Mittelecke,  — ->■- und  zwar 
^**14  die  CK.  mit  den  Höhenlinien  der  Flächen 
^•on  „,p 

^ Pafallel, wenn  JIll?=2»i;Fig.274. 

fi)  „ « 

" '='>avgt.  n.  d.  Polecken , . . - < - Fig.  275. 

<14  n.  d.  Mittelkanteii,  >-  P'ig.27G. 

**  werden  die  CK.  den  Polkanten  von  mP  parallel, 

Cq  = Fig.  276. 

***  ^"(m' — — m'yn'-\-n"(n' — 1);ä?»'=0. 

‘liese  Gestalt,  deren  Flächen  immer  auf 
'Scheu  von  mP  gesetzt  sind,  bildet: 
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<rt1' 

a)  Vierfl.  Zusp.  der  Polecke,  wenn 

b)  Znsch.  der  Mittelkanten,  wenn ?«'>»»;  1* iS- 
CG.  «"  = 1. 

r 'l  ^ 

3)  Mit  7n'Poc;  die  möglichen  CV.  sind  Nr.  1,  ö? 
lind  9;  die  Flächen  von  »ra'Pc»  sind  immer  a^f 
Polkanten  von  «»P  gesetzt,  und  bilden: 

a)  Abst.  derselben,  wenn  m'—m;  Fig. 279.  ~ 

b)  Vierfl.  Zusp.  der  Polecke,  wenn»»'<^»t;  FiS'  ^ 

c)  Zusch.  der  Mittelecke , wenn  ?«'>•  m ; und 
sind  die  CK.  mit  den  Höhenlinien  der  Flä<^'* 

% 

von  mP: 

n)  parallel,  wenn  m'  = Sm;  Fig.  281. 

fl)  convgt.  nach  den  Polecken,  wenn  m' cZm-,  Fig. 282- 

y)  convgt.  nach  den  Mittelkanten,  wenn  Fig.^o  ’ 

CG.  m'\m — m')  + — »>")»< = 0. 

4)  Mit  ooP«';  diese  Gestalt  bildet  jedenfalls 

der  Mitlelecke,  die  Zuschfl.  auf  die  Mittelka*’*^ 
gesetzt ; Fig  284. 

CG.  »*"(«"  — -«')  + nXn'  — l)m=  0. 

5)  cX)P  bildet  Abst.  der  Mittelkanten ; Fig.  285. 

6)  oüPoo  bildet  Abst.  der  Mittelecke ; Fig,  286. 
m" 

Ti 


CG. 


■ m. 


7)  oP  bildet  Abst.  der  Polecke ; Fig,  287. 

§.  256. 

Combinationen  von  mPex:. 

1)  Mit«t'P»^i  fla  « = oo,  so  ist  jederzeit  n'  T', 
die  möglichen  CV.  sind  Nr.  2,  6,  10,  11 
daher  bildet  m'Pn': 

a)  Zusch.  der  Pol- 
kanten, ....  wenn 

b)  Achtfl.  Zusp. 
der  Polecke,  - - 


ähnlFiS-^^' 

% 


<- 


. - Fig- 
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Vierfl,  Zusp  der  Mittelecke,  wenn  >»*; 

Ih 

i'nd  zwar  sind  die  CK.  mit  den  Höhenlinien  der 
lachen  von  otPoo: 
parallel,  wenn  ähnl.  Fig.  274. 

1^)  convgt.  nach  den  Polecken,  >venn  älinl.  Fig.  275. 

j 1')  convgt.  nach  den  Mittelkanten,  wenn  ähnl.  Fig.  276. 

l^alle  cy  werden  die  CK.  den  Polkanten  von  mPoo  parallel, 

'venn  = vi. 

Cq 

— m')n'  + //(»»" — m)m' — 0. 


5\ 

w'P;  die  möglichen  CV.  sind  \r.  2,  6,  10,  11 
12;  die  Flächen  von  «j'P  sind  immer  auf  die 

"Ikanten  von  otPoo  gesetzt,  und  bilden: 

K A^bst.  derselben,  wenn  ni' = ^m\  ähnl.  Fig. 279. 
^ierfl.  Zusp.  der  Polecke,  wenn  m* ähnl. 
*’'g.  280. 

* Filsch,  der  Mittclecke,  wenn  und  zwar 

®ihd  die  CK.  mit  den  Höhenlinien  der  Flächen 
'on  »jP(X): 

"*1  Parallel,  wenn  m'  = m',  ähnl.  Fig.  281. 

«anvgt.nach  den  Polecken,  wenn  ähnl.  Fig.  282. 

convgt.  nach  den  Mittelkanten,  wenn7n'>m;  ähnl.  Fig.  283. 

. ■ J-w'Yfft"— «|W=0. 


5). 


* ^00,  dessen  Flächen  immer  auf  die  Flächen  von 


aufgesetzt  sind,  bildet: 

^ ^ierfl.  Zusp.  der  Polecke,  wenn  m' <C.m\  ähnl. 

Co  ^*>sch.  der  Mittelkanten,  wennt«'>»t;  ähnl.Fig.278. 
• »« 

^ **  bildet  jederzeit  Zusch.  der  Mittelecke,  die 
Hq auf  die  Mittelkanten  gesetzt;  ähnl.  Fig. 284. 
5^  '*(»»'' — — ot'V=0. 

_^*>'Wet  Abst.  der  Mittelecke;  ähnl.  Fig.  286. 

I '»V— 
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6)  ooPoo  bildet  Abst,  der  Mittelkanten;  ähnl.Fig  ^S^ 
T)  oP  bildet  Abst.  der  Polecke;  ähnl.  Fig.  287, 

§.  257. 

Combinationen  von  ooP«. 

Es  bildet  an  dem  ditetragonalen  Prisma  ocP^'’  | 

1)  m'Vr^  achtfl.  Zusp.  beider  Enden;  und  zwar 
die  CK.: 

ß)  horizontal,  wenn  n'r=n',  Fig. 288. 

ß)  von  den  diag.  nach  den  norm.  Seitenkanten  abfallend, 

Fig.  289.  ^ 

y)  von  den  norm,  nach  den  diag.  Seitenkanten  abfallend, 
«'<;«;  ähnl.  Fig.  289. 

' CG.  m (ti — n")n'-^n"(vf — n)m' 

2)  m'P  vierfl.  Zusp.  beider  Enden,  die  Ziispfl. 
diagonalen  Seitenkanten  gesetzt;  Fig.  290. 

CG.  m''(n — «") — «"(?» — l)»^'=o. 

3)  m'Poo  vierfl.  Zusp.  beider  Enden,  die  Zuspfl-  ^ij 
die  normalen  Seitenkanten  gesetzt;  ähnl.  Fiff-***“ 

CG.  m'Xn — «")+«V=0. 

4)  oP  die  gerad  angesetzte  Endfläche ; Fig  291 
CG.  «"  = ». 

5)  odPn'  Zuschärfungen  der  normalen  oder  der 
nalen  Seitenkanten,  je  nachdem  n'  ■>  oder 
Fig.  292. 

6)  oüP  Abstumpfungen  der  diagonalen,  und 

7)  cx^Poo  Abst.  der  normalen  Seitenkanten;  Fi^- 

§.  258. 

Combinationen  von  ocP, 

Es  bilden  an  dem  tetragonalen  Prisma  ocP: 

1)  achtfl.  Zusp.  beider  Enden;  Fig.  294- 

CG.  1)  ft'~o 
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33i^p 

Pt. 4 Flächen  gesetzte  Znsp.  beider 

Cq/'*' 


Enden;  Fig,  295. 
u"  = i 

3) 

^00,  vierfl.  auf  die  Kanten  gesetzte  Zusp.  bei- 
Enden;  Fig.  296. 

»iV'— »»>"  — 1)==0. 

5) 

«) 


die  gerad  angesetzte  Endfläche;  Fig. 297. 
Zuschärfungen  der  Seitenkanten;  Fig.  298. 
°^Eoo,  Abstumpfungen  der  Seitenkanten;  Fig.  299. 
§.  259. 

Combinationen  von  ooPoo. 

Es  bilden  an  dem  tetragonalen  Prisma  ooPoo: 
achtfl.  Zusp.  beider  Enden;  ähnl.  Fig.  294. 

k)  , ” 

vierfl,  auf  die  Kanten  gesetzte  Zuspitzungen 
®ider  Enden;  ähnl.  Fig.  296. 

• m''  = m'n". 

3) 

vierfl.  auf  die  Flächen  gesetzte  Zusp.  bei- 
Op  Enden ; ähnl.  Fig.  295 

5) 


: OO. 


ß) 


die  gerad  angesetzte  Endfläche;  ähnl.  Fig. 297. 
Zuschärfungen  der  Seitenkanten;  ähnl.  Fig. 

Abstumpfungen  der  Seitenkanten;  ähnl.  Fig.299. 
§.  260 

Combinationen  von  oP. 

l)  bilden  mit  oP  als  vorherrschender  Gestalt : 
Sch-”’  eine  ditetragonale  Tafel,  mit  zweireihig 
®f  angesetzten  Randilächen ; Fig.  300. 
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2)  m'J?  und  m'Voo,  eine  tetragonale  Tafel,  mit 
reihig  schief  angesetzten  Randflächen ; Fig.  30l- 

3)  ooP«  eine  ditetragonale  Tafel , mit  gerad  ange®®*^ 

ten  Randflächen;  Fig.  302.  j 

4)  ocP  lind  ocPoo,  eine  tetragonale  Tafel,  mit 
angesetzten  Randflächen ; Fig.  303. 

i)  HemiSdritche  Comhinationen. 

1)  Skalenoedriache  oder  sphenoidische  Combinalioneti. 

§.  261. 

V orboreitang. 

Die  skalenoedrischen,  oder  sphenoidischen  C®''! 
binalionen  haben  unter  allen  hemiedrischen  Co)*'*'' 

-iC 

nationen  des  Tetragonalsystems  insofern  die 
Wichtigkeit,  wiefern  die  skalenoedrische  Hemic'^' 
selbst  die  auffallendsten  Abweichungen  in  der 
scheinungsweisc  der  Gestalten  zur  Folge  hat,  "" 
nicht  nur  die  Glieder  der  Zwischenreihen,  son-l®'" 
auch  jene  der  Hauptreihe  in  Anspruch  nimmt.  P*' 
halb  bedarf  eine  etwas  ausführlichere  Betrachtung 
sphenoidischen  Comhinationen  Avohl  kaum  einer 
fertigung;  zumal,  da  die  Krystallreihe  einer  sehr 
tigen  Spccies  des  Mineralreiches,  des  tetrago»«’**’, 
Kupferkieses,  durch  sphenoidische  Ilemiedrie 
zeichnet  ist,  und  sich  ausserdem  so  viele  merk"''' 
dige  Analogien  zwischen  den  sphenoidischen 
binalionen  und  den  rhomboedrischen  Combiiiatio"^', 
des  Ilexagonalsystemes  darbieten,  dass,  bei  dC 
häufigen  und  mannichfaltigen  Verwirklichung  di®^  ^ 
letzteren  die  Auffindung  jener  Analogien  allein 
Interesse  der  Wissenschaft  hinlänglich  enlspre®*''’ 
würde. 


Die  Theorie  dieser  Comhinationen  beruht  auf 
Combinatioiisverhältnissen  zweier  Skalenoeder 


^y^lemlefire.  Tetragonalsysiem.  Cap.  IV.  325 
Und 


de 


von  welchen  das  erstere  als  vorherrschen- 


das  andere  als  untergeordnete  Gestalt  vorausge- 
*^®‘zt  wird.  Da  nun  die  kürzeren  Polkanten  jedes 


^kale 


noeders  durch  die  Gleichungen: 


X 


+ 


2 

(ffl  — % 


= 1 und  ^ + z = 0 


i|.  ma  ' n 

längeren  Polkanten  durch  die  Gleichungen: 


X 

ma 


und  2^  — z = 0 

•ma  n 

die  Mittelkanten  durch  die  Gleichungen: 

— j-X  = 0 und  z = l 
I ma  n 

^^diuint  w erden  (§.  234),  und  für  das  Skalenoüder 
genau  dieselben  Gleichungen  gelten,  sobald 


mir  m'  und  n'  statt  m und  n schreibt,  so  lassen 
die  Bedingungen  für  die  mancherlei  Coinbina- 
^Nserscheinungen  beider  Gestalten  aus  den  Parame- 
dieser  Gleichungen  mit  Leichtigkeit  ahleiten. 
i.*'*'  ist  auch  hier,  ivie  immer  für  heiuiedrisclie  Com- 
. '‘Honen,  die  Amhiguitiit  der  Stellung  zu  berück- 
^^Higen  'indem  sich  beide  Gestalten  entweder  in 

Sulbi  ’ ■ 

">Unen. 


lj.,  ‘"^men,  oder  in  verwendeter  Stellung  comhiniren 


§.  262. 

Coinblnatiun  zweier  Skalenoeder, 
s:  > Combinationsverhältnisse  zw  eier  Skalenoeder 


n . , , -1 . I m,'Vn' 

gleicher  Stellung  beider  Gestalten  bildet 


an  + 

^«Schärfungen  der  Kanten,  und  zwar: 


326 


Reine  Krystallographie. 

1)  Zusch.  der  längeren  Polkanten,  wenn 
= — - — nnd  «'<w;  Fig.304. 

2)  Zusch.  der  kürzeren  Polkanten,  wenn 


m{n — 1) 


, und  re'>«;  Fig,  305. 


m' 


m „B 
»’ 


3)  Zusch.  der  Mittelkanten,  wenn 

U 

m'>m,  also  auch  Fig.  306. 

II.  Vierfl.Zusp.  der  Polecke,  w^nn  ^ 

jjf  <. — -■)  und  zwar  sind  die  Cp 

4)  horizontal , wenn  n'  = n\  Fig.  307, 

5)  denMittelkanten  zufallend,  wenn  w'>ä  ; Fig. 3*^’ 

6)  den  längeren  Polk.  zufallend,  wenn«'<«: 
309. 

Im  letzteren  Falle  werden  die  CK.  den  Mittelk^"” 

ten  parallel,  wenn  — . Fiff  3lo 
n n “■ 

III.  Zuschärfungen  der  Mittelecke,  je  zwei  Zusc^^^' 

auf  die  kürzeren  Polkanten  gesetzt,  wenn 

^ — 1)  . 

^ Jf, «nd  und  zwar  sind  die  C'^' 

mit  den  längeren  Polkanten: 

7)  parallel,  . . wenn  - — m(n+i) 

n'  o,  • 


Fig. 


8)  convgt.  nach 

den  Polecken,  - . - 

9)  convgt.  nach 

den  Mittel- 
kanten, ...--  - Fig. 

IV.  Zuschärfungen  der  Mittelecke,  je  zwei 
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a.  f ^ «»'(»'+ 1) 

^*1*  die  längeren  Polk.  gesetzt,  wenn  — — ' 

'>  und  und  zwar  sind  die  CK.: 

n n n 

^0)  horizontal , wenn  »'  = « ; Fig.  314. 

^1)  den  längeren  Polk.  zufallend,  wenn  n'  n-, 
Fig.  316. 

den  Mittelk.  zufallend,  wenn  Fig.  315, 

***  letzteren  Falle  werden  die  CK.  den  kürzeren 

Polk.  parallel,  wenn J Fig.317. 

Hei  verwendeter  Stellung  beider  Gestalten  bildet 


Ö. 


+ 


»t'P/i' 


mVn 


an  ± 2 


Zuschärfungen  der  Kanten,  und  zwar: 

la^  . « „ »*'(«'+1)  1). 

13)  der  kürzeren  Polk.,  wenn  — == — ; 
*.  ähnl.  Fig.  305. 

^ierfl.  Zusp.  der  Polecke,  und  zwar  sind  die  CK. 
jederzeit : 

den  Mittelk.  zufallend,  wenn  — fr 
1,,  ähnl.  Fig.  308. 

Zusch.  der  Mittelecke,  die  Zuschfl.  auf  die  Mit- 

ißlk,  und  kürzeren  Polk.  gesetzt,  wenn  — ^ 

^ mfa— 1) . den  län- 

n 

geren  Polkanten: 

15)  parallel,  wenn ähnl.Fig.311. 

l5)  convgt.  n. 
d.  kürze- 
ren Polk.  - - - - - < ähnl.Fig.312. 

1^)  convgt.  n. 
d.  Mittel- 
kanten   >--  - ähnl. Fig.313. 
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Nachdem  wir  so  die  allgemeinen  Regeln 
Combinationen  zweier  Skalenoeder  gefunden,  könn®' 
wir  zur  speciellen  Uebersicht  der  binären  spheB®* 
sehen  Combinationen  übergehen. 


§.  263. 

Combinationen  des  Skalenoeders  + 


mVn 


1)  Mit  ±^'  oder 


y .....  1 — , diese  Gestalt 

die  im  vorigen  §.  aufgezählten  Combinationsersd*®'' 
nungen  unter  den  daselbst  erwähnten  Bedingung®'' 
hervor. 


2)  Mit  — , und  zwar; 


A.  mit  + 


»i'P 


da  = so  ist 


n,  un< 


möglichen  CV.  werden  Nr.  1,  6 und  12;  die  f'* 
eben  des  Sphenoides  sind  immer  auf  die  längß*^' 
Polkanten  des  Skalenoeders  gesetzt,  und  bild®''' 

a)  Abst.  derselben,  . . wenn  m'  = Fig.3^^ 

b)  Abst.  der  Mittelecke,  --  - > . . . Fig  ^*' 

e)  Zusch.  der  Polecke,  - - und  «'''‘‘J 

sind  die  CK.  mit  den  Mittelkanten  des 
noöders : 


HL-, 

n 


> 

< 


- Fig 

- Fig' 


ß)  parallel, wenn  in 

ß)  convgt.  nach  den  längeren  Polk.  - - - 
y)  convgt.  nach  den  kürzeren  Polk.  - - - 


B.  mit  + ; die  Flächen  sind  immer  auf  die  l'-" 

zeren  Polkanten  gesetzt,  und  bilden: 

a) Ab.st.  derselben,  . . wenn  ; Fig- 

b)  Abst,  der  Mittelecke,  - 

c)  Zusch.  der  Poleckc,  - 


id- 


2?i 
> - - - 


Fig- 


-< Fi 


325^' 

nOl- 
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Mit  ffj'poo;  da  w'  = 3o,  so  ist  «'  jedenfalls  >•  n 

’iftd  ^ die  möglichen  CV.  werden  daher 

^5  5,  7,  8 und  9,  und  es  bildet  »»'Poo: 

Zusch.  der  kürze- 

>■611  Polk  , ....  wenn  ähnl.  Fig.305. 

**)'V'ierfl.  Zusp.  der 
l*olecke,  die  CK. 

Mittelk.  zu- 

fallend, — ähnl,Fig.308. 

Zusch.  derMittel- 
®cke,  die  Zuschfl. 

®uf  die  Mittelk. 

'itid  kürz.  Polk. 

gesetzt, --  und  zwar  sind 

<lie  CK.  mit  den  längeren  Polk,: 

")  parallel, wenn  ähnl.Fig.Slt. 

71 


ß)  convgt.  n.  d.  kürz.  Polk.,  — - < - -r  - älml.  Fig.312. 
J")  convgt.  n.  d.  Mittelk.,  - - - ähnl.  Fig.313. 

^ ^Jit  coP»';  da  ?»'  = oo,  so  sind  nur  die  CV.  10, 
Und  12  möglich,  und  es  bildet  daher  ocPä'  je- 
^®rzeit  Zusch.  der  Mittelecke ; und  zwar  sind  die  CK. : 

'0  horizontal, wenn  — n; 

den  längeren  Polk.  zufallend,  — n'  > n; 

5')  den  Mittelk.  zufallend , . . . . — «'<;»; 

bildet  jedenfalls  Abst.  der  Mittelecke,  so  dass 
*®CK.  den  kürzeren  Polk.  parallel  sind;  Fig.325b. 


6) 

Op 


°^Poci  bildet  Abst.  der  Mittelkanten;  Fig.  326. 
*^ildet  Abst,  der  Polecke ; Fig.  327. 


§.  264. 

Combinationen  der  Sphenoido  ± 

Mit 

'~2~  ’ 


und  zwar: 


330 

A.  mit  + 
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m'Vn' 


2 


da  M = so  ist  immer 


iiii' 


„ a V 

die  möglichen  CV.  werden  daher  Nr.  3,  ‘i 
nnd  11;  das  Skalenoeder  bildet  folglich: 

a)  Zusch.  der  Mittelkanten,  wenn  ~ = m; 

b)  Zusch.  der  Ecke,  die  Zuschfl.  paarweis  aul 

Flächen  gesetzt,  wenn  Fig.  332. 

c)  Zusch.  der  Ecke,  die  Zuschfl.  auf  die  Pol' 


Mittelkanten  gesetzt,  wenn  und 

sind  je  zwei  auf  einer  und  derselben  Fläche 
Sphenoides  gelegene  CK.  mit  einander; 

o)  parallel , wenn  — = m ; Fig.  3^' 

ß)  convgt.  nach  der  Polk.,  — - . _ ^ _ Fig.  3^^' 
y)  divgt.  nach  der  Polk.,  — _ - _ ^ _ Fjg.  S3^ 

B,  mit  + diese  Gestalt  bildet  jedenfalls 

^ 1- 
der  Ecke,  die  Zuschfl.  auf  die  Pol  - nnd 

kanten  gesetzt,  und  zwar  sind  je  zwei  CK.  **11 

einer  und  derselben  Fläche  des  Sphenoides 

einander ; 

«)  parallel, wenn 

2n 


ß)  convgt.  nach  der  Polk.  - 
y)  divgt.  nach  der  Polk., 

2)  Mit  zwar: 


> 


2 

A.  mil  + -^ 


die  Flächen  dieser  Gestalt  sii^l 


■0 


mer  auf  die  gleichnamigen  Flächen  aufgc®®^j.^ 
bringen  mit  denselben  horizontale  CK.  her'' 
und  bilden:  . 

a)  Zuschärfungen  der  Polk,  wenn m' < ot ; F'^- 

b)  Abstumpfungen  der  Ecke,  wenn»e'7>»»;  Fig  '^ 
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Abstfl.  machen  mit  den  Polkanten  einen  spitzen 
^Vinkel.  ' 

• ^lit  bildet  jedenfalls  Abst.  der  Ecke,  so 

^ass  die  Abstfl.  einen  stumpfen  Winkel  mit  den 
^olkanten  machen;  Fig.  335;  die  geneigten  CK, 

Werden  den  Mittelkanten  von  parallel,  wenn 

= Fig.  336. 


3) 


5) 


**  Pao  bildet  jederzeit  Zusch.  der  Ecke,  die  Zuschfl. 
die  Pol-  und  AEttelkanten  gesetzt,  und  zwar 

^**id  je  zwei  auf  einer  Fläche  von  ^ liegende  CK. 

einander: 

**)  parallel, wenn  m'  szs  2m-,  ähnl.  Fig.  829.  . 

convgt.  nach  der  Polk.,  — " < ■ “ ähnl.  Fig.  330. 

J")  divgt.  nach  der  Polk , - - - - ähnl.  Fig.  331. 

1^^«'  bildet  Zusch.  der  Ecke,  die  Zuschfl.  auf  die 
■httelkanten  gesetzt,  die  Zuschärfungskanten  ver- 
‘‘«al;  Fig.  337 

bildet  Abst.  der  Ecke,  so  dass  jede  Abstfl.  auf 
Polkanten  rechtwinklig  ist;  Fig.  338. 

6) 

bildet  Abst.  der  Mittelkantea ; Fig,  339. 

/)  ^ 

bildet  Abst.  der  Polkanten ; Fig.  340. 

§.  265  a. 

Kombinationen  der  ,tetragonalen  Pyramiden  mVoo- 
^)Mit  .»»W  J 

i — ^ — ; da  n — oo,  so  ist  n ein,  und  die 

^^gUchen  CV.  werden  daher  Nr.  1,  5 und  12;  das 
^^®’'®eder  bildet  demnach: 

^hsch.  der  abwechselnden  Polkanten  , wenn 
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b)  Vierfl.  Ziisp.  der  Polecke,  die  Zuspfl. 
auf  die  gegenüberliegenden  Polkanten,  und 
oben  und  unten  widersinnig  aufgesetzt;  ^ 


< m ; Fig.  342. 


c)  Zusch.  der  Mittelecke,  die  zuschärfenden 


P' 
aP 

chenpaare  auf  die  abwechselnden  Polkanten  , 
wechselnd  widersinnig  aufgesetzt;  wenn — ^ 
>»i;  Fig.  343. 

Im  Falle  c werden  die  CK.  den  Polk,  von  mfoo  f 

allel,  wenn  — — -=:m. 

n 

2)  Mit  + ; wiederum  sind  1,  5 und  12  die  m*'» 

chen  Fälle,  und  das  Sphenoid  bildet  daher: 

a)  Abst.  der  abwechselnden  Polkanten,  wenn 

Fig.  344.  . 

b)  Zusch.  der  Polecke,  die  Zuschfl.  auf  die 

selnden  Polk.  und  zw-ar  oben  und  unten  ^vi‘' 
sinnig  aufgesetzt,  wenn  Fig.  345.  ||, 

c)  Abst.  der  Mittelecke,  die  Abstfl.  auf  die 

selnden  Polk,  abwechselnd  widersinnig 
setzt,  wenn  Fig.  346. 


,|c(' 


§.  265  b. 

Combinationsgleichungen. 


.1^ 


Zwei  tetragonale  Skalenoeder  bilden  tlieils 
ropolare,  theils  amphipolare  Combinationskaiitcn)  i, 
bei  noch  die  Ambiguität  der  Stelliing  beider 
ten  berücksichtigt  werden  muss.  Die  CG.  für 
polare  Corabinationskanten  ist  bei  gleicher  St® 
der  Gestalten  identisch  mit  der  in  §.  254  sub  ^ 
henden  CG.  für  zwei  ditetragonale  Pyramiden  i ° 
weiteren  Unterschied,  weil  die  dritte  Gestalt 
wendig  gleiche  Stclittng  mit  den  beiden  andern  I’® 


y 
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^ ■■  Befinden  sich  aber  diese  letzteren  in  verwpn- 
Stellung,  so  ist  zuvörderst  n'  negativ  zu  neh- 
,.'^**5  und  für  die  dritte  Gestalt  zu  beachten,  ob  sich 


in  gleicher  Stellung  mit  der  ersten  oder  mit 


^'Veiten  befindet,  in  welchem  letzteren  Falle  auch 
"^gaiiv  wird.  Allgemein  können  Avir  also  für  die 
^’^®‘'opolaren  Comhinationskanten  zweier  tetragona- 

SkalenoMet  ^ .nd  die  CG. 


0.. 


m”n”(in'nymn')±m’'im — ni)7m' — n''{nyii')nn)i'=0 


in  Avelcher  die  oberen  Zeichen  für  gleiche, 
’Uiteren  für  verwendete  Stellung  beider  Gestalten 

hat  die  dritte  Gestalt  gleiche  Stellung  mit 

^0  * 

die  CG.  ,■  wie  sie  hier  steht;  hat  sie  dagegen 

Stellung  mit  — , so  ist  w"  negativ  zu  nehmen. 

y ^ür  die  amphipolaren  Comhinationskanten  haben 
‘fl  der  CG.  des  §.  254  bei  gleicher  Stellung  von 


r Und 


m'Vn' 


m und  n,  bei  verwendeter  Stellung 


>'och  ausserdem  n'  negativ  zu  nehmen,  und  wird 
t allgemein  für  die  amphipolaren  Combinations- 


,«t). 


zweier  tctragonaler  Skalenoeder  die  CG 


in  • • • m''n''(m'n+/nn')+m"{m+myin'+n"(:/i±it')mm'=0 

"■'Sicher  die  oberen  Zeichen  für  gleiche,  die  unte- 


^ u'ß  oneren  ^ieicneu  im  giciv.uc,  « 
^"®ichen  für  verwendete  Stellung  gelten. 


öabei  sind  jedoch  für  die  dritte  Gestalt  nicht  nur 


'^^^Bungsverhältnisse  ihrer  selbst,  sondern  auch 
h Lage  der  die  CK.  abstumpfenden  Fläche 

.‘'^^^ulien'der  andern  Gestalten  sorgfältig  zu  be- 

K Nichtigen,  weil  sich  danach  die  positiven  oder 
®^‘‘ven  Werthe  von  m"  und  n"  bestimmen. 
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2)  Pyramidal  - bemiedrische  Coinbbationeik 

§.  266. 

Da  der  pyramidal  - hemiedrische  Charakter 
tetragonalen  Combinationen  sich  nur  in  der  Ers® 
nung.sweise  der  ditetragonalen  Pyramiden  jj 

kann,  indem  die  Gestalten  der  Hanptreihe  sowohl 
der  Nebenreilie  ihre  holoedrische  Erscheinung®"'® 
beibehalten  (§.212),  so  ist  die  Theorie  dieser 
binationeu  keine  andre,  als  die,  nur  unbedeutend ' ^ 
dificirte,  Theorie  derjenigen  holoedrischen  Conih'® 
tionen,  in  welchen  Gestalten  aus  den  Zwischent®'*',^ 
anftreten.  Denn  in  der  That  lässt  sich  das  Vorh'“'^ 
denseyn  dieser  Art  von  Hemiedrie  weder  bejiw. 
noch  verneinen,  so  lange  blos  Pyramiden  und  * i 

. ii>' 

ristischen  Ileniicdrie  am  Scheelkalko  noch  heute 
riren,  wenn  nicht  in  neuerer  Zeit  Varietäten  ht® 
achtet  Avoiden  wären,  an  Avelchen  ausser  jenen  ^ 
staken  auch  solche  aus  den  Zwischenreihen  vorh® ,, 

flE* 

men.  » Das  links  oder  rechts  gewendete,  ^ 
einem  Worte,  das  einseitige,  aber  in  Bezug  i 
oben  und  unten  gleich  massig  einseitige  - 


men  der  Haupt-  und  Nebeureihe  beobachtet  sind; 
so  würden  wir  z.  B.  das  Daseyn  dieser  so  charo* 


treten  der  Flächen  aller  r/i\*n  lässt  eine  solche 


Co«"' 

lO«' 

bination  auf  den  ersten  Anblick  erkennen , und  '« 
darf  nur  die  für  die  holoedrischen  Combi natio«!^^, 
von.  »tP  mPoo  mit  irgend  einem  m'Pu'  angeg®  ^,i 
nen  Regeln  so  luodificirt  aussprechen,  dass  niau 
je  vier  zu  einem  Gliede  der  Pyramide  m'P«' 
gen  Flächen  die  beiden  links  oder  rechts 
ausschliesst,  um  aus  denselben  Regeln  die  ErS®^,(,, 
nungsw'eise  der  pyramidal- hemiedrischen  Combi"® 
nen  abzuleiten. 
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S)  Trapezoedrische  Combinationen. 

§.  267. 

Obgleich  die  hcmigdrischen  Combinationen  dieser 
liis  jetzt  in  der  Natur  nicht  nachgewiesen  wor- 
sie  ^*^^5  doch  nicht  unwahrscheinlich,  dass 

Vereinst  noch  werden  beobachtet  werden.  Man 
solche  Combinationen,  eben  so  leicht  wie 
Ij  Pyramidal  - hemißdrischen , an  dem  einseitigen, 
^ oder  rechts  gewendeten  Auftreten  der  Flächen 
. ^ nur  ist  diese  Einseitigkeit  in  der  oberen 

1)^,.  Unteren  Hälfte  der  Combination  nicht  gleich- 
sondern  widersinnig,  oder  in  entgegengesetz- 
^ ^*'^^itung  ausgesprochen.  Die  weitere  Entwick- 
jj  S dieser  Combinationen  hat  durchaus  keine  Schwie- 
Uebrigens  lässt  sich  erwarten,  dass  diejeni- 


«i 


Die 


^ubs 


"■'il 


stanzen,  deren  Kr} stallreihen  dieser  Ilemie- 
Unterworfen  sind,  auch  die  Erscheinung  der  cir- 
Polarisation  des  Lichtes  zeigen  w'crden,  wel- 
Sj  'uit  der  gleichnamigen  Tetartoedrie  im  Ilexagonal- 
gegeben  ist  *). 

C.  Berechnung  der  Coinhinationskanten. 

§.  268. 

Cofnhiiiationskanten  der  holoedrischen  Gestalten. 
;^%emein  findet  sich  die  Combinationskantc  77, 


ehe 


die  Flächen  zweier  ditetragonaler  Pyramiden 


’^Ud  m'Pn'  hervorbringen,  durch 


tl 

V 


'ficls  dieser  Formel  lassen  sich  die  Combina- 
uuten  je  zweier  holoedrischer  Gestalten  finden. 


')  V* 

Avürde  sich  mittels  optischer  Versuche  der  Cha- 
Krj- stall  reihe  de»  Skapoäthes  bestimmen  lassen. 
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weil  die  Zeichen  mVn  und  m'Vn'  in  der  That  je  2^' 


läH*' 


dieser  Gestalten  repräsentiren.  Bestimmt  man  , 
lieh  die  Werthe  von  cos  11,  indem  man  statt 
nach  der  Reihe  die  Gestalten  tn'P,  m'Poo,  ooPn't 
coPoo  und  oP  einführt,  und  setzt  man  wiederui» 


den  so  gefundenen  Ausdrücken  statt  mP/i  succeS* 


die  Gestalten  «tP,  »iPoo,  oeP«,  u s.  w.,  so  erhält  i>> 


folo-ende  tabellarische  Uebersicht  der  Cosinus 


Combinationskanten,  in  welcher  natürlich  alle 
the  negativ  zu  nehmen  sind: 


OCJOO 
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8 


8 

'fl 


g 

fl 

8 


fO| 

+ 


IJ 

+ 


+ 


'S 


M 

a 


s 

fl 


’§ 

fl 


"J- 


(0 

+ 

►* 

? 

R 

ij 

+ 


^1 

3 


g 

R 

10 

+ 

h- 


3 


3 

R 

M 

10 

a 

+ 


a 

+ 

3 


22 


o 

fl 


8 

fl 

8 


8 

fl 


fl 

8 


s 

% 

fl 
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§,  269. 

Combinationskanten  der  Skalenoeder. 

Befinden  sich  beide  Gestalten  in  gleicher 
lung,  so  sind  ausser  den,  bereits  im  vorigen  §•  ^ 
fiindenen,  heteropolaren  Combinationskanten , 
je  zwei  analog  liegende  Flächen  bilden, 
amphipolarcn  CK.  zu  berücksichtigen,  welche 
Fläche  der  einen  Gestalt  mit  einer  Fläche  eines  ^ ^ 
entgegengesetzten  Gestalthälfte  gehörigen  Flächenp'“,^ 
res  der  andern  Gestalt  hervorbringt.  Kennen 
sie  JI',  so  folgt  allgemein  aus  der  Formel  cos  ^ 
§.22,  indem  man 

statt  a : b : c das  Verhältniss  ma  : » : 1 

- - a' : b' : c'  ~ ~ - - — m'a  : — n' : 1 , 

.njy 

und  + 


mV/i  - 


cos  TU 


schreibt,  für  je  zwei  Skalenoüder  + 

mm’  u • {tni'  — 1) — nn' 

^ MM 

Befinden  sich  dagegen  beide  Gestalten  in 
wendeter  Stellung,  so  sind  zwei  neue  CK.  zu  bcrß\ 
nen,  indem  jede  obere  Fläche  der  einen  Gestalt 
nerseits  mit  einer  Fläche  eines  oberen,  anderseits  ’ ,, 
einer  Fläche  eines  unteren  Flächenpaares  der  z 
ten  Gestalt  zum  Durchschnitte  kommt.  Bezeic'’”^^ 
wir  die  erstere,  heteropolarc  CK.  mit  JI,,  die  an'' 
amphipolare  CK.  mit  JT/,  so  findet  sieh,  indem 
in  der  Formel  cos  W a.  a.  0.  für  die  erste  Kante  ■ 
statt  a '■  b \ c das  Verhältniss  nm  : n • ^ 

~ . a'  ■ b'  > c'  - - - - in'a  : — n'  ■ 1 

nnd  für  die  zweite  Kante ; ^ 

statt  a : b c das  Verhältniss  — ma  : — w '■ 

- - a' : t/  i c'  - - - - m'a  : — t/ 


/ri‘: 


schreibt,  für  je  ztvei  Skalenoeder  nnd  + 
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cosTli  — — MM' 

_ , mm'F  {im'  + 1) — nn’ 

cosn,  = — -- 

Es  ist  in  vorkommenden  Fällen  leicht,  aus  die- 
Werthen  die  Cosinus  der  Combinationskanten  je 
*'veier  Gestalten  einer  sphenoidischen  Combination 
l>estimmen,  indem  man  nur  statt  m,  n,  m'  und  n’ 
'^jeuigen  Ableitungscoefficienten  z'i  siibstituiren 
“’^^iicht,  welche  den  combinirten  Gestalten  zukommen. 

D.  Beispiele. 

§.  270. 

Combination  des  Anatases. 

Sillem  hat  uns  unter  andern  Combinationen  des 
f'^Htases  auch  die  in  Fiff.  347  abgebildete  kennen  ge- 
^ie  ist  eine  siebenzählige  holoedrische  Com- 
'''‘ation,  deren  Gestalten,  wenn  wir  P zur  Grundgc- 
Wählen,  sich  auf  folgende  Weise  in  unser  Sche- 
Ordnen;  es  gehören: 

der  Ilauptreihe  die  Flächen  o,  f,  P und  .r, 
der  Nebenreihe  die  Flächen  u,  t imd  p 
Für  die  Grundgestalt  P ist  a = l^x^ 

«OffZ  = iangkJj  = 4,  ^ = 136°  24'. 

P = P , so  wird : 

0 = oP, 

X = ooP  (§.  251 , a), 
t — Poo  (§.  251,  b;  auch  §.  255,  3.  a). 

'^Eie  Flächen  q bilden  Zuschärfungen  der  Mittel- 
Von  P,  und  zwar  sind  die  CK.  den  Höhenlinien 
Flächen  von  P parallel , folglich  ist : 
q = 2Pao  (§.  255,  3,  «) 

u Öie  Bestimmung  der  Pyramide  r ist  von  einer 
abhängig;  misst  man  z.  11;  die  CK.  r :o,  so 
man  153°  27';  das  Supplement  dieses  iiikcls, 
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oder  die  halbe  Miüelkante  der  Pyramide  r ist  dah<'^ 
— ■ 26°  33' ; vergleicht  man  die  Tangente  dieses 
kels  mit  der  Tangente  der  halben  Mittelkante  von  y 
so  findet  man,  dass  diese  genau  5mal  so  gross  » 
jene,  weshalb 

r = iP. 
und  V = iP^ 

Die  Combination  ist  daher  vollständig  entwickelt’ 
und  ihr  Zeichen  wird: 

P.cx;P.2Poc’.Px>.4  P*  iPt>2.oP. 

§■  271. 

Combination  des  Zinnerzes. 

Phillips  giebt  das  Bild  einer  idealen  Combinatie" 
des  Zinnerzes,  aus  welcher  die  in  Fig.  348  dai'g*’' 
stellte  neunzählige  Combination  gleichsam  ein  A”*' 
zug  ist.  Wählen  wir  die  mit  g bezeichneten  Fläch®'' 
zur  Grundgestalt,  so  ordnen  sich  die  übrigen  Gest*'^’’ 
ten  wie  folgt:  es  gehören 

1)  der  Hauptreihe,  s,  t und  g, 

2)  der  Nebenreihe,  P,  o und  n, 

3)  Zwischenreihen , e,  z und  r. 

Für  die  Grundgestalt  ist  a = j/^-,  daher 
cosX  = — fi,  und  X = 121°  35' 
cosZ  = 57,  und  Z = 87°  16' 

Da  nun  s = P,  so  bestimmen  sich  sogleicli: 
g — oeP 

P = Poo  (§.  255,  3,  a). 
n = ooPoo 

Was  nun  ferner  zuerst  die  ditetragonale  Py'!^ 
mide  Z betriftt,  so  folgt  aus  ihren  parallelen 
zwischen  P und  g,  fiass  sie  die  CK.  dieser  beitl®' 
Gestalten  abstumpft,  oder  dass  für  sie 

-Ar  (§•  256,  5,  CG ) 


m = 


^yiiteiiilehre.  Tetragcnalsystem.  Cap.  IV.  341 
l*hillips  giebf  ihre  bei«len  Polkanlen: 


X = 118“  10' 
Y = 159°  5' 


7i  = T (§• 


in  = 3 


nnd  z = 3Pt*) 

Die  Gestalten  z und  r bilden  horizontale  CK  , 
^“'sUch  ist: 

r = cxiP4- 

Leichter  gelangt  man  zur  Bestimmung  von  z,  wenn 
"'‘'n  sie  von  r abhängig  macht;  zu  dem  Ende  misst 
die  CK.  n:r  = 140°  19',  und  subtrahirt  davon  90°, 
ist  der  Rest  56°  19'  = in  ogP«,  die  zugehö- 
Tangente  = und  daher  r = cx)P4,  u.  8.  W, 
Durch  z Averden  die  Pyramiden  i und  o unmittel- 
bestimmt,  nämlich: 

i = 4P  (§.  254,  2,  a ) 
o = 5Poo  (§.  254,  3,  «.) 

Die  einzige  noch  zu  bestimmende  Gestalt  ist  da- 
die  Pyramide  e;  aus  ihren  Verhältnissen  zur 
^fuadgestalt  folgt,  dass  sie  eine  P/*;  die  fernere  Be- 
^‘‘"tiuung  ist  jedoch  von  einer  Messung  abhängig, 
'“•'ilüps  giebt  die  CK.  P:e  = 169°  30';  nach  Abzug 
'“ä  90°  bleibt  79°  30'  für  ^-X'  oder  die  halbe  nor- 
Polkante  von  e ; da  nun  die  halbe  Polkante  der 
^'^«ndgestalt  = 60°  46',  so  folgt; 

langl^^^d'  3 227  und  230) 

” = <««g60°46' 

und  e = P3  . , , 

Die  Combination  ist  also  vollständig  entwickelt, 
*'d  ihr  Zeichen: 
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§•  572. 

Combinatioii  des  Idokrases. 

Die  nach  Mohs  in  Fig.  350  dargestellte  Coinbiö' 
tion  de.s  Idokrases  ist  eine  14zä!ilige,  holoedrisch®’ 
deren  Gestalten  sich  für  c als  Grundgestalt  ord''®**’ 
wie  folgt:  es  gehören: 

1)  der  Hauptreilie,  P,  c,  l>,  r und  d\ 

2)  der  Nebenreihe,  o und  31-, 

3)  Zwischenreihen , «,  z,  s,  x,  e,  f und  h. 

Für  die  Gritndgestalt  wird  a = yf , daher 

cosX  = — fi,  «nd  X = 129“  31' 

C08  Z = -h,  und  Z = 74“  101' 

Aus  der  Horizontalität  der  CK.  folgt,  dass  eii'®'^ 
seits  die  Gestalten  a und  s,  anderseits  die  Gestah®*| 
e,  z und  f in  eine  und  dieselbe  horizontale,  und 
dem  Parallelisnms  der  CK.  von  r,  e und  x,  dass  di®“ 
drei  Gestalten  in  eine  und  dieselbe  verticale  Rc* 
des  Schemas  gehören. 

Aus  ihren  Verhältnissen  zur  Grundgestalt  besth'' 
men  sich  sogleich: 

P = oP 
d = cxjP 
31  = cePoo 
o ==  Poo  (§.  255,  3,  a.) 

Eine  approximative  Messung  giebt  die 
CK.  b d — 1461“ 

CK.  31.  f=  1531“ 

zieht  man  von  beiden  CK.  9Ü|“  ab,  so  ist: 

halbe  Mittelkante  von  b = 561° 
halbe  Seitenkante  von  f =.  631“ 
die  Vergleichung  der  Tangente  des  ersteren  Wir'h®j, 
mit  der  Tangente  des  gleichnamigen  Winkels  voP 
giebt: 

^ = bjif' 

und  die  Tangente  des  letzteren  Winkels  unmittcl 
f~  0ÜP2 
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folglich 


■■6‘icn  müssen  auch  z und  e von  der  Form  wiP2  seyn. 
'“in  sind  die  drei  ditetragonalen  Pyramiden  z,  s «nd  x 
'on  der  Form 


wiP»»  (§•  255,  6,  CG.)  ^ 

'"''1  die  Pyramide  e wegen  ihrer  Verhältnisse  zu  ,P 
'‘"il  xPoo  von  der  Form  27/(Pm,  folglich 
r =:  2P2 


4P2 


. Da  aber  e und  r in  eine  und  dieselbe  verd- 
'“le  Reihe  des  Schemas  gehören,  so  haben  sie  de 
'■‘«‘tt!  Ahleitiingszahl  gemein,  folglich  ist 

X =Jr4P4 
r = 4P 


Weil  ferner  die  CK.  der  ditetr.  Pyramide  « mit  P 
■fott  Höhenlinien  der  Flächen  der  letzteren  Gestalt 


f^tallel  laufen,  so  ist  für  a 

"Id  Weil  a zugleich  die  CK.  zwischen  21 2 und  ool 

"fistmupft,  so  ist  auch 

= «(§.254,  3,  CG.) 

^Iglich  wird  „ 

a = , i o 

"'‘d  daher  auch  


Die  Bestimmung  des  ditetragonalen  Prismas  h 
"'»dlich  ist  von  einer  Messung  abhängig;  misst  man 
ß.  die  CK.  M : h,  so  findet  man  161°  34  , und, 
""Olt  Abzug  von  90°,  für  die  halbe  normale  S^en- 
^"Ote  des  Prismas  71“  34%  deren  Tangente  _ 3, 

"'«shalh 

h = ocP3 


Somit  ist  die  Combination  vollständig  entwickelt, 

*'Vpfp»Pjk4r.5r2.«2.P®.4P3.^P3.ocP2.3^ 

4P4.  ' , 
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§.  273. 

Combiuation  des  Zirkones. 

'üt 

Diese  in  Fig.  349  dargestellte  ConibinatioO  * 
eine  achtzählige,  holoedrische,  deren  Gestalten 
für  P als  Grundgestalt  ordnen,  wie  folgt:  es  gehör®”' 

1)  der  Ilauptreihe,  P,  u und  /; 

2)  der  Nebenreihe,  t und  s; 

3)  Zwischenreilien,  x,  y und  z.  ^ 

Für  die  Grundgestalt  P ist  sehr  nahe  a = 
daher : 

cosJC=  — fi,  und  N'=123°  22' 
cosZ=  und  Z=  84°  15V 

Aus  ihren  Verhältnissen  zu  P bestimmen  sich 
mittelbar : 

^ = ocP 
s = cxPco 

t = Poo  (§.  255,  3,  a.) 

Zur  llestimmung  von  « wird  eine  Messung  ei’f®* 
dert;  misst  man  z.  B.  die  CK.  u : l,  so  findet  i"””, 
159°  46',  daraus  die  halbe  x^Iittelkante  von  u = 
46',  und  daher  f 


u = 3P 


Die  drei  ditetragonalen  Pyramiden  x,  y VLr\^  ' 
sind  wegen  ihrer  Verhältnisse  zu  P und  ocPao 
der  Form  mPm  (§.255,  6,  CG.).  Nun  erscheint 
der  Pyramide  x die  Pyramide  3P  mit  CK.,  wd®’’^ 
den  normalen  Polkanten  von  x parallel  sind,  folg!»”  ’ 
gilt  für  X 


»»  = 3 (§.  254,  2,  «.) 

An  der  Pyramide  z erscheinen  die  Flächen  ‘^®j' 
selben  Pyramide  3P  als  Abstfl.  ihrer  diagonalen 
kanten,  folglich  wird  für  z 


m{ti,  + 1) 
2n 


m + 1 

-Y~  = 3 (§.254,  2,  a.) 


oder  = 5 


\ 


^y^tenilehre.  Tetragonahystem.  Ccip.JV.  345 
Bestimmung  der  Pyramide  y ist  von  einer 


% 

hi 


®Ssung  abhängig;  misst  man  z.  B.  die  CK.  y:s,  so 


man  155°  7';  nach  Abzug  von  90°  bleibt 
.jT  = 65°  7'; 


ih  1 * — 

Grundgestalt  aber  ist 


iX  = 28° 


19' 


I 'p'  — 9Q° 

*'*'•1  daher,  weil  m — iang  zT  cot^T'  (§.233) 
m = 4 

öie  Combination  ist  also  vollständig  entwickelt, 
‘"'l  ihr  Zeichen: 

cxPoc.P.3P.Poc,ocP.3P3.4P4.5P5. 

§.  274. 

Combinationen  des  tetragonalen  Kupferkieses. 

^'ig.  352  stellt  eine  vierzählige,  sphenoidische 
""‘hination  des  tetragonalen  Kupferkieses  vor,  de- 
Entwicklung  sehr  leicht  ist.  Wählen  wir  das  vor- 
jj^*''Schende  Sphenoid  p zur  Grundgestalt , so  folgt, 
auch  p'  und  m in  die  Hauptreihe,  c dagegen  in 
^ebenreihe  gehören.  Aus  Haidinger’s  Mer.sungen 

®^Siebt  sich  a = = l4),9706,  daher  in  ^ 

CO.  A = und  A = 71°  20' 
co.Z  = ^,  undZ  = 70°7'(§.239) 
öa  die  Flächen  m vertical,  so  sind  sie  die  eines 
‘‘»isn, 
h, 

‘lid, 


*as,  welches,  weil  es  mit  — noch  horizontale  CK. 
^.^'nrbringt,  ooP  seyn  muss.  Die  tetragonale  Pyra- 


® der  Nebenreihe  erscheint  an  der  Grundgestalt 
dass  je  zwei  auf  einer  Fläche  der  letzteren  gele- 
GK.  parallel  sind;  folglich  ist  ' 

c = 2Poü  (§.  264,  3,  «.) 

& Die  Flächen  p'  gehören  einem  in  \"erwendeter 
befindlichen  Sphenoidc,  und  stumpfen  die  ab- 
®'^hselnden  Polkanten  von  2Poo  ab;  folglich  wird 

p' = - -2-  2,  a.) 
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Die  C'ombination  ist  daher  vollständig  entwich 

P P • de' 

und  ihr  Zeichen  ; — .cx;P.2P:x), oder, 

Schreihart  der  secundären  Bezeichnung  des  §■ 
S.00S.2P0Ü.  — S. 

§.  275. 

Fortsetzung. 

Für  die  in  Fig.  351  dargestellte,  fünfzählige, 
neidische  Conibination  des  tetragonalen  Kupferki®’^ 
erkennt  inan  sogleich  das  vorherrschende  Spheno’^^^ 
als  identisch  mit  dein  gleichbezeichneten  der  voi'i» 

P nal*’ 

Coinhinalion ; es  ist  also  Da  nun  die  tetrago** 

2.  A 

Pyramide  c an  diesem  Sphenoide  so  erscheint, 
je  zwei  auf  einer  Fläche  desselben  gelegene  CK.  I .j 
allel  sind,  so  ist  es  wiederum  2Pcio;  auch  folgh  ' 

P • 

im  vorigen  §.,  dass  p'  = — -x.  Bei  der  Kleil’’ 

der  Flächen  m könnte  man  über  ihre  verticale 
ungewiss  bleiben,  und  in  ihnen  die  Flächen 
sehr  spitzen  Sphenoides  vermuthen;  allein  der 

stand,  dass  2Poo  zwischen  ihnen  und  - mit  pa*'® 

len  CK.  erscheint,  beweist  sogleich,  dass 

m = ocP  , ^ 

Das  von  Phillips  beobachtete  Skalenoeder  ^ 
p j 

hört  zu  dem  Sphenoide  — , nnd  würde  also  nach  de 

^ ef' 

cundären  Bezeichnung  als  ein  S"  zu  bezeichne» 

Da  nun  die  Mittelkanten  des  Sphenoides  = 

die  Mittelkanten  des  Skalenoeders  aber  nach  P^‘ 

= 149°  2',  so  findet  sich 

fang  74:°  31' 


fa/lg  4' 


= 5,14 


wofür  man  um  so  sicherer  5 setzen  kann,  da 
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^littelkanten  des  Sphenoides  zu  IC  10'  angiebt. 

secundäre  Zeichen  des  Skalenoeders  wird  also 

1^5  5P5 

’ 'lud  folglich  sein  primitives  Zeichen  ’L^^- 

diP.  , . , P P5P5.„ 

**  der  ganzen  Comhination  aber:  — . .21  oo. 

oder  auch:  S. — S.S^.2P^.*^S' 


§.  276. 

Fortsetzung. 


i.  öie  nach  Haidinger  in  Fig.  353  dargestellte  Com 

. m V.  1 • 1,2 


‘‘"ation  ist  eine  zehnzählige,  sphenoidische  Coiubi- 


hi 


ip 


j.at  eine  5 ~X 

des  tetragonalen  Kupferkieses,  deren  Gestal- 


Q*'*  tvenn  wir  das  vorherrschende  Sphenoid  p als 
^'i)*'‘dgestalt  betrachten,  sich  ordnen,  wie  folgt:  es 


'‘»ten 


'ler  Hauptreihe , fl,  d,  e,  p, 

^er  K ebenreihe,  g,  b,  h,  c, 

®iiier  Zwischenreihe,  f. 

^»ivörderst  ist  klar,  dass  die  horizontalen  Flächen 
^ Op;  ferner  bestimmen  sich: 

c = 2Poo  (§.  264,  3,  «.) 

p'  = -^  (§.265,  2,  a.) 

b = Poo  (§.  255,  3,  a.) 


K.  öie  Bestimmung  von  h fordert  eine  Messung; 

''isst  ^ ■ ' " ■ 


»aan  z.  B.  die  CK.  b : Ä,  so  findet  man  168°  40'; 


Nt 


^abtraction  der  halben  Mittelkante  von  Poo, 


^ 44°  35'^  bleibt  das  Supplement  der  halben 
Nkante  von  h = 124°  5',  folglich  diese  selbst 

..  /I  Hn  t 


Hl 


55',  deren  Tangente  genau  = iiangiC  35'; 

rk  ’ 


‘So 


Wird 


Jt  = |Poo 


so  bestimmt  man  mittels  einer  Messung  der 

S:b 


g 


= 7Poc 
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df' 


doch  wird  diese  Bestimmung  unabhängig  von 
Messung,  sobald  man  darauf  Acht  hat,  dass  th® 

chen  von  ? mit  parallelen  CK.  zwischen  je  einer  ^ 

ren  Fläche  von  g und  einer  unteren  Fläche  von 
scheinen;  setzt  man  die  Ableitungszahlen 
chen  in  die  allgemeine  CG.,  so  findet  sich  g ^ 
wie  vorher.  ^1,, 

Da  nun  die  Flächen  des  Sphenoides  e <1*®  .^j; 
wechselnden  Polkanten  von  4P<3<3  abstumpfen,  s® 


4P 


- Y (§.265, 


2,  a.) 


e/ 


Die  Bestimmung  des  Sphenoides  d ist  von 
Messung  abhängig;  misst  inan  die  CK.  d:a,  s®  .i, 
det  sich  160°  48' ; ihr  Supplement  ist  die  halb® 
telkante  der  Muttergestalt  von  d,  und  54°  20^  jjj 
halbe  Mittelkante  der  holoedrischen  Grundg®®*^ 
daraus  folgt: 

. ^ 

Endlich  erfordert  auch  die  Bestimmung  des  ~ 

lenoeders  y = ^ eine  Messung,  da  nia** 

seinen  Verhältnissen  zu  4P<^  weiss,  dass 
9» 

1,  «■) 

+ 1; 

Nun  ist  die  Neigung  von  y : y über  e, 
.stumpfere  Polkante  Y dieses  Skalenoeders  nach 
dinger  = 155°  35',  der  Winkel  d'  aber  (§.  2?^  jjo 
mPn  = dem  halben  Mittelkantenwinkel  von  ’ 
d'  = 24°  55';  weil  nun 

cosiZ  = cos  S'  sin 
so  wird  in  »tP»  iZ  = 27°  34', 


cosd  = 


cos^Y 

siniZ 


daher  d = 62°  50',  und 

n = ffl»g(d  + 45°)  = 3,11 
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J'*für  lu^jj  jeden  Fall  3 setzen  muss;  die  ditetra- 
'“Me  Pyramide  ist  daher  iP3,  und  das  Skalenoeder 

j . / = — -2 

Polkanten  werden  rückwärts  berechnet  156  13 

131“  22'. 

^ie  Combination  ist  nun  vollständig  entwickelt, 
3h  ***•■  secundäres  Zeichen:  S. — S.2l*oc>.|P(X).r(X'. 


. 277. 


Combinatiouen  des  Scheelkalkes, 
li  i^ie  in  Fig.  354  dargestellte  Combination  des  Schecl- 
giebt  sich  sogleich  durch  die , einseitig  links 
rechts  gewendete  Lage  gewisser  Flächen  als 
Pyramidal -hemiedrische  Combination  zu  erken- 
Setzen  wir  die  mit  p hezeichnete  Gestalt  = P, 
eine  Pyramide  der  Nebenreihe,  während 
^ und  a als  pyramidal-hemiädrische  Gestalten 
^ ^tvi.sclienreilien  bestimmen,  von  welchen  bei  der 


'.‘Hki 


/ ^^rlich  gewählten  aufrechten  Stellung  jene  als 
' Y’  «liese  als  erscheint. 


k ^*'r  die  Grundgestalt  ist  nach  Levy  da- 

\ ^ = 108“  12',  Z = 112°  2'.  Da  nun  die  CK. 
n und  P den  Höhenlinien  der  Flächen  der 
^*'=rcn  Gestalt  parallel  laufen,  so  wird 
•iijj  n = 2P3D  (§•  255,  o,  «.) 

die  Flächen  von  g die  CK,  zwischen  P und 
‘'^stumpfen,  so  gilt  für  g die  Gleichung 
»«  + mn  — 2«  = 0 (§.  255,  3,  CG.) 

Weitere  Bestimmung  ist  jedoch  von  einer 
abhängig;  misst  man  z.  B.  die  CK.  g : n,  so 
>“an  sehr  nahe  l63“;  das  Supplement  dieses 
zu  der  halben  Polkante  von  2Poo  (—50“  20') 
S.1‘’  git^bt  die  halbe  diagonale  Polkante  der  dite- 
^ '‘^'en  Pyramide  g 

iY  —67°  20' 
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1 V *1*^’ 

Setzt  man  nun  in  dör  Formel  fiir  iang^* 

so  folgt: 


§.227  statt  seinen  Werth 
iang^Y  = 


‘2n 


» + 1’ 
n + 1 


i/i» 

• \ i 


oder 


n + 1 


n — 1 
tang^Y  = 1,986 


u — 1 

wofür  man  2 zu  setzen  hat;  daher  wird 


w = 3 und  m = ^ 


Zur  Bestimmung  der  zweiten  tetragonalen  • 


mide  von  abnormer  Flächcnstellung  dient  zuvör^* 


•hf" 


der  Parallelismns  der  CK.  zwischen  den  drei 

.1  i"  . 


g,  n und  «;  setzt  man  nämlich  die  diesen  dre« 


07  --  - 

chen  entsprechenden  Parameter  in  die  allgemein® 


des  §.  68,  so  folgt  fiir  a 
chung 

m 


otPä  die  BedingungSfc 


m — 2 


oder  m 


2 h 


n 


....  . „1’  ,1^ 
ihre  vollständige  Bestimmung  ist  jedoch  glei®®^];, 
von  einer  Messung  abhängig ; misst  man  z.  B.  <1*® 


a : P,  so  findet  man  151°  33',  und  subtrahirt  ’’’ 


iiil' 


hierauf  das  Supplement  dieses  Winkels  von  def^^ 
ben  Polkante  der  Pyramide  2Pc>o,  so  erhält  man  2l 
als  den  Winkel  in  §.  238,  fiir  welchen,  wen®" 
statt  « seinen  obigen  Werth  einführt 

langiX  — — 

wird;  daraus  folgt: 

— 1 = cot\X  = 3 

und  daher 

a = 4P2  .y|fS' 

Dasselbe  Resultat  erhält  man  auch  durch  g(, 
sung  der  Mittelkante  von  a,  welche  155°  56'  h®  J 
Die  Combiiiation  ist  also  vollständig  entwich®  ’ 
/|P3  r4P2 


ihr  Zeichen:  P.2P!X>. 


r 2 1 2 
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§.  278. 

Fortsetznng. 

. Levy  hat  an  einer  Varietät  des  Schlackenwalder 
^'.''eclkalkes  die  Combination  Tig.  355  beobachtet;  da 
®s  also  mit  derselben  Species  zu  tbun  haben  wie 
"!*  ''öligen  §. , so  müssen  wir  zuvörderst  nachsehen, 
die  daselbst  angenommene  Grundgestalt  auch  hier 
■a  ^öden  ist.  Eine  Messung  der  Mittelkante  p : p 
^izeiigt  uns  sogleich  von  der  Identität  dieser  Py- 
mit  der  Pyramide  p in  Fig.  354;  folglich  gilt 
öns  als  die  Grnndgestalt  unsrer  Combination.  Aus 
^ynuiietrisclien  Lage  der  Flächen  c zu  je  zwei 
b folgt,  dass  c,  und  aus  den  horizontalen 
,|  ■ Zwischen  c und  n,  dass  auch  n eine  Pyramide 
‘'iebenreihe  sey;  wogegen  die  einseitige  Ausbil- 
der  Flächen  a sogleich  lehrt,  dass  sie  einer  te- 
'^'önalen  Pyramide  der  dritten  Art  angehören  müs- 
Da  nun  die  CK.  von  n und  P den  Höhenlinien 
^'lächen  von  P parallel  sind,  so  folgt  wieder 
n = 2Pco  (§.  255.) 

s erscheint  aber  n ganz  auf  dieselbe  Art  zwi- 


p und  a wie  in  Fig.  354;  auch  ist  die  Lage 


"P  und  ff  wie  Hl  116-  7 7 

zwischen  a und  p ganz  übereinstimmend  mit 
gleichnamigen  CK.  in  der  erwähnten  Figur ; dies« 


ööthigenfalls  eine  Messung  überzeugt  uns,  dass 
ff  = 4P2 

ÜJ.  Bestimmung  der  Pyramide  b erfordert  eine 
misst  man  z.  B.  die  Neigung  einer  oberen 
O^ör  unteren  Fläche,  so  findet  man  73“  8 ; da 
'll®  Tangente  der  Hälfte  dieses  Winkels  genau 
gross,  als  die  Tangente  der  halben  Mittel- 


'öu  P,  so  wird 
b 


leli„^^S®gen  ist  nun  die  Pyramide  c aus  dem  Paral- 
der  CK.  der  Flächen  c,  b und  n,  oder  dar- 
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aus  zu  bestimmen,  dass  b die  CK.  zwischen  ei” 
linken  c und  rechten  b ahstumpft;  setzt  man 
in  die  allgemeine  CG.  des  §.  68  die  je  dreien  diß’’ 
Flächen  entsprechenden  Parameter,  so  erhält 

C = tPOO 

in  vollkommener  üebereinstimmung  mit  den  von  h'® 
angegebenen  Messungen. 

Die  Combination  ist  daher  vollständig  entwic*^® 


und  ihr  Zeichen;  iP.P.2Poo.4Poo. 


r 4P2 
l 2 ‘ 


Dritter  Abschnitt. 

Vom  Hexagonal  Systeme. 


Erstes  Capitel. 

Von  den  Axen  und  einzelen  Gestalten  ® 
Hexagonalsystemes, 

§.  279. 

Grundcharakter,  Zwischenaxen,  Hauptschnitte. 

Das  Hexagonalsystem*)  ist  nach  §.43  derl‘’||^( 
griff  aller  möglichen  Gestalten,  deren  geometris®,^[^ 
Grundcharakter  durch  vier  Axen  ausgesprochen 
von  welchen  sich  drei  gleiche  in  einer  Ebene 
60°  schneiden,  während  die  vierte  auf  ihnen 
winklig  ist.  Der  von  Breithaupt  vorgeschlagenc  ^|, 
bezieht  sich  auch  hier  auf  die  Mittelquerschnitt®^^|, 
1er  zu  dem  Systeme  gehörigen  Gestalten,  indeJ>*j^|,ß 
bige  entweder  reguläre  Hexagone,  oder  doch  s® 


*)  Rhomboedrisclies  System  nach  Mobs,  sechsgliedriges 
Weiss,  monotrimetrisches  S.  nach  Hausmann. 


s. 
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sind  in  oder  um  welche  dergleichen  beschrie- 

llBf,  ’ 

"erden  können. 

Ausser  der  Hanptaxe  und  den  drei  Nehen- 
sind  in  diesem  Systeme  noch  drei  Zwischen- 
zu  berücksichtigen,  welche  in  der  Ebene  der 
, mitten  zwischen  je  zwei  Nebenaxen  hinlanfen, 

J'!'*  'laher  unter  30“  gegen  selbige  geneigt  sind.  Die 
Jf'en  durch  die  Hauptaxe  und  je  eine  der  Neben- 
(oder  die  Coordinatebeneu  des  Systemes)  nen- 
y "’ir  auch  hier,  wie  im  tetragonalen  Systeme,  die 
■^‘"alen,  die  Ebenen  durch  die  Hauptaxe  und  je 
der  Zwischenaxen  die  diagonalen  Haupt- 

''■'"itte. 

6 Als  geometrische  Gi’undgestalt  kann  in  diesem 
jede  Gestalt  gelten,  deren  Parameter  das 
Vesliältniss  1:1:«  haben.  Wiewohl  es 
!(!''*  "iiendlich  viele  dergleichen  Verhältnisse  geben 
jJ“'')  so  sind  doch  für  jedes  derselben  mir  12  Flä- 
iN  möglich,  welche  sich  gegenseitig  zn  gleichschenk- 
Dreiecken  begränzen,  und  zusammen  eine  Py- 
von  hexagonaler  Basis  darstellen. 

§.  280. 

Subsidiarisches  dreizähliges  Axensystom. 

^er  so  eigenthümliche  Charakter  dieses  Syste- 
kraft  dessen  seine  sämmtlichen  Gestalten  um 
m!*®’  die  Symmetrie  beherrschende  Hauptaxe  sechs- 

oder  auch  drei  - und  dreigliedrig  aiisphil- 
h,  "d,  macht  die  Annahme  eines  vierzähligen  Axen- 
durchaus  nothwendig,  sobald  cs  sich  um  die 
si '"■^emiisse  Auffassung  und  richtige  Darstellung  der 
Gestalten  sowohl,  als  auch  des  zwisenen  ih- 
(1,1  •'«stehenden  geometrischen  Zusammenhanges  han- 
) Die  Lehre  von  den  einfachen  Gestalten,  von 

^„^^•^^eitung  und  Bezeichnung  muss  daher  jedenfalls 
dergleichen  Axensystem  gegründet  werden, 
k 23 
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weil  für  sie  kein  Grund  vorlianden  ist,  die  so 
scheinlich  hervortretenden  Symmetrieverhiiltnisse 


vernachlilssigen , und  gleicliSHiii  der  ]\atnr  zum 
irgend  ein  anderes,  in  der  Erscheinungsweise  der 
staken  nicht  indicirtes  Axensy stein  einznfiilireu- 
der  Lehre  von  der  Berechnung  der  Gestalten  vei 
es  sich  dagegen  anders.  Zwar  werden  ihre 
so  dargestcllt  werden  müssen,  dass  sie  mit  der  ' 


9- 

|ii 

iiiil' 


leitung  und  Bezeichnung  im  Einklänge  sind,  und  i*"' 


lieh  ein  vierzähliges  Axensystem  voraussetzen ; 


all*'*' 


die  Rechnnngsoperationen  selbst  können,  beidciu^'* 
brauche  der  analytisch -geometrischen  Metiiode, 
jener  Voraussetzung  nicht  bestehen,  weil  die  v ^ 
Axe  ein  für  den  Calcül  ganz  unbrauchbares  Eld’'*^', 


pi'‘ 


ist,  vor  dessen  Elimination  an  die  Anwendung  j 
Methoile  nicht  wohl  gedaclit' worden  kann  Die 
cüle  selbst  müssen  daher  auch  im  Gebiete  dieses 


er 


Steines  auf  ein  subsidiarisch  gewähltes  dreizäl)!'^., 
Axensystem  gegründet  werden , wenn  sich  gleich 
Grössen,  mit  denen  man  rechnet,  und  die  erhak^'' ,, 


Resultate,  als  Functionen  dieser  Grössen , auf  daS 
spriinglich  gegebene  vierzählige  Axensystem  bezk* 


§.  281. 

Repräsentative  nnd  ealculative  Gleichungen  der  Flächei'- 

Da  sich,  wie  bereits  erweähnt  worden,  die 
stallographische  Bezeichnung  auf  ein  vierzäl'l'^ 
Axensystem  beziehen  wird,  die  Gleichungen  der  ^ j, 
schiedenen  Flächen  einer  jeden  Gestalt  aber  unii'h.*',! 
bar  aus  ihrem  krystallographischen  Zeichen  abk’^j, 
lassen  müssen,  so  werden  wir  auch  zunächst  auf 
che  Gleichungen  gelangen,  welche  zum  Theil  vo» 
vierten  Axe  abhängig  sind.  Wir  wollen  diese, 
mittelbar  aus  dem  krystallographischen  Zciche” 
genden,  Gleichungen,  weil  sie  die  Lage  der 
in  Bezug  auf  das  anschaulich  gegebene  Axensy® 
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*'^^stellen,  die  repräsentativen  Gleichungen  nen- 
Ihre  Auffindung  geschieht  sehr  leicht  in  folgen- 
>ler  Art. 

Man  bezeichne  die  Hanptaxe  als  Axe  der  x,  die 
Nebenaxen  als  Axen  der  y,  z und  u,  und  all- 
S^'aein  die  in  diese  Axen  fallenden  Parameter  irgend 
^®?ehener  Flächen  mit  m,  n,  r und  s.  Für  jeden  Sex- 
der  Basis  heisse  jeder  unmittelbar  anliegende 
Nebensextant,  jeder  nächtsfolgende  einNach- 
’^J'sextant,  und  der  gegenüberliegende  der  Ge- 
^®lsextant.  Was  es  hiernach  bedeute,  wenn  man 
zwei  Flächen  sagt,  sie  liegen  in  Neben-,  Nach- 
' oder  Gegensextanten,  ist  von  selbst  einleuch- 
Geht  man  nun  von  irgend  einem  Sextanten 
und  bezeichnet  die  ihm  zukommenden  halben 
^®*^enaxen  als  die  Halbaxen  der  + y uni  + z,  so 
in  seine  Nehensextanten: 
die  Halbaxen  der  -j-  z und  -J-  u 

i + 2/  - — M 

®eine  Nachbarsextanten: 
die  Halbaxen  der  -F  u und  — y 
...  - — « - — Z 

endlich  in  seine  Gegensextanten: 
die  Halbaxen  der  — y und  — z. 

W nun  eine  Fläche  F gegeben,  so  kann  man 
ihren  Sextanten  willkürlich  als  den  ersten  be- 
/'*®lilen;  sie  schneidet  daher  die  Axen  der  y und  z 
*^ien  positiven  Hälften,  und  ihre  Gleichung  wird: 


— m n r 


(1) 


F,  ^ind  aber  zwei  Flächen  und  F'  gegeben,  so 
“lUen  rücksichtlich  ihrer  Lage  folgende  drei  Fälle 
finden: 

^^eide  Flächen  liegen  in  einem  und  demselben 
Sextanten  oder  auch  in  Gegensextanten;  setzt 
*nan  dann  die  Gleichung  der  einen  Fläche  F wie 


23* 
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^ vorher,  so  werden  die  Gleichungen  der  zweh®” 
Fläche  F' : 

+ ^ + ü,  + 4 ==  1 (2) 

— m.  n r ^ ^ ^ 

oder  + -^  — ^ = 1 (3) 

2)  Die  Flächen  liegen  in  Nehensextanten;  dan" 
werden,  für  dieselbe  Gleichun»  von  F.  die  r®' 

. 0 3 

präsentativen  Gleichungen  der  zweiten  Fläche  f ‘ 

±-^  + 4-  + 4 = l (4) 

— m s r ' ' 

± »T'  + 7?  ~ y = ^ 

3)  Die  Flächen  liegen  in  Nachbarsextanten;  da»'' 
werden,  unter  Voraussetzung  der  obigen  Gl^*' 
chung  von  F,  die  repräsentativen  Gleichung®'’ 
von  F' 

+ (6) 

o''er  = 1 (7) 

§.  282. 

Fortsetzung. 

Für  den  krystallographischen  Calcül  kommt  ®* 
nun  darauf  an,  die  letzten  vier  repräsentativen  Gl®’^ 
chungen  calculativ  zu  machen,  d.  h.  die  Coordin^^” 
M wegzuschafFen,  und  somit  das  durch  die  Erscü®’' 
nungsweise  der  Gestalten  nothwendig  gebotene, 
für  die  krystallographische  Betrachtung  und 
tung  unumgängliche  vierzählige  Axensystem 
ein  dreizähliges  zu  reduciren,  in  welchem  sich ‘Ij® 
Axen  der  y und  r unter  60°  schneiden , während 
Axe  der  x auf  ihnen  rechtwinklig  ist.  ^\'ir  habe" 

also  jede  Gleichung,  in  welcher  das  Glied 
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in  eine  andere  zu  verwandeln,  in  welcher  statt 


Gliedes  entweder  oder  4 erscheint.  Diese 

Pi 

V erwandlung  ist  sehr  leicht,  und  giebt  in  jedem  Falle 
f den  Werth 

"'eshalb  sich  denn  die  vier  letzteren  Gleichungen  des 


'erigen  §.  in  folgende  verwandeln: 

Gl.  (4). ...in  ± -^  + -77-  + 
Gl.  (5)....in  ±^+  ^ + 


Gl.  (6) , 


.in  4 — > • 

— m 


z 

7 

{s'—n')z 

s’n' 

(/ — n')z 


Gl.  (7)....in±-,- 


X (s' — r')y 


s r 


z 

7 


Wir  wollen  künftig  die  so  transformirleii  Glei- 
'^'"’ngen  der  Flächen  ihre  calculativen  Gleichun- 
nennen. 


§.  283. 

Einfache  Gestalten  des  Systemes. 

Die  einfachen  Gestalten  des  Hexagonalsystemes 
^^‘lehnen  ihren  allgemeinen  Namen  von  der  Figur  ih- 
Flächen,  oder  von  gewissen  Verhältnissen  ihrer 
^enfigiiration  überhaupt,  ihren  Zunamen  von  der  Fi\ 
!’’*'■  ihrer  Mittelquerschnitte  oder  der  Beschaffenheit 
Polecke.  Im  Allgemeinen  giebt  es  folgende. 
Form  nach  wesentlich  verschiedene  Arten  von 

®‘'*lnlten : 

1)  Trigonale  Pyramiden, 

2)  Hexagonale  Pyramiden, 

Dihexagonale  Pyramiden, 
llhombocder. 

Hexagonale  fekalenoedei, 

b)  Trigonale  Trapezoedei, 

Hexagonale  Trapezoeder. 
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Jede  dieser  Arten  enthält  einen  ziihllosen 
griff  von  Varietäten,  welche  entweder  nur  durch  ih®® 
Dimensionen,  oder  auch  durch  ihre  FlächenstclhiBÄ 
verschieden  sind.  Ausser  diesen  geschlossenen 
stalten  erscheinen  noch  viererlei,  nämlich  trigenii 
und  hexagonale,  ditrigonale  und  diliexagonale 
men,  so  wie  das  basische  Flächenpaar,  welche  jede® 
nur  als  die  Gränzgestalten  gewisser  Pyramiden  zU  l*®" 
trachten  sind,  und  sowohl  deshalb,  als  auch  weg®" 
ihrer  indefiniten  Ausdehnung  nicht  wohl  als  sel^ 
ständige  Gestalten  aufgeführt  werden  können. 


§.  284. 

Trigonale  Pyramiden. 

Die  trigonalen  Pyramiden,  Fig.  356,  sind  von 
gleichschenkligen  Dreiecken  umschlossene  Gestalt®"’ 
deren  .Vlittelkanten  in  einer  Ebene  liegen;  sie  1*" 
ben  9 Kanten  und  5 Ecke. 

Die  Kanten  sind  zweierlei:  6 symmetrische  P®^ 
kanten,  und  3 regelmässige  Mittelkanten. 

Die  Ecke  sind  gleichfalls  zweierlei:  2 trigon®^* 
Polecke,  und  3 rhombische  Mittelecke. 

Die  Querschnitte  sind  gleichseitige  Dreiecke. 

In  den  bis  jetzt  beobachteten  Varietäten  die®"*^ 
Gestalten  verbinden  die  JVebenaxen  die;  EckpuO®*" 
der  Basis  mit  den  Mittclpuncten  der  gegenüberlieg®" 
den  Miltelkanten. 


§.  285. 

Hexagonale  Pyramiden. 

Sjn.  Secli.^glieitrlge  Do|)pcI|iyrainiilcn , nihetaeder,  aio'l*  9jcii. 
zoiile;  VVeisa.  oieiehschenklign  sechsseitige 
auch  Dirhomboöder ; Mohs.  ArbtPckigo 
Bcrnhardi.  Bipyraoiltlalilodckacder;  HaiiHmann.  ^ 

Die  hexagonalen  Pyramiden,  Fig.  357  und 
sind  von  12  gleichschenkligen  Dreiecken  umscu 


^ysteinlehre.  Hexagonalsystem.  Cap.  1.  3j9 

Gestalten,  deren  Mittelkanten  in  einer  Ebene 

lieir,  ^ 


•Seii;  sie  haben  18  Kanten  und  8 Ecke. 

Die  Kanten  sind  zweierlei:  12  symmetrische  1 ol- 
und  6 regelmässige  Mittelkanten. 

Die  Ecke  sind  gleichfalls  zweierlei . 2 hexa^o 
Polecke,  und  6 rhombische  Mittclecke. 

Die  Querschnitte  sind  reguläre  Hexagone. 

Von  diesen  Pyramiden  sind,  wie  im  Tetragonal- 
*»^te>ue,  folgende  drei,  durch  ihre  Flächcnstellung 
die  Grösse  ihrer  Basen  wesentlich  verschiedene 
''^^farten  zu  unterscheiden : 

D Hexagonale  Pyramiden  von  normaler 
Plächenstellung,  oder  h.  P.  der  ersten 
Art;  ihre  Flächen  sind  rechtwinklig  nuf  den 
diagonalen  Uauptschnitten,  oder  gleich  geneig^t 
gegen  je  zwei  normale  llauptscbnitte  des  Axen- 

systemes. 

H.  P.  von  diagonaler  Flächenstellung, 
oder  h.  P.  der  zweiten  Art;  ihre  Flachen 

sind  rechtwinklig  auf  den  normalen  HauiUschnit- 

ten,  oder  gleich  geneigt  gegen  je  zwei  diago- 
nale Hauptschnitte. 

3)  H.  P.  von  abnormer  Flächenstellung, 
oder  h P.  der  dritten  Art;  ihre  Flächen  sind 
Weder  auf  den  diagonalen,  noch  auf  den  norma- 
len Hauptschnitten  rechtwinklig,  und  haben  also 
eine  mittlere  Stellung  zwischen  den  Flächen  der 
beiden  ersten  Arten. 

ln  der  ersten  Art  bildet  die  Basis  ein  Hexagon 

....  «•  T .1  ^ (.1 rs  11  n_ 


— ^ uei  «latvii  z**-  -- 

?••••«,  Fig  367,  dessen  Seiten  die  INebenaxen  iin- 
60»  schneiden;  die  Basis  der  zweiten  Art  ist  das 
®8elmässig  umschriebene  Hexagon  b....l  für  jenes, 
^6rend  die  Basen  der  dritten  Art  « • • • • « ‘"^lege  - 
umschriebene  Hexagone  darstellen. 
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§.  286. 


Dihexaffoiiale  Pyramiden. 

®sn.  Sechs -unil-SerhskanIncr,  auch  Diiloilekafidcr  oder 

häutige  Uoppclpyramide;  VVeiss.  liugleichschcnklige  “ ..ji 
seitige  Pyramide;  Mohs.  Doppelt  HHölfseitige  Pyr»®' 
Uausmaim. 

Die  dihexagonalen  Pyramiden,  Fig.  359  und  3®*’’ 
sind  von  24  ungleichseitigen  Dreiecken  umschloß*®,”' 
Gestalten,  deren  Mittelkanten  in  einer  Ebene  1*®' 
gen;  sie  haben  36  Kanten  und  14  Ecke. 

Die  Flächen  grnppiren  sich  in  12  Flächenpa^'^j 

Die  Kanten  sind  insgesammt  symmetrisch  "" 
dreierlei:  12  kürzere,  stumpfere,  12  längere  sch*'’^' 
fere  Polkanten,  und  12  Mitfelkanten. 


Die  Ecke  sind  gleichfalls  dreierlei : 2 dihe^‘'?^ 
nale  Polecke,  6 rhombische  spitzere,  und  6 derg*®’' 
fchen  stumpfere  Mittelecke. 

Die  xXebenaxen  verbinden  die  6 abwechseln'^®"’ 
die  Zwischenaxen  die  übrigen  6 Mittelecke. 

Die  Qnersclinitte  sind  dihexagonal;  die  beider^*' 
Hauptschnitte  Rhomben. 


Diejenigen  Polkanten  und  Miftelecke,  welche  1" 
den  normalen  Haupfsclmitten  liegen , nennen  wir 
normalen,  die  andern  die  diagonalen  Polk^"! 
ten  und  Mittelecke;  in  einigen  Pyramiden 
jene,  in  andern  diese  die  stumpferen. 


Sijn.  Rhombolde  der  Franzosen,  nautciiflach ; vonUaumer. 
ockigo  Hexaeder  z.  Th.  Bernhard!, 

Die  Rhomboeder,  Fig.  362  und  363,  sihd  vo" 
Rhomben  umscblossene  Gestalten,  deren  Mittelka«‘^” 
nicht  in  einer  Ebene  liegen,  sondern  im  Zich«^, 
abwechselnd  auf-  und  absteigen;  sie  haben  12 
ten  und  8 Ecke.  I 

Die  Kanten  sind  symmetrisch,  und,  wie""' 
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doch  nach  Lage  and  Winkelmaass  zweier- 
nämlich  6 Polkartten,  und  6 mit  ihnen  parallele 
'^'^'^Ikanten. 

j)  t^ie  Ecke  sind  gleichfalls  zweierlei:  2 trigonale 
“lecke,  und  6 unregelmässig  dreiflächige  ^littelecke. 
ßie  Querschnitte  sind  theils  gleichseitige  Drei- 
theils  gleichwinklige  Sechsecke;  der  Mittel- 
^"“•'Schnitt  ein  regelmässiges  Hexagon. 

■^Uch  von  den  Khoiuboedcrn  sind  rücksichtlich 


ih- 


Flächenstellung  drei,  wesentlich  verschiedene 


^ia. 


Zu  merken,  indem  sie  theils  normale,  theils 


j, ‘§cnale,  theils  abnorme  Flächenstellung  besitzen; 

«le  ’ - - 


j crsteren  sind  bei  Weitem  die  häufigsten,  die  an- 
beiden  Arten  höchst  selten. 


^lan  theilt  die  Rhomboeder  in  stumpfe  und 


il'ltze  Rhomboeder;  in  jenen  ist  der  Polkantenwin- 


^ 90°,  in  diesen  < 90°;  wird  dieser  Winkel 
jT  ®0°,  so  werden  die  ilächen  Quadrate,  und  das 
!^^““'»'boedor  ein  Hexaeder,  welches  gleichsam  als 


^>tie 


neutrale  Gestalt  zwischen  den  stumpfen  und 
,|.  ^*cn  Rhomboedern  mitten  inne  steht,  aber  von 
“^Cm  Systeme  ausgeschlossen  ist. 


§.  288. 

Hexagonale  Skalenoeder. 

Syn.  Drei -und- Dreikau tiicr;  Weiss.  Uiiglcichscheiikligc  sechs- 
seitige Pyramiden ; Molia.  Bipyramoide ; Hausmann.  Kalk- 
pyramidcu  *,  v,  llauiucr. 

öie  hexagonalen  Skalenoedoi*,  Fig.  364  und  365, 
Von  12  ungleichseitigen  Dreiecken  umschlossene 
j ®®*tnlten,  deren  jMittelkanten  nic^ht  in  einer  Ebene 
sondern  im  Zickzack  abwechselnd  auf-  und 
ssie  haben  18  Kanten  und  8 Ecke, 
g Die  Flächen  gruppKen  sich  sehr  auffallend  in 

'*‘clienpaare. 

Kanten  sind  dreierlei;  6 symmetrische,  län- 
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gere,  stumpfere,  6 dergleichen,  kürzere,  schärf®*^ 
Polkantcn,  und  6 unregelmässige  Mittelkanten. 

Die  Ecke  sind  zweierlei:  2 ditrigonale  Pok**" 
und  6 unregelmässig  vierfläcllige  Mittelecke. 

Die  Nebenaxen  verbinden  die  Miltelpuncte^J^ 
zweier  gegenüberliegender  Mittelkanten ; die  Pok 
Zwischenaxen  sind  durch  nichts  bezeichnet. 

Die  Querschnitte  sind  theils  ditrigonal,  theil® 
regelmässig  zwölfseitig;  der  Mittelquerschnitt  is*^ 
Dihexagon;  die  normalen  Ilaiiptschnitte  sind 
ben,  die  diagonalen  Hauptschnitte  ßhomboide. 

§.  289. 

Trigonale  Trapezoeder. 

Syn.  Ditrigonale  Trapczaeder*»  Breithaupt. 

Die  trigonalen  TrapezoSder,  Fig.  366,  sind 
6 gleichschenkligen  Trapezoiden  umschlossene  ^ 
stalten,  deren  Mittelkanten  nicht  in  einer  ^ 
liegen,  sondern  im  Zickzack  abwechselnd  auf'  ’*** 
absteigen;  sie  haben  12  Kanten  und  8 Ecke. 

Die  Kanten  sind  unregelmässig  und  dreier^ 
6 Polkanten,  3 längere,  stumpfere,  und  3 
schärfere  Mittelkanten. 

Die  Ecke  sind  zweierlei;  2 trigonale  Pok® 
und  6 unregelmässig  dreiflächige  Mittelecke. 

Die  Nebenaxen  verbinden  die  Mittelpunct®  . 
zweier  gegenüberliegender  Mittelkanten ; die  Pok 
Zwischenaxen  sind  durch  nichts  bezeichnet. 


iii’' 

pi' 


Die  Querschnitte  sind  theils  trigonal,  theil'* 
regelmässig  sechsseitig;  der  Mittelquerschnitt 
trigon;  die  normalen  Hauptschnitte  symmetrische 
pezoide.  jjg. 

Von  jeder  dieser  Gestalten  giebt  es  zwei, 
zug  auf  ihre  einzelen  Begränzungselemente  voU 
men  gleiche  und  ähnliche,  allein  riicksichtlieh 
Verknüpfung  und  Lage  derselben  wie  ein  rechtes 
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Di„g  desselben  Paares  verschiedene  Ebenbil- 
(vergl.  §.  201). 

§.  290. 

Hexagonale  Trapezoeder. 


Syn.  Diliexagoiiale  Trapczacdcr  j BreiÜiaupt. 

Öie  hexagonalen  Trapezoeder,  Fig.  368,  sind  von 

^ fyl^*  I . ..1.  1 11  vkto  r»  Iv  I rkCC'fkiv  n l-^A— 


nexagonaien  iv,.. 

s,  gleichschenkligen  Trapezoiden  umschlossene  Ge- 
deren  Mittelkanten  nicht  in  einer  pene  lie- 


/ *ondern  im  Zickzack  abwechselnd  auf-  und  ah- 
‘S®0;  sie  haben  24  Kanten  und  14  Ecke. 


li , ^ie  Kanten  sind  unregelmässig  und  dreierlei : 12 


'^nten,  6 längere,  stumpfere,  und  6 kürzere, 
''lere  Mittelkanten. 


^ie  Ecke  sind  zweierlei:  2 hexagonale  Polecke, 


''»C  JliCKe  »AUV*.  -W  - 

’ unregelmässig  dreiflächige  Mittelecke. 

, Öie  Mebenaxen  verbinden  je  zwei  gegeniiberlie- 


Hj, der  6 abwechselnden  Mittelkanten,  die  Zwi- 
^®''*txen  die  übrigen  6 Mittelkanten. 


•ixen  die  uorigen  u 

*lie  Querschnitte  sind,  theils  hexagonal,  theils 

•ft-»  1 _1 Ixj. 


Ijw  -O'-  / 

il.!®Selmässiff  zwölfseitig;  der  Mittclquerschnitt  ein 


‘'*’‘agon;  die  beiderlei  Hauptschnitte  Rhomben. 


“'Xi 


'^'»gon;  die  Dciaeriex  

Wir  nennen  die  an  den  Endpuncten  der  Neben- 


nennen  uic  «xn  

, geleo.enen  Mittelkanten  die  normalen,  die  an- 

% • . . ._  m_  ^ 


ö'^iegeneu  — • 

‘ «lie  diagonalen  Mittelkanten;  in  einigen  Tra- 
*'*«dern  sind  jene,  in  andern  diese  die  schärferen. 
^*^lirigens  giebt  es  auch  von  jedem  dieser  Tra- 
J/'^der  zwei,  wie  ein  rechtes  und  linkes  Ding  des- 
Paares  unterschiedene  Exemplare. 


§.  291. 

Holoedrische  und  heiuiedrische  Gestalten. 
Vergleichung  der  Symmetrieverhältnisse  die- 
j^'ätalten  mit  den  Symmetiieverhältiiissen  des  hexa- 
C'«'»  Axensystemes  selbst  lehrt  uns,  welche  der- 
®**  als  holoedrische,  und  welche  als  hemiüdrische 
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sin' 


oder  tetartoedrische  Gestalten  zu  betrachten 
Nächst  der  für  alle  Krystallsysteme  gemeinsdi  j 


gültigen  Bedingung,  dass  jede  holoedrische 


Ges‘- 


eine  parallelflächige  seyn  muss  (§.  47),  ergeben 
aus  der  ursprünglichen  Gleiclnverthigkeit  der 
benaxen  nach  Grösse  und  Lage  folgende  zwei 
rien  der  Holoedrie: 

Es  müssen  alle  holoedrischen  Gestalten 

1)  um  den  Pol  jeder  Nebenaxe  eine  voilke’*' 
gieichmässige  Vertheilung  und  Verknüpf'“'»  |,,, 
rer  Begränzungselemcnte  nach  rechts  und  b" 
nach  oben  und  nuten  zeigen;  daher  auch  j 

2)  in  der  ersten  und  verwendeten  Normalst®* 
(§.  42)  absolut  dasselbe  Bild  gewähren. 

Aus  dem  Mangel  des  FlächenparallelismuS 

sogleich,  dass  die  trigonalen  Pyramiden,  die  tt'» 
len  und  hexagonalen  Trapezoeder  geneigtfläch't?  g; 
miedrische,  zum  Theil  wohl  auch  tetartoi~lrisch® 
stalten  sind. 

Prüfen  tvir  die  übrigen  Gestalten  nach  d®'’jj,ji 
eben  aufgestellten  Kriterien,  so  ergiebt  sich  a“*  gt 
ersten  Kriterio,  dass*die  hexagonalen  Pyramide“ 
abnormer  Flächenstellung,  und  aus  beiden 
dass  die  Skalenoeder  und  Rhomboeder  gleichfal*”  ^ 
miedrische  (diese  letzteren  zum  Theil  wohl 
lartoedrische)  und  zwar  paralleIfläcIiig-hcmiödJ’'j(,D 
Gestalten  sind.  Folglich  bleiben  nur  die  hex3g“'’‘||if 


Pyramiden  der  ersten  und  zweiten  Art,  so 
dihexagonalen  Pyramiden  als  holoedrische 


übrig,  und  wir  erhalten  folgende  vorläufige 


sicht  der  hexagonalen  Gestalten  nach  den 
nissen  der  Holoedrie  und  Heinicdrie. 

A.  Holoedrische  Gesialien. 

1)  Hexagonale  Pyramiden  der  ersten  Art. 

2)  Hexagonale  Pyramiden  der  zweiten  Ar* 

3)  Dihexagonale  Pyramiden. 


iH' 
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■ ^emi^drische  (mul  tetartoedrische)  GesluUen. 
^ ^eneigtflächige : 

Trigonale  Pyramiden. 

Trigonale  Trapezoeder. 

, Hexagonale  Trapezoeder. 

^ ar alle Iflä eilige  : 

Hhomboeder. 

Skalenoeder. 

Hexagonale  Pyramiden  der  dritten  Art. 
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Zweites  C a p i t e l. 
der  Ableitung  der  Gestalten  des  Hexa- 
gonalsystemes. 

A.  Ableitung  der  holoedrischen  Gestalten. 

§.  292. 

Grundgestalt. 

W der  holoedrischen  Abtheilung  dieses  Systemes 
V eine  der  hexagonalen  Pyranüden  von 

Flächenstellung  als  Grundgestalt  gelten,  weil 
sie  das  Verhältniss  der  Parameter  insofern 
geometrischen  Grundcharakter  des  Systemes  ent- 
inwiefern  die  beiden  in  die  Xebenaxen  fal- 
Sd  ^‘»rameter  jeder  Fläche  gleich  grpss  sind,  wäh- 
der  dritte,  in  die  llauptaxe  fallende  Parameter 
oder  kleiner  ist.  Die  wesentliche  Bedingung 
^®doch  mehr  in  der  Gleichheit  jener  beiden,  als 

^“gleichbeit  dieses  letzteren  Parameters  ; denn 
‘H  w kann  eine  hexagonale  Pyramide  exisUren, 
die  llauptaxe  den  Xebenaxen  gleich  ist, 
'»tfi  d^ss  der  Charakter  des  Systemes  auch  nur  im 
modificirt  würde  (§.  279).  Wenn  sich  in- 
*thiej‘®  ^'■Nationalität  der  Grunddimensionen  der  ver- 
'‘®aen  Krystallreihen  jedes  einaxigen  Krystallsy- 


I 


l 
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Sternes  bestätigen  sollte  (§.204),  so  ist  es  nicht 
scheinlich,  dass  jene  Pyramide  wirklich  vorko 
sollte , wie  sehr  sich  ihr  nnch  manche 
hern  mögen  *).  Für  unsere  gegenwärtigen 
tungen  ist  übrigens  die  lleanlwortung  dieser  *^|ii 
lieber  Fragen  ganz  gleichgültig,  indem  wir  all§f®" 
irgend  eine  beliebige  hexagonale  Pyramide  von 
maler  Flächenstellnng  der  Ableitung  zu  Griin*^® 
gen,  sie  selbst  mit  P bezeichnen  und  das  Verhak  j 
ihrer  halben  Hauptaxe  zur  halben  Nebenaxe 
setzen. 

§.  293. 

Ableitung  aller  hexagonalen  Pyramiden  der  ersten  Art' 
Aus  der  Grundgestalt  P lässt  sich  eine  '’j.jj- 
heSagonaler  Pyramiden  von  gleicher  Basis  und 
chenstellung  ableiten. 


rf' 

Bei  unveränderten  Nebenaxen  multiplicir® 
die  Hauptaxe  von  P mit  einem  rationalen  Coefß'^'j« 
ten  m,  der  theils  < theils  > 1,  und  lege  in 
Mittelkante  von  P zwei  Ebenen,  von  welchen  di® 
den  oberen,  die  andere  den  unteren  Pol  der  s®  ,j(J 
grösserten  oder  verkleinerten  Hauptaxe  trifft,  s®  pr 
jedenfalls  eine  hexagonale  Pyramide  von  gleich®*^ 
sis  und  Flächenstellung  construirt,  welche  ent''  ( 
flacher  oder  spitzer  als  P,  je  nachdem 
ist.  Ihr  Zeichen  wird  daher  allgemein  = 7«!’»  ii 
da  m alle  möglichen  rationalen  Werthe  zwis®*)y. 


und  oo,  ja  diese  Gränzwerthe  selbst  annehiiien 
so  erhalten  wir  durch  diese  Ableitung  den  voli’^ 
digen  Inbegriff  aller  hexagonalen  Pyramiden 
sten  Art,  welcher  sich  unter  dem  Schema  foi^® 
Reihe  darstellen  lässt: 

»i  < 1 «7  > 1 

oP »/P P 77jP CeP 


*)  Wie  z.  B.  die  Pyramide  2P  des  Berylls. 
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. öiese  Reihe,  deren  Glieder  nur  durch  die  Iden- 
ihrer  Basis  und  Flächenstellung,  nicht  aber  durch 
*^8cnd  ejf,  pfogressionales  Verhältniss  ihrer  Axen  ver- 
Sind,  nennen  wir  die  Ilauptrexhe  des  Syste- 
ihr  mittelstes  Glied  ist  die  Grundgestalt  P;  die 
rechter  Hand  sind  insgesammt  spitzere,  die 
|;*'">der  linker  Hand  flachere  Pyramiden  als  P.  Die 
ist  einerseits  die  Pyramide  ocP,  mit  unend- 
h'*'  grosser  Axe,  d.  h.  ein  indefinites  hexagonales 
von  normaler  Flächenstcll  ng,  anderseits  die 
'J^tnide  oP  mit  unendlich  kleiner  Axe,  d.  h.  die 
der  Grundgestalt,  oder  jedefihr  parallele  Fläche, 
j 'de  Gränzgestalten  können  natürlich  nie  allein,  son- 
, " nur  in  Combination  entweder  mit  andern  Gestal- 
lt'* oder  auch  mit  einander  auftreten,  in  welchem 
t'^'eren  Falle  sie  ein  hexagonales  Prisma  mit  gerad 
''gosetzten  Endflächen  darstellen. 


°‘*itung  der  dihexagonalen  Pyramiden  und  der  hexagonalen  Py- 
ramiden der  zweiten  Art. 

Aus  jedem  Gliede  mP  der  Hauptreihe  lässt  sich 
Reihe  dihexagonaler  Pyramiden  und  eine  hexa- 
^""nle  Pyramide  der  zweiten  Art  ableiten. 

5 , Man  verlängere  die  Nebenaxen  von  mP  beider- 
nach  einem  Coefficienten  m,  der  rational  und 
^ ^ verbinde  darauf  die  Eckpuncte  der  Basis  mit 
t**  Rudpuncten  der  so  verlängerten  Nebenaxen  durch 
^"'■"de  Linien,  so  bilden  diese  Linien,  nach  Abzug 

jt*  über  ihre  Durchschnitte  hervorspringenden  Theile, 

t^nfalls  eine  dihexagonale  Figur.  In  jede  Seite  die- 
j * R'gur,  als  der  Basis  der  abzuleitenden  Gestalt, 
»nan  hierauf  zwei  Ebenen,  von  welchen  die  eine 
Ij*'  "l'eren,  die  andere  den  unteren  Endpunct  der 
gjNtaxe  von  mP  trifft,  so  wird  eine  von  24  un- 
*'**'8eitigen  Dreiecken  umschlossene  Gestalt , deren 
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Mittelkanten  in  einer  Ebene  lie  gen  und  einDibß’^'^ 
gon  bilden,  d.  h.  eine  dihexagonale  Pyramide 
struirt,  für  welche  allgemein  das  Zeichen  mVn 

P’ür  71  — 2 fallen  je  zwei  Seiten  der  dihex*'^ 
nalen  Basis  in  eine  gerade  Linie,  das  Dihexeg  ^ 
verwandelt  sich  in  das  um  die  Basis  von  »iP 
massig  umschriebene  Hexagon,  und  daher  die  dih^^j*^ 
gonale  Pyramide  selbst  in  eine  hexagonale  PyraJ"’*^ 
von  diagonaler  Flächenstelliing.  Für  m>2  hing^S' 
würden  je  zwei  Seiten  des  Dihexagons  nach 
divergiren,  und  folglich  einsjiringende  Winkel 
lassen  (§.  33).  l)a  nun  dergleichen  Winkel  a» 
fachen  Gestalten  nicht  Vorkommen  können,  so  ist ' 
das  uniiberschreitbare  Maxinuun  des  CoefficienteO 
und  wir  erhalten  demnach  aus  jedem  Gliede  «iP 
Hauptreihe  einen  Inbegriff  von  dihexagonalen 
miden,  welcher  sich  unter  dem  Schema  einer  B®* 
von  der  Form: 

TTiP »;P/i »8P2 

darstellen  lässt,  deren  Gränzen  einerseits  die  der 
leitung  zu  Grunde  gelegte  Pyramide  »iP  aus  der 
reihe,  anderseits  wiederum  eine  hexagonale  Pyrai'*'  , 
von  gleicher  Axe  mit  7/iP,  aber  von  diagonaler 
chenstellung  und  einer  Basis  , welche  sicli  zu  j®”,, 


von  7nP  verhält  wie  4 : 3.  Alle  Zwischenglieder, 
welche  » )>  1 und  •<  2,  sind  dihexagonale  Pyr^' 


fiit 

den  von  verschiedenen  Basen  für  verschiedene  W®’'  ,,^ 
von  71.  Di®  Copula  jeder  solchen  Reihe  endlid' 
in  der  Gleichheit  der  Hauptaxen  und  der  daraus 
genden  Identität  der  normalen  Hauptschnitte  all®® 
ihr  enthaltenen  Gestalten  gegeben.  i, 

Die  bis  jetzt  beobachteten  Werthc  von  7i  1*®  ^ 
meist  einen  sehr  einfachen  numerischen 
Uebrigens  kann  der  Fall,  dass  die  dihexagonale 
sis  gleichwinklig,  und  folglicit  die  zu  oonstruire^.^^ 
Pyramide  regebnässig  zwölfseitig  würde,  in  der  - 
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nicht  vorkomincn , indem  für  ihn  ein  irrationa« 
Werth  von  11  gefordert  wird, 

■ §.  295. 

Dihexagonale  Prismen. 

j tia  die  Ableitung  des  vorigen  §.  auf  jedes  Glied 
Kauptreihe  ohne  Unterschied  anwendbar  ist,  so 
sich  auch  aus  ocP,  oder  dem  hexagonalen  Prisma 
Reihe  von  der  Form 

ooP ooP» ocP2 

^®iten  lassen.  Die  mittleren  Glieder  dieser  Reihe 
dihexagonale  Prismen  von  verschiedenen  Quer- 
j^jl'^itten  für  verschiedene  Werthe  von  w;  die  Gränz- 
'l^dcr  einerseits  das  hexagonale  Prisma  der  Haupt- 
anderseits  wiederum  ein  hexagonales  Prisma 
'?*'  ’liagonaler  Flächenstellung  und  einem  Querschnitte, 
j sich  zu  jenem  von  oeP  verhält^  wie  4 : 3.  Das  re- 
‘"'ässig  zwölfseitige  Prisma  ist  als  einfache  Gestalt 
^ithf^lls  unmöglich,  indem  für  seine  Erscheinung 
p'selbe  irrationale  Werth  von  n gefordert  wird  wie 
'iie  Erscheinung  von  dergleichen  Pyramiden.  Die 
I ‘“'Jination  oeP  ocP2  stellt  zwar  ein  gleichwinkliges 
zufillig  wohl  auch  gleichseitiges)  zwölfseitiges 
dar;  ihre  Flächen  haben  aber  eine  von  den 
jgjjes  regelmässigen  zwölfseitigen  Prismas 
*'*Rch  abweichende  Lage. 

§.  296. 

Schema  des  Hexagonalsystemes. 

Öurch  die  bisherigen  Ableitungen  ist  der  Inhe- 
g **  sRinnitlicher  holoedrischer  Gestalten  des  H^xa- 
^J^*fystemes  vollständig  erschöpft,  indem  sich  we- 
hexagonale,  noch  eine  dihexagonale  Pyra- 
® Angehen  lässt,  welche  nicht  auf  die  eine  oder 
hf,  ‘‘‘“ice  Weise  aus  einer  zweckmässig  gewählten 
'‘“^gestalt  abgeleitet  werden  könnte.  Vereinigen 


ei'* 
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wir  also  die  Reihen  der  vorhergehenden  §§■ 
einziges  Schema,  so  erhalten  wir  folgende, 
wohlgeordnete,  als  vollständige  Uebersicht  des  >- 
Sternes: 


oP 

»J<1 

....  »»p 

P 

»t>l 
/«P 

....ccP 

oPw.... 

li...... 

....CX'P» 

ok>. .. 

mP2 

li2 

»!P2 

....CX5P2 

Für  dieses  Schema  ergehen  sich  nmnittelbar 
den  Regeln  der  Ableitung  folgende  Sätze : ^ 

1)  Jede  horizontale  Reihe  enthält  lauter  Gest3 
von  congruenten  Mittelquerschnitten. 

2)  Die  oberste  horizontale  Reihe,  als  Hauptrc’^^, 
des  Sj Sternes,  begreift  alle  hexagonalen  1*)^, 
luiden  und  das  gleichnamige  Prisma  von  n0>'' 
1er  Flächenstelliiiig  und  gleicher  Basis  mit  ^ 

3)  Die  unterste  horizontale  Reihe  begreift  alle 
gonalen  Pyramiden  und  das  gleichnamige 
T'on  diagonaler  Flächenstellung,  und  einer 

il«’ 


welche  sich  zur  Basis  von  P verhält  Avie  d 
sie  künftig  die  Nebenreihe 


Wir  nennen 
Systemes.  jD 

4)  Alle  mittleren  horizontalen  Reihen,  deren  e®  ,j, 
viele  geben  kann,  als  es  rationale  Zahlen  * , 
scheu  i und  2 giebt,  begreifen  lauter  dihet^^^^j, 
nale  Pyramiden  und  Prismen,  und  zwar  jede  ® 
zele  Reihe  nur  solche  Gestalten  von  älinlh^' 


# 

C^' 


5) 


Quer,4chnitten,  da  ein  und  derselbe  Werth  '' 
eine  und  dieselbe  dihexagonale  Basis  giebt 
nennen  sie  die  Z w i s c h e n r e i h e n des  Sysf®”|gp 
Jede  verticale  Reihe  begreift  Gestalten  von  S ,, 
eher  Axenlänge  und  congruenten  normalen  D' 
schnitten. 
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B.  Ableitung  der  heniicdriscben  Gestalten. 

§,  297. 

Verschiedene  Arten  der  Hemicdrie. 

, Es  bedarf  kaum  einer  Erwähnung,  dass  die  di- 
®Xngonalen  Pyramiden  als  die  eigentlichen  Reprä- 
f'^htiinten  des  Hexagonalsystemes  zu  betrachten  sind, 
sie  die  Bedingungen  für  die  Möglichkeit  aller 
Gestalten  eben  so  in  sich  verschliessen , wie 
!*'  ihrem  Zeichen  mVa  die  Zeichen  der  letzteren  ent- 
sind.  Wollen  wir  also  die  Gesetze  entdecken,  ■ 
''''ch  ^vpicijen  sich  die  Hemiödrie  in  diesem  Systeme 
macht,  wollen  wir  die  Resultate  kennen  ler-. 
Welche  die  Verwirklichung  jener  Gesetze  für 
Erscheinungsweise  der  verschiedenen  Gestalten 
I"*'  Folge  hat,  so  werden  wir  auch  hier,  wie  im  Te- 
.^Sonalsysteme,  die  Modalitäten  der  Hemiedrie  zu- 
>de  ist  an  jenen  allgemeinen  Repräsentanten  des 
j^Jsitemes  aufsuchen  müssen.  Nun  scheinen  folgende, 
.^*^^its  auf  ähnliche  Weise  für  das  Tetragonalsystem 
§ 209  ausgesprochenen  Gesetze  auch  im  Gebiete 
Systemes  die  hemiedrische  Erscheinungsweise 
Gestalten  zu  beherrschen: 

dass  sich  die  sechsgliedrige  Symmetrie  jeder  di- 
Eexagonalen  Pyramide  jedenfalls  nach  den  Sex- 
tanten der  Basis  bestimmt,  weshalb  je  vier,  über 
®inem  und  demselben  Sextanten  gelegene  Flächen 
®iii  Glied  der  Pyramide  bilden,  eine  andere 
Gliederung  aber  (wie  z.  B.  nach  den  Zwischen- 
p,  '‘^en)  bedeutungslos  ist ; 

dass  sich  für  die  so  bestimmten  Glieder  der  di- 
'^axagonalen  Pyramide  der  Gegensatz  entweder  von 
”^®ii  und  unten,  oder  von  rechts  und  links,  oder 
^Uch  gleichzeitig  beide  Gegensätze  geltend  machen, 
^'■lialten  daher  wiederum  dreierlei  w^esentlich 
diedene  Modalitäten  der  Hemiedrie,  welche,  da 

24* 
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sie  für  die  Erscheinung  ganz  ähnliche  Resultate  he 
fern  wie  im  Tetragonalsystenie,  durch  dieselben 
men  unterschieden  werden  mögen,  nämlich: 


^ ll^) 

a)  Skalenoedrische  (oder  rhomhoedrisc 

Ilemicdrie;  es  verschwinden  die  abwechs 
den  oberen  und  unteren  Flächenpaare  der  ei»* 
len  Cdieder;  Fig.  369. 

h)  Pyramidale  llemiedrie;  es  verschwi» 
die  rechten  oder  die  linken  Flächenpaare 
Glieder;  Fig.  370.  ' 

c)  Trapczoedrische  H emi  e d ri  e ; es 
schwindet  in  jedem  Gliede  die  obere  rechte 
der  unteren  linken,  oder  die  obere  linke  mit  ‘ 
unteren  rechten  Fläche;  Fig.  371. 

d)  Skaleiiocdrisclie  oder  rhomboedrkche  flemiedrie. 

§.  298. 


Ableitung  der  hexagonalen  Skalenoeder. 

ll^t" 

Die  hexagonalen  Skalenoeder  sind  die 
flächig  - hemiedrischen  Gestalten  der  dibexagonid^, 
Pyramiden  nach  den  an  den  abwechselnden  diag®^,^ 
len  Polkanten  gelegenen  Flächenpaaren;  oder'. 
durch  den  Gegensatz  von  oben  und  unten  entsteh 
den  hemiedrischen  Gestalten  jener  Pyramiden. 

Da  die  llemiedrie  nach  den  abw'echselndeu  j 
chenpaareii  erfolgt,  und  das  Gegenflächenpaar  j,) 
jeden  dergleichen  Flächenpaares  das  vierte,  jj(» 
ein  geradzähliges  in  der  Reihe  der  Nebensysteui® 
so  wird  die  heniiedrische  Gestalt  eine  parall® 
chige,  und  der  Inbegritf  ihrer  12  Flächen  in  b 
chenpaare  grnppirt  seyn. 

.jede  einzele  bleibende  Fläche  kommt  zum  U 
schnitte  mit  der  näclistgelegenen  Fläche  eines 

lind  mit  der  nächstgclegenen  Fläche'  eines  jgf 

Nachbarpaares;  und  ((a  sie  schon  urspriingh'^b 
diae^onalen  Polkante  mit  ihrer  Nebenfläche  zuiu 
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kommt,  so  erleidet  sie  überhaupt  drei  Durcb- 
^''bnitte,  und  wird  demnach  wiederum  ein  Dreieck. 

Flächen  der  hemiedrischen  Gestalt  sind  daher 
^^'^öiecke.  Dass  aber  diese  Dreiecke  durchgängig 
und  ähnlich  sind,  davon  kann  man  sich  leicht 
''^'erzeugen , indem  man  für  je  zwei  beliebige  hlei- 
'*®nde  Flächen  die  Coordinaten  ihrer  resp.  drei  Eck- 
l'**lctG,  und  ans  diesen  die  Längen  der  sie  begrän- 
^«nden  Kantenlinien  hestimnit;  man  findet  so  tur  jede 
^'^che  absolut  dieselben  drei  Längen  ihrer  dreierlei 
*’'®iten.  Diese  Längen  zeigen  aber  auch  zugleich, 
,die  Dreiecke  jedenfalls  ungleichseitige  seyn  mus- 
indem  sie  Functionen  der  Grössen  2n  1,  »+1 

*'nd  2 n sind , und  folglich  nie , iveder  alle  drei, 

''''ch  paarweis  gleich  w erden  können,  sa  lange  M > 1 

"nd  <1^  2*). 

Weil  endlich  für  jedes  bleibende  Flächenpaar 
’*'*sjenlge  Flächenpaar  verschwindet,  welches  mit  ihm 
'**'sptünglich  zwei  horizontale  Mittelkanten  bildete, 
Werden  auch  die  Mittelkanten  der  hemiedrischen 
^**stalt  nicht  mehr  horizontal,  folglich  auch  nicht  in 
Ebene  der  Basis,  überhaupt  gar  nicht  mehr  in 
^‘•ter  Ebene  liegen  können;  vielmehr,  da  doch  jede 
'^^fselben  die  Ebene  der  Basis  in  einem  Puncte 
^'lüieidet,  im  Zickzack  auf  - und  absteigen. 

Die  hemiedrische  Gestalt  ist  also  eine  parallel- 

*'Hige,  von  12  ungleichseitigen  Dreiecken  umschlos- 

Gestalt,  deren  Mittel  kanten  ni  cht  in  einer  Ebene 
*®8enj  d h.  ein  hexagonales  Skalenoeder.  Die  kry- 
^‘^llographischen  Zeichen  je  zweier,  aus  einer  und 
'^^rselben  Pyramide  niVn  abzuleitcnden  Skalenoeder 


und  — 


mVn 


, Diese  Resultate  sind  an  gegenwärtigem  Orte  nur  historisch 
^vorden,  da  das  folgende  Capitel  ihre  vollständige  Begrun- 
"‘'S  mul  Entwicklung  enthält. 
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Setzt  man  m — oo,  so  verwandelt  sich  die  dihexa' 
gonale  Pyramide  in  ein  dergleichen  Prisma,  auf  'vel' 
ches  die  skalenoedrische  Hemiedrie  insofern  ohne  Eu'" 
fluss  ist,  inwiefern  sie  keine  Veränderung  in  sein®’’ 
Erscheinungsweise  zur  Folge  hat.  Das  Prisma 
scheint  eben  sowohl  mit  seinen  sämmtlichen  12  Fl'*' 
eben,  als  wenn  es  holoedrisch  auftrift ; man  kann  da* 
her  das  Zeichen  der  Heniiedrie  füglich  weglass®”) 

und  ooPy«  statt  + schreiben.  Nur  darf  lU“" 

nicht  vergessen,  dass  die  abwechselnden  Flächenpaaf® 
dieses  scheinbar  holoedrischen  Prismas  eine  sehr  vef' 
schiedenc  Bedeutung  haben,  indem  drei  zur  ober®** 
und  drei  zur  unteren  Hälfte  der  Gestalt  gehören;  e*** 
Unterschied,  der  sich  zwar  in  der  Regel  durch  nicld'’ 
zu  erkennen  giebt,  der  aber  sehr  auffallend  wird,  S®' 
bald  eine,  der  skalenoedrischen  Ilemiedrie  unteiAVO*' 
fene  Krystallrcihe  zugleich  dem  Uemimorphismus  UU' 
terliegt  (Vergl,  §.  212) 

§.  299. 


Ableitung  der  Rhomboeder. 


Setzt  man  » = 1,  so  wird  m\*>i  — mV,  und  di® 
dihexagonale  Pyramide  verwandelt  sich  in  eine  hcTC®' 
gonale  Pyramide  der  ersten  Art,  deren  einzele  Fh*' 
eben  den  an  den  diagonalen  Polkanten  gelegenen  Fl®' 
chenpaaren  von  »iP/t  entsprechen.  Wendet  man  ali’*’ 
aiif  sie  dasselbe  Gesetz  der  Ilemiedrie  an,  so  werd®'' 


die  abwechselnden  einzelen  Flächen  von  »*P  zu  ''®’ 
grössern  seyn;  die  so  resultirende  Gestalt  istjedenfuF* 
ein  Rhomboeder  von  normaler  Flächenstellung,  oder  ®''' 
Riiomboeder  der  ersten  Art,  wie  sich  so  beweisen  lä®'“’ ' 

M'Vil  otP  12  Flächen  hat,  so  wird  jede  8®*®'-'^ 
hemie<lrisclien  Gestalten,  für  welche  die  abwecli.s®!'’ 
den  ( ungetheilfen)  Fläclien  in  Anspruch  genomu*®'* 
werden,  von  sechs  Flächen  umschlossen  scyn. 

Weil  aber  die  Ilemiedrie  nach  einzelen 
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findet,  und  jeder  Fläche  Gegenfläche  die  vierte, 
'■'d  mithin  eine  gcrndzählige  in  der  Reihe  der  ^eben- 
^'Hen  ist,  so  wird  die  hemiedrische  Gestalt  eine 
^*'mllelfli\chigc  seyn. 

, Weil  ferner,  nach  §.  49,  für  jede  hleihende  Flache 
f'*  Neheuflächen  verschwinden,  und  die  Nachbarflachen 
“"'«iben,  von  welchen  letzteren  für  jede  Fläche  vier 
'Händen  sind,  so  erleidet  jede  bleibende  Flache 
!|®*-  Durchschnitte,  wird  also  eine  vierseitige  Figm. 

da  von  den  vier  Nachbarflächen  einer  jeden  ei  - 
Hn  Fläche  je  zwei  gegenüberliegende  einander  par- 
sind,  so.  werden  auch  je  zwei  gegenüberliegende 
Jenen  Durchschnitten  einander  parallel,  und  ai 
“meitige  Figur  ein  Parallelogramm. 

Setzt  man  endlich,  die  Gleichung  einer  der  blei 

'®*''Ien  Flächen  F sey 


'ie: 


4-  « + z = 1 . • (b) 
ma 


J Sind  dirrepräsentativen  Gleichungen  ihrer  beiden 
'Vhbarflächen  ans  derselben  Pyramidenhalfte : 


Und 


a; 

ma 

X 

ma 


— 1 

. z — M = 1 


(2) 

(3) 


^ repräsrmativen  Gleichungen  ihrer  beiden  Nach- 
'“»flächen  ans  der  andern  Pyramidenhalfte : 


X 

ma 


= 1 


(4) 


— — + 2/ 
ma 


+ « + 

K = 1 (b) 

SachdemTie  leuteren  vi«  Gleictang«»  calcnla- 
SaaiaeUt  worden,  gelangt  man  durch  auccocs.vo 

^»kinaUonvon  (1)  nrit  (2)  und  (3)  »»  ..'‘“ß“""- 
I'"  der  beiden  neuen  Polkanten  der  Flache  t,  com- 
b«  «tan  darauf  von  dieaen  Gleichungen  die  erne  nnt 
die  andere  iiiU  (S),  »»  erhält  man  die  Cootdma- 


l 
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ten  der,  jene  beiden  Kantenlinien  begränzenden 
teleckpuncte , nämlich 

= 3/ = — ■!•,  «=  4 

und  x = ^ma,  y=.  4*  2 = — 4 

Da  nun  beide  Liinien  vom  Poleckpuncte  ausl3*‘ 
fen,  für  welchen: 

x = 7na,  y = 0,  z ~ 0 
so  erhält  man  für  beide  die  gleiche  Länge 

X = 3 

Die  bereits  für  Parallelogramme  erkannten 
eben  haben  daher  zwei  gleiche  Nebenseiten,  und 
folglich,  mit  Ausnalime  eines  einzigen  Falles, 
zeit  RJiomben. 

Endlich  folgt  daraus,  dass  für  jede  bleibende  f’'*' 
che  von  ;«P  die  Nebenfläche  aus  der  entgegengeS®^* 
ten  Pjramidenhälfte  eine  verschwindende  ist, 
die  neuen  iNIittelkanten  weder  horizontal  noch  in  ** 
ner  Ebene  liegen  können,  sondern  vielmehr  im 
zack  auf-  und  rtJjstcigen  müssen. 

Die  hoiniedrische  Gestalt  wird  also  eine  von  ^ 
Rhomben  umschlossene  Gestalt,  deren  Mittelkan“'" 
nicht  in  einer  Ebene  liegen;  d.  h.  ein  Uhoniboe*^^'^ 

Die  Zeichen  je  zweier,  aus  einer  und  dersell’“^" 
hexagonalen  Pyramide  /«P  abzuleitenden  Rhombo^*^^ 

sind  -f  ~ und  — ^ 

^ 2 • 

Für  m = oo  verwandelt  sich  die  hexagonalo 
raniide  in  das  hexagonale  Prisma  der  ersten  Art.  ^*1. 
terwirft  man  dieses  derselben  Hemiedrie,  so  behj' 
es  zwar  in  der  Erscheinung  seine  sedis  Flächen 
ständig,  doch  erhaltpn  die  abwechselnden  derse^h^^ 
eine  entgegengesetzte  Bedeutung,  indem  drei  zur 
ren,  und  drei  zur  unteren  Hälfte  der  Ge.stalt 
een;  ein  Unterschied,  welcher  auch  in  der 
nung  sehr  auffallend  werden  kann,  wenn  die  iho"| 
boedrische  Krystallreihe  zugleich  hemiinorphisch  , 
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§.  300. 

Gränzgestalt  der  Skalenoeder. 

Während  die  hexagonalen  Pyrajuiden  der  Ilanpt- 
durch  das  Eintreten  der  skalenoedrischen  Ile- 
1^‘^drie  wesentlich  verändert  wurden,  so  scheinen  die 
'*’‘^®gonalen  Pyramiden  der  Nehenreihe  durch  sie 
1^*'  nicht  aflicirt  zn  werden.  Macht  man  nämludi 
!'  Pyramiden  »jP2  die  in  §.  297  erwähnte  sechs- 
ledrige  Einthcilung  geltend,  indem  man  jede  ihrer 
^chen  durch  die  Höhenlinie  in  zwei  l heile  theilt, 
l>ringt  man  darauf  für  sie  dasselbe  Cicsetz  der 
in  Anwendung,  so,  gelangt  man  zu  dem 
j^'^nltate^  dass  selbiges  auf  ihre  Erscheinungsweise 
'?'’'!haus  keinen  Einfluss  ausübt,  indem  sie 
ihren  sämmtlichen  12  Flächen  ganz  unverändert 
®t'Scheinen , wie  wenn  sie  holoedrisch  auftreten; 
Hesultat , welches  uns  kauni  überraschen  khnn, 
j^Wld  wir  das  wahre  Yerhältniss  dieser  hexagona- 
. **  Pyramiden  zu  den  dihexagonajen  Pyramiden  nicht 
den  Augen  verlieren , kraft  dessen  sie  nur  als 
firiinzgestalten  derselben  zu  beurthcilen  sind,  liier- 
darf  es  uns  denn  auch  nicht  befremden,  wenn 
f'.''  ih  den  Combinationen  rhomboSdrischer  Krystall- 
(wie  z.  B.  jener  des  Eisenglanzes,  Korundes, 
j^’^^i^pathes)  die  hexagonalen  Pyramiden  der  Xeben- 
Vollständig  mit  allen  12  Fläche  nauftreten  sehen, 
jj?  im  Gegenthcile  unbegreiflich  seyh  würde,  wenn 
irgend  eine  Welse  nur  mit  der  halben  Flä- 
g ®*>2ahl  erschienen.  ^Vie  die  Pyramiden  >äP2  , so 
auch  das  Prisma  ocP2  jederzeit  vollstähdig, 
dass  seine  abwechselnden  Flächen  einer  ver- 


'dedenen  Deutung  unterworfen  werden  müssten,  wie 
h . ‘ on  oeP  • weshalb  denn  auch  ocP2  sogar  in  den  he- 


ktie  v 


..  Avesnaio  uciüi  

- rhomboedrischen  Krystallreihen  des  Tur- 
und  der  Silberblende  stets  vollständig  auftritt. 
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§.  301. 

Kürzere  Bezeichnung  der  Khomboeder. 

Weil  die  meisten  der  bis  jetzt  beobachteten 
goualen  Krystalircihen  dem  Gesetze  der  rhoiuboP'*'^'^ 
sehen  Hcmiediie  unterworfen  sind,  und  daher  di^ 
Erscheinungsweise  als  die  vorlicrrschende  des 
gonalsystcmes  betrachtet  werden  muss,  so  ist 


de'' 


mehrfacher  Hinsicht,  und  ganz  besonders  für  d»* 
dürfniss  der  Mineralogie,  sehr  vortheilhaft,  neben 
auf  ihr  ursprüngliches  Verhältniss  zu  den  hexag*”’*^ 
len  Pyramiden  gegründeten,  Bezeichnung  der  Bh*’"'' 
boeder  eine  andere,  etwas  kürzere  Bezeichnjing 
gebrauchen.  Diess  wird  um  so  nöthiger,  da,  wie 
sogleich  sehen  werden,  auch  die  Bezeichnung  ^ 
Skalenoeder  von  jener  der  Rhomboeder  abhängig 


eil«" 


macht  werden  kann.  Wir  wollen  zu  dem  Ende 
beiden,  aus  irgend  einer  Pyramide  mV  abzuleiten'*",^ 
Rhomboeder  mit  + mR  bezeiclinen,  indem  wii' 
dem  Buchstaben  R,  als  dem  Zeichen  der  rhonib^j^ 
drisch  erscheinenden  Grundgestalt,  mn  eignes  Gri‘''|| 
element  der  Bezeichnung  einfiihren.  Hiernach  eB'“ 
die  Hauptreihe  des  §.  203  in  ihrer  rhoiuboedrisc 
Erscheinungsweise  folgende  Form : 

»*<1  t/i>l 

+/«jR +jB +iiiR ccjB  ^ 

Uebi  jgens  braucht  man  bei  dem  Zeichen  mP 
nicht  mehr  an  die  Pyramide  tnV  zu  denken;  vieh" 
soll  es  uns  unmittelbar  auf  die  Vorstellung  desj®"‘|, 


gen  Rhomboeders  führen,  ivelchcs  die  s^ 
vertheilte  Hälfte  aller  möglichen  isoparametrisi^ 
Fläclien  für  das  Verhältniss  ma  : 1 : 1 darstelJt. 


lyminel««^^,, 


§.  302. 

Einge-schriebeiie  Rliomboeder  der  Skalenoeder. 


Die  Mittelkanten  jedes  hexagonalen  Skaleiioe 
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*6  I**  genau  dieselbe  Lage  wie  die  Mittelkanlen  ir- 
eines  Ilhoiiiboeders  dev  eisten  Art. 

charakteristischen  Eigenschaften  der  Mittcl- 
jedes  llhoiuhoeders  der  ersten  Art  sind: 

J '^'»ss  sie  iiu  Zickzack  auf-  und  ahsteigon, 

**ass  sie  durch  die  Endpuncte  der  Nebenaxen 

' dass  je  zwei  gegenüberliegende  parallel  .sind, 

‘ '^“ss  sie  in  Parallelebenen  der  diagonalen  Ilaupt- 
. ^ehnitte  fallen, 

'lass  sie  durchgängig  gleich  sind. 

, dieselben  Eigenschaften  besitzen  aber  auch  die 


mPn 


wie 


sich 


^^'^Ikanten  jedes  Skalenoeders  + 

j,^®lgendeni  ergiebt. 
j laufen  iin  Zickzack  auf  und  ab. 

1 zwei  flächen  der  dihexagonalen  Pyramide, 
"'eiche  nach  ihrer  Vcrgrösserung  eine  Mittelkante 
*1®«  SkalenoSders  bilden,  haben  einen  normalen 
l^^hteleckpunct  gemeinschaftlich,  w elcher  zugleich 
*l®r  Endpunct  einer  Aebenaxe  ist;  folglich  wird 
"'>ch  die  neue  Mittelkante  die  A^ebenaxe  in  dem- 
v^®lben  Puncte  schneiden. 

zw  ei  Flächenpaare , welche  zur  Darstellung 
^'veier  gegenüberliegender  jVlittelkanten  contri- 
l'tiren,  sind  Gegcnflächenpaare,  folglich  die  von 
gebildeten  beiden  JMittelkanten  einander 

^*»rallel. 

, **t  in«n,  die  Gleichung  einer  Fläche  des  Ska- 
®*'oeder.s  sey 


— + 
ma 


M- 

n 


+ z = i 


ch 


*®tdic  repräsentative  Gleichung  derjenigen  Flä- 


Welche  mit  ihr  eine  Mittelkante  bildet; 

^ + Z = l 
ma  n 
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und  deren  calculative  Form; 


_ i:!  + (Jtulk  + , = 1 

ma  n 


Daraus  folgen  für  die  Mittelkante  selbst  die 
chungen: 

x , (2—n)y  - 3 y , A 

+ — ; - = 0 , und  4-  z = 1 
; ‘ 9«.  ^ *>  * 


ma 


von  welchen  die  letztere  (zwischen  y und  2) 


• y 


Gleichung  einer  Parallelehene  des,  auf 
der  z rechtwinkligen,  diagonalen  Haupt*'^, 


tes  ist.  Folglich  fallen  die  Mittelkanten  ,, 


lenoeder  in  Parallelehenen  der  diagonalen 
schnitte. 


5)  Endlich  haben  auch  die  Mittelkanten  jede;’ 
lenoeders  gleiche  Lange;  sucht  man  näii  '"Ai- 


Coordinalen  der  Enidpuncte  für  je  zwei  beb‘’^^(. 


Mittelkanten,  indem  man  die  Gleichnnge'’ 
selben  mit  den  Gleichungen  der  sie  hegi’*l'’^||) 
zenden  Flächen  combinirt,  und  bestiiunit 


aus  diesen  Coordinaten  die  Länge  beider  ^ 


‘6*=  ||,ei> 

teil,  so  erhält  man  jedenfalls  absolut  den>>^ 


Ausdruck. 


§.  303. 

Fortsetzung. 


Wir  nennen  da.sjenige  Rhomboeder,  dessen 


telkanten  mit  denen  eines  gegebenen  Skaleiin| 


zusammenfallen,  das  eingeschriebene  11  ho  in 


\)0 . 


der  desselben.  Da  nun  ans  §.299  bek»nnt  isL  j 


die  Mittclkanten  jedes  Rhomboäders  um  den  ji!’ 
Theil  seiner  halben  IJauptaxo  von  der  Ebenn^^^e' 
Milteiquerschnittes  entfernt  sind,  so  wird  das 
schriebene  Rhomboeder  eines  gegebenen  Skalenn'’ 


d«' 


+ bestimmt  seyn , sobald  man  den  Abstan** 


Mittelecke  des  Skalenoäders  von  der  Ebene  d®' 


/ 


\ 
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oder  die  der  Hauptaxe  parallele  Coordinate  die- 
^itteleckes  kennt;  denn,  ist  diese  Coordinate 
So  wird  die  halbe  Hauptaxe  des  eingeschiie- 
Rhomboeders  = 


N 


öin  ist  jeder  Mitteleckpunct  von  ~ der  Durch- 

*''"’«‘spixnct  einer  oberen  und  einer  unteren  Polkantc ; 
1 ’^oinint  daher  zunächst  auf  die  Bestimmung  zweier 
|'!«leichen  Polkanten  an.  Sind  die  Gleichungen  der 
Flächen  des  im  ersten  Sextanten  gelegenen 
Flächenpaares 


X 

ma 

X 


+ ^ + z 


und  -i"  y ^ 

|''.''■orden  die  repräsentativen  Gleichungen  derjenigen 
Flächen  aus  der  andern  Pyramidenhälfte,  wel- 
^ 0\it  ihnen  zum  Durchschnitte  kommen ; 

+ z + - = ± 
mu 


X 


u 

n 


folglich  die  calculativeh  Gleichungen  derselben 
Flächen 

(ß^y  + z = 1 

ma  n 

und ^ +'  2/  + „ 

-^os  der  Combination  der  ersten  beiden  Gleichun- 
^ folgt  für  die  eine  Polkante. 

= 1,  und  y — • z = 0 

Jor  Kombination  der  letzteren  beiden  Gleichun- 


' ff't  die  zweite  Polkante . 


X 

ma 


(2n  1)^  ^ j ^ ^nd  y — z = 0 
n 
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chnn 


Aus  der,  beiden  Kanten  gemeinschaftlichen? 


(<■ 


tv 


y — z = 0 folgt,  dass  beide  in  die 
eines  und  desselben  diagonalen  Hauptschnittes  f'’ 


und  folglich  mit  einander  zum  Durchschnitte  ko" 


L-nlll'* 


müssen.  Ihr  Durchschnittspunct  ist  aber  ehe" 


gesuchte  Mitteleckpiinct,  für  «eichen  aus  der 
bination  der  Gleichungen  zwischen  x und  z die  ^ 
dinaten 


ma{2 — n) 

' 3 ,r 

und  = z = I . 

folgen.  Da  nun  die  Coordinate  x zugleich  die^'', 
distanz  des  Milteleckpunctes  des  eingeschrie^^, 
Rhomboeders,  so  wird  die  halbe  llauptaxe  dess"^^ 

n 

und  folglich  das  Zeichen  des  Rhomboeders ; 

n 

§.  301. 

Secundäre  Ableitung  und  Bezeichnung  der  Skalenoede"' 

Auf  die  Eigenschaft  der  Skalenoeder,  dasS 
Mittelkanten  mit  denen  des  eingeschriebenen 
boeders  zusammenfallen,  lässt  sich  folgende 
däre  Ableitung  und  Rezeichnung  derselben  gr''"  ■;, 
welche,  zumal  für  das  Rediirfniss  der  Mincral"^|_ 
der  primitiv  en  Ableitung  des  §.  29S  vorzuziehen  'Jjt 

1)  weil  sie  der  Einbildungskraft  die  A’'orstelln'’l5  ^^ 
Avahren  Physiognomie  eines  gegebenen 
ders  um  Vieles  erleichtert,  indem  sie 
von  der  Vorstellung  eines  Rhomboeders  »“'*  j,!, 
ner  sehr  einfachen  Construction  abhängig  "'*** 
während  nach  §.  298  die  Vorstellung  ^{!> 
hexagonalen  Pyramide  und  ihrer  hemieJri"*^ 
Halbirung  vorausgesetzt  wird; 
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n\  ^ 

' "eil  sie  in  den  meisten  Fällen  auf  weit  einfa- 
®l*ere  nunrerische  Weithe  der  Ableitungscoefli- 
cienten  gelangen  lässt.  ' 

ist  näiülich  eiiileuclitcnd,  dass  das  gegebene 

^lenoeder  + construirt  werden  Avird,  Avenn 

'lUh  ].  ~ 

dpi,  Haiiptaxe  des  eingeschriebenen  Kbomboe- 

Vijj^  einem  Cocfficienten  q verlängert  (Fig.  361}, 

jes  Skalenoeders  gleich  gCAVorden, 

i'i.,  '^‘trauf  in  iede  Mittelkante  des  llbomboeders  zwei 
, •* 


''»dl 

"'»dl 


legt,  von  Avelchen  die  eine  den  oberen,  «iie 
l],  den  unteren  Endpunct  der  so  verlängerten 
triflt.  ISun  AAar  die  halbe  llaiiptaxe  des 
S^schriebenen  llbomboeders 


Zx  = 


also  wird  ma  — 


}na(2~n) 

n 

ma{2—ti)q 


Verlängerungscoefficient 
u 

■ <I  = 

^»»Itreiben  wir  diesen  Cocfficienten,  zum  TJnter- 


Ne  V 


on  jenen, 


die  sich  auf  die  Nebenaxen  be- 


nach  Art  eines  Exponenten  oben  rechter  Hand 
^Jäibol  der  (Srundgestalt,  so  Avird 

•Ihü  — n 

^ ^'^'»ndäre  Zeichen  desselben  Skalenoäders,  für 
^ primitive  Zeichen  + gegeben  war, 

**  diesem  Zeichen  die  secundären  Ableitungscoäf- 


•'dp. 


■llf 

S(1  »»Is  Functionen  der  primitiven  ansgedrückt 
lehrt  es  uns,  aus  dem  gegebenen  primitiven 
" das  secundäre  Zeichen  zu  linden.  Ist  uns 
'*»6  p das  secundäre  Zeichen  gegeben , so  Avird  es 
»t'iin-  imben,  und  wir  Averden  daraus  die 
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primitiven  Ableitnngscoefficienten  des  entsprechet^* 
Zeichens  leicht  auffinden  können ; es  wird  nÜitl^* 

27k' 

” 7l'  + 1 
= m'nf 

das  primitive  Zeichen,  weh^^ 


n ~ 
m - 

und  folglich  »JwP—-; 
° «+1 


dem  secundären  Zeichen  entspricht. 

§.  305. 

Fortsetzung. 

Aus  jedem  Rliomboöder  der  Reihe  in  § 


lässt  sich  ein  Inbegriff  von  Skalenoedern  thle'  ,| 
Man  verlängere  die  Ilauptaxe  des  Rhomboeders 


einem  Coefficienten  7i,  der  rational  nnd  Ij 
lege  hierauf  in  jede  Mittelkante  von  + 7/iB  zwei 


xlf 

pl' 


nen,  von  denen  die  eine  den  oberen,  die  andere 
unteren  Endpunct  der  so  verlängerten  Ilauptaxe 
so  wird  in  jedem  Falle  ein  Skalenoeder  const*'*’^ 
Da  nun  7i  aller  möglichen  Werthe  zwischen  1 j| 
fällig  ist,  so  erhalten  wir  aus  jedem  Rhomboeder  ^ 
einen  zahllosen  Inbegiiff  von  Gestalten,  der  sich 
ter  dem  Schema  folgender  Reihe  darstellen  iäss^' 
+»*R > 

iib'^ 


Das  erste  Glied  dieser  Reihe  ist  das  Rhoit 


der  7/iR  selbst;  die  folgenden  Glieder  sind  lauter 


Sb*' 


l/ 


lenoeder  mit  coincidirenden  ARttelkanten,  welche  ’ 
Hier  spitzer  werden,  je  grösser  der  VV^erth  von 
endlich  für  » = c»  in  ein  hexagonales  Prisma  " 
gehen,  dessen  Flächen  durch  die  MittelkanteB 
Rhomboeders  gehen,  und  folglich  den  diagt'J'^j'' 
llanptschnitten  parallel  sind  (§.302),  woraus  •‘*‘‘^'^1' 
giebt,  dass  dieses  Prisma  von  diagonaler  Flächet*’, 


lang,  und  daher  identisch  mit  dem  Prisma 


Aus  welchem  Rhomboeder  man  übrigens  diese 


Ahl**' 
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Vornehmen  mag,  so  wird  doch  immer  dasselbe 
Prisma  als  Gränzgestalt  mR^  resulli- 
■ Dass  aber  die  nämliche  Ableitung  auch  auf 
Q anwendbar  seyn  müsse,  und  wie  sie  für  diese 
zu  machen,  ist  weniger  einleuchtend, 
jedoch  jedes  mW^  = ooP2,  so  ist  auch  coÄ®® 
ocpj^  und  weil  zwischen  den  beiden  hexagonalen 
von  normaler  und  diagonaler  Flächenstell iing 
^ dlhexagonale  Prismen  liegen  können,  so  kann 
q*'’  nur  ein  dergleichen  Prisma  bedeuten,  dessen 
^ ’'®rscbiiitte  dem  Mittelquerschnitte  aller  7/iR’‘  gleicli 
ähnlich  sind,  da  ein  und  derselbe  Werth  von  « 
® and  dieselbe  Figur  der  Basis  bedingt. 

§.  306. 


deä  skalenoedrisch  erscheinenden  Hexagonälsystemes. 

1;.  öie  secundäre  Ableitung  der  vorhergehenden  §§. 
ans  zwar  auf  das  hexagonale  Prisma,  aber  nir- 
auf  die  gleichnamigen  Pyramiden  von  diagona- 
^lächenstellung  gelangen;  wie  sich  auch  schon 


ergiebt,  weil 


2n 

n-i-  i 


niemals  = 2 werden  kann. 


^ '^och  der  Fall  seyn  müsste,  Wenn  irgend  ein  mR" 


^ diese  Pyramiden,  vermöge  der  primitiven  Ablei> 


*>1 


*^argleichen  Pyramide  darstellen  sollte.  Da  nun 


§•  300,  als  die  nothwendigen  Gränzge- 
li^l^^®a  der  Skalenoöder  erkannt  wurden,  und  ihr  wirk- 
L ^aobachtetes  Vorkommen  in  rhomboSdrischen 
lt^j^^’’*^llreihen  die  Richtigkeit  dieses  Resultates  voll- 
Itestätigt,  so  dürfen  wir  selbige  keinesweges 
Hk  Inbegriffe  der  skalenoödrischen  Gestalten 

wenn  gleich  ihr  Zusammenhang  mit 
\*^  *^*’"  durch  die  secundäre  Ableitung  und  Bezeich- 
'lef^,^®^”*lich  verloren  geht.  Soll  daher  zumBehufe 
lie,  :‘^*®literen  Uebersicht  ein  tabellarisches  Schema 
I *®Xagonalsystemes  in  seiner  skalcnoedrischen 

25 
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Erscheinungsweise  aufgeslellt  werden,  so  kann 
nur  in  der  Art  geschelien,  dass  man  zuvörderst 
Reihe  der  Rhomboeder  aus  §.301  mit  den 

I * 

Skalenoeder  aus  §.  305  verbindet,  und  dann  die 
benreihe  des  Schemas  aus  §.  296  abgesondert  diiru” 
schreibt.  Iliernach  erhalten  wir  folgendes  Sehe'"' 


»t<l 
ymR 

....+71 

»i>l 

+mR 

aoP' 

oK" 

,...+»t.R" 

....+jR".... 

nk^  . 

... 



»»R«)  _ 

^ / 

OCP2 

oP2 

P2 

Die  oberste  horizontale  Reihe  dieses  Sche'''^ 
welche  wir  wiederum  die  Ilauptreihe  nenne"» y 
greift  alle  Rhomboeder,  und  das  hexagonale  P'''’’ 
von  normaler  Flächenstellung. 

Die  unterste,  abgesonderte  horizontale 


Ii"'’' 


welche  den  Namen  der  Nebenreihe  beibehiil* 
greift  alle  hexagonalen  Pyramiden  und  das  glc® 
mige  Prisma  von  diagonaler  Flächenstelliing. 

Die  mittleren  horizontalen  Reihen,  mit  Aiis"'''^jj( 
der  eingeklammerten,  begreifen  lauter  Skale"‘’^^i( 
und  dihexagonale  Prismen,  und  zwar  jede 
Reihe  (für  welclie  derselbe  Werth  von 
solche  Gestalten  von  gleichen  und  ähnlichen  " 
fjuerschnitten.  Die  eingeklammerte  Reibe 
hält  dagegen  nur  eine  und  dieselbe  Gestalt» 
licli  das  hexagonale  Pri.sma  der  zweiten  Art,  jt' 

Jede  verticale  Reihe  enthält,  mit  Ausnah"* 
Gliedes  der  Nebenreihe,  Gestalten  von  glc'"*’  ** 
den  Miltelkanten. 
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Das  Rhomboeder  und  die  hexagonale  Pyramide 
J«<ler  verticalen  Reihe  haben  gleiche  Hauptaxen. 


•ttit 


§.  307. 

lieber  die  drei  Rhomboeder  jedes  Skalenoeders, 

Ausser  dem  eingeschriebenen  Rhomboeder  sind 

jedem  hexagonalen  Skalenoeder  + noch  zwei 

^’^'lere  RhomboCder  gegeben , welche  wir  die  Rhom- 
“eder  der  Polkantcn  nennen  wollen.  Es  haben  näm- 
die  beiderlei  Polkanten  eines  jeden  Skalenoeders 
^'be  ganz  ähnliche  Lage  wie  die  Polkanten  irgend 
in  verwendeter  Stellung  befindlicher  Rhom- 
bßder.  Denn  sie  liegen  sämmtlich  in  den  diagona- 
Hauptschnitten,  jedoch  so,  dass  die  drei  oberen 
**^kanten  jeder  Art  in  die  abwechselnden,  die  drei 
'’bterpa  Polkanten  in  die  zwischengelegenen  Haupt- 
^'^ktiitte  fallen ; auch  haben  die  gleichnamigen  Polkan- 
I***'  gleiche  Neigung  gegen  die  Hanptaxe.  Dieselben 
Bedingungen  der  Lage  in  den  abwechselnden 
'^‘''gonalen  Hauptschnitten,  und  der  gleichen  Neigung 
die  Hauptaxe  finden  aber  im  Allgemeinen  für 
^®<les  Rhomboeder  + m'R  Statt;  folglich  werden  die 

^®iderlei  Polkanten  eines  jeden  Skalenoeders  + 

Dl’  ^ 

<lenen  irgend  zw^eier  Rhombodder , wo  nicht  coin- 
so  doch  parallel  laufen, 

j Die  Gleichungen  der  in  den  ersten  Sextanten  fal- 
Polkante  jedes  Rhomboeders  + m'R  sind : 

4-  — 1-2  = 1}  und  y — z = 0 

~ m a 

Gleichungen  der  beiden,  in  denselben  Sex- 
''“‘en  fallenden  Polkanten  des  Skalenoeders  aber 

sich  oben: 


25 


ma 

X 
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X , (n+l)z  j j n 

1- —=1,  und«  — ^ = 0'- 

- (2«— 1)Z  ^ j n 

ma  n ^ a 

Hieraus  folgt  für  den  Parallelismus  der  Polk®” 
ten  des  Rhomboeders 

1)  mit  den  kürzeren  Polkanten: 

m'a  : 1 = ma(2n  — 1)  : » 

2)  mit  den  längeren  Polkanten: 

m'a  : 1 = ma(n  + 1)  : « 

Da  sich  nun  das  Rhomboeder  der  kürzeren 


kanten  in  gleicher,  das  Rhomboeder  der  längef 


eil 

Polkanten  aber  in  verwendeter  Stellung  mit  dem  Sk'J' 
lenoeder  befindet,  so  werden  die  Zeichen  dieser  b®’ 
den  Rhomboeder: 


Rh.  der  kürzeren  Polk.  = + 

— n 

Rh.  der  längeren  Polk.  = + 

n 

Es  war  aber  das  eingeschriebene  Rhomboed*’^’ 
oder , wie  man  es  auch  nennen  kann , das 

Rh.  der  Mittelkanten  = + — ^—R 

~ n 

Weil  nun: 

« + 1 ==  (2«  — 1)  + (2— w) 
so  erhalten  wir  das  Resultat,  dass  die  Axe  des  Rl'®'"!, 
boeders  der  längeren  Polkanten  = der  Summe  * 
Axen  der  beiden  andern  Rhomboeder;  ein  Resuh‘*J 
welches  sowohl  an  und  für  sich,  als  auch  in  Rei*’'’ 
auf  die  ähnliche  Relation  in  §.  214  merkwürdig  ***'  f 

Wollen  wir  dieselben  Rhomboeder  in  Bezug 
das  seciindäre  Zeichen  m'R^‘  ausdrücken,  so  b** 
wir  nur  in  ihren  vorstehenden  Zeichen  m'ii' 


und 


2«' 

w'+l 


statt  n zu  schreiben  (§.  304); 


dann 
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Unterdrückung  der  Accente,  allgemein  für  das 
^älenoeder  + mR"'. 

Hh.  der  Mittelkanten  = + mR 

Hk.  der  kürzeren  Polk.  = + im(3n — V)R 

Uh.  der  längeren  Polk.  = + ■l/»(3»4-l)fv 

b)  Pyramidale  Hemudrie. 

§.  308. 

Ableitung  der  hexagonalen  Tyrainiden  der  dritten  Art. 

Die  hexagonalen  Pyramiden  von  abnormer  Flä- 
^^ßtistellnng  sind  die  hemiedrischen  Gestalten  der  di- 
®Xagonalen  Pyramiden  nach  den  an  den  abwcch- 
*®^hden  Mittelkanten  gelegenen  Flächenpaaren;  oder, 
durch  den  Gegensatz  von  rechts  und  links  ent- 
'‘‘^henden  hcmiödrischen  Ge.stalten  jener  Pyramiden. 

’Weil  jede  bleibende  Fläche,  ausser  mit  ihrer 
*®ihenden  Nebenfläche  aus  der  entgegengesetzten  Py- 
^'^üdenhälftc , nur  noch  mit  zwei  Nachbarflächen  aus 
^fSelben  Pyramidenhälfte  zum  Durchschnitte  kommt, 
tvird  sie  nach  ihrer  Vergrössernng  wiederum  ein 
^'■'^'eck  darstellen.  Und  weil  alle  Mittelkanten  der 
^'“tergestalt  in  der  Ebene  der  Basis  liegen,  so  wer- 
sich,  bei  der  Vergrössernng  der  an  den  abwech- 
'“"Ihclen  Mittclkanten  gelegenen  Flächenpaare,  diese 
j®«hs  Mitlelkanten  zwar  mit  verlängern,  aber  ihre 
in  einer  Ebene  beibehalten.  Die  neue  Ge.stalt 
nothwendig  eine  Pyramide  (§.  55).  Ihre  Ba- 
•«uss  aber  ein  reguläres  Ilexagon  seyn,  weil  die 
Mittelkaiiten  der  Muttergestalt  äquidi- 
Vom  Mittelpuncte,  von  den  abwechselnden  Mit- 
* ^‘'hten  aber  je  zwei  gegenüberliegende  parallel, 
J”'*  je  zwei  benachbarte  unter  120°  geneigt  sind.  Die 
^';^iiHlri.sche  Gestalt  ist  «laher  eine  hexagonale  Pyra- 
gjjjjicji  die  Mittclkanten  der  Mutterge- 
Weder  den  Nebenaxen  noch  den  Zwischenaxen 
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parallel  laufen,  sondern  jedenfalls  eine  mittlere  Bic^' 
tung  haben,  so  kann  die  hemiedrische  Pyramide  n'" 
eine  Pyramide  von  abnormer  Flächenstellung, 
eine  hexagonale  Pyramide  der  dritten  Art  seyn. 

Die  beiden  ans  einer  und  derselben  dihexagoi'**' 
len  Pyramide  wP«  abziileitenden  hexagonalen  Py*’** 
miden  erhalten,  ganz  aus  denselben  Gründen,  welc^'*' 
oben  in  §.  21G  für  die  ähnlichen  Ableitungen  im  "T®” 
tragonalsysteme  angegeben  worden,  und  daher  für 

r 

genwärtigen  Fall  nachzusehen  sind,  die  Zeichen  y 

. l ?äP« 
undy— . 

§.  309. 

Gränzgestalten  der  hexagonalen  Pyramiden  der  dritten  Art- 

Setzt  man  m = so  verwandelt  sich  die  licN'* 
gonale  Pyramide  in  ein  hexagonales  Prisma  t**'' 

abnormer  Flächenstellung,  dessen  Zeichen  — 

/ ocP« 


/ 2 


Für  M = 1 erhält  man  die,  mit  ihren  sämK’*'' 
dien  zvvülf  Flächen  vo  11  s t ä n d i g erscheinende, 
gonale  Pyramide  wjP,  und  auf  gleiche  Weise,  für  n ^ *’ 
die  vollständig  erscheinende  Pyramide  »iP2. 
darf  nur  die  Flächen  der  Pyramiden  der  Haupt  - 
Nebenreihe  durch  ihre  Höhenlinien  in  zwei  Th*"’  ^ 
theilen,  und  auf  die,  durch  diese  Flächentheib'j'^ 
gleichsam  dihexagonal  gewordenen,  Pyramiden  da-s-^^’ 
Gesetz  der  Hemiödrie  anwonden,  indem  man  ent"’' 
die  linken  oder  die  rechten  Flächenpaare  ihrer 
zelen  Glieder  vergrössert,  um  sich -von  der  Bic'' 
keit  dieser  Besnllate  zu  überzeugen. 

Es  folgt  also  hieraus  für  die  pyr 
drische  Erscheinungsweise  des  Hexagonalsystenie** 


n- 


lamidal- jjp 


^ysteinlehrc.  flexagonals^sleni.  Cap.  11.  391 

,lass  die  Gestalten  der  Haupt-  und  l\ebenreihe 
''‘'Iständifv,  die  Gestalten  der  Zwischenreihen  dage- 
iils  hexagonale  Pyramiden  und  Prismen  von  ah- 
>'iner  Flächcnstellung  auftreten;  eine  Regel,  welche 
der  KrystiUlreihe  des  Apatites  ihre  vollkommene 
^®stätjg„„g  findet. 

c)  l^rdpezocdrischc  Hemiedrie, 

§,  310. 

Ableitung  der  hexagonalen  Trapezoeder. 

Die  hexagonalen  Trapezoeder  sind  die  hemiedn- 
"''»en  Gestalten  der  diliexagonalen  Pyramidmi  nach 
''fn  ahwechselnden  einzelen  Flächen;  oder,  die  durch 
gleichzeitigen  Gegensätze  von  oben  und  unten, 
'''1  rechts  und  links  entstehenden  hemiedrischen  Ge- 
jener  Pyramiden. 

üie  Hemiedrie  nach  einzelen  Flächen  kann  für  die 
'*'*'exagonalen  Pyramiden  nur  eine  geneigtflkchige  Gc- 

geben,  weil  jeder  Fläche  Gegenflächc  die  siebente 
der  Reihe  der  Nehenflächen,  und  daher  eine  ungerad- 
*^'dige  ist  (§.  50).  Nun  hat  jede  bleibende  Hache 
'*'*1  Neben  - und  vier  Nachbarflächen ; sie  erleidet 
weil  jene  verschwinden,  während  diese  mit  ihr 
^'gleich  wachsen,  nach  der  Vergrösserung  vier 
^'‘‘•«bschnitte,  und  wird  eine  vierseitige  Figur.  Da 
aber  nur  gegen  die  beiden  Nachbarflächen  der- 
**''lben  Pvramidenhälfte  gleiche,  gegen  die  der  ent- 
S>ngesetzten  Pyramidenhälfte  ungleiche  Neigung  hat, 
"erden  die  vier,  sie  begränzenden  Kanten  dreier- 
^'^erih  haben,  indem  neben  zwei  gleichen  1 olkan- 
^ zwei  un-leiche  Mittelkanteii  entstehen.  Diese 
^‘«ten  kön”nen  übrigens  nicht  mehr  in  der  Basis 
sondern  müssen  vielmehr  im  Zickzack  auf- 
>'  "bsteigen,  weil  für  jede  bleibende  Fläche  die  Ne- 
, ''fliehe  aus  der  entgegengesetzten  Pyramidenhälfte 
*^^«bwindet,  und  doch  jede  neue  Milteikante  die 
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Ebene  der  Basis  in  einem  Punctc  schneidet.  Aus 
len  diesem  folgt,  dass  die  liemiedrische  Gestalt  eine  vo" 
zwölf  gleichschenkligen  Trapezoiden  umschlossene 
stalt,  deren  Mittelkanten  nicht  in  einer  Ebene 
gen,  oder,  dass  sie  ein  hexagonales  Trapezoßder  ***' 
Die  zwei,  aus  einer  und  derselben  dihexago"*' 
len  Pyramide  m\^n  ahzuleitenden  Trapezoeder 
den,  ganz  aus  denselben  Gründen,  welche  oben 
§.  218  bei  der  Ableitung  der  tetragonalen  Trapc*“^ 
der  angegeben  wurden,  und  auch  für  gegenwärtig'®" 

Fall  buchstäblich  gelten,  mit  r^^^und  bezeich”®^ 

§.  311. 

Gränzgestalten  der  hexagonalen  TrapezoSder, 

Setzt  man  m — (xi,  so  verwandelt  sich  das  he^^“* 
gonale  Trapezoeder  in  das  dihcxagonale  Pri®**'' 
cxP/i,  dessen  abwechselnde  Flächen  jedoch  eine 
schiedene  Bedeutung  liaben,  indem  sechs  auf  die  ob®''"’ 
und  sechs  auf  die  untere  Gestalthälfte  zu  bczie’'®" 
sind;  ein  Unterschied,  welcher  sich  im  Falle  des^®®^ 
mijuorphismus  sehr  auffallend  zu  erkennen 
würde,  weil  dann  diese  Gränzgestalt  der  Trape*®® 
der  als  hexagonales  Prisma  von  abnormer  Fläeb®" 
stclliiiig  erschoiiKMi  müsste. 


Für  n = t verwandelt  sich  das  Trupezoedef 


die,  mit jillen  121*hiohen  vollständig  erscheine^' 
hexagonale  Pyramide  /«P,  und  für  n = 2 in  die 
so  vollständig  erscheinende  Itexagonale  Py*’^'***',. 
?/<P2.  ^'^on  der  Ricbiigkeit  dieser  Behauptungen  ' 

zeugt  man  sich  leicht,  wenn  imin  die  Flächen 


lif*' 


?«P  sowohl  als  von  wP2  durch  ihre  Höhenlinien 
birt,  und  dann  auf  die  gleichsam  dihexagon«l 
wordenen  Gestalten,  mit  steter  Berücksichtigung^^^ 
rer  in  §.  29/  erldnlerten  Gliederung,  dasselbe 
der  Ueiuiedrie  in  Anweutluiu 
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Es  folgt  also  hieraus  für  die  trapezoedrisclic  Er- 
^ ®'ftungsweise  des  Hexagonalsysteiiies  die  Hegcf, 
nur  die  dihexagonalen  Pyramiden  als  Trapezoe- 
**’>  alle  übrigen  Gestalten  aber  vollständig,  mit  ib- 
sämmtlicben  Flächen,  gerade  so  erscheinen,  als 
holoedrisch  aufträten. 

C,  Ableitung  der  tetartoedrischcn  Gestalten. 

§.  312. 

Verschiedene  Arten  der  Tetartoedrie. 

j Wie  der  Hemiedrie,  so  scheint  auch  der  Tetar- 
^drie  die  in  §.297  erörterte  Gliederung  der  diliexa- 
Pyramiden  zu  Grunde  zu  liegen,  indem  von 
ij  'ier,  zu  einem  Gliede  gehörigen  Flächen  immer 
verschwinden,  und  eine  zurückhleibt.  Nach 


. Verschiedenen  Lage  der  bleibenden  Flächen  zu 

jl^^äder  und  zu  den  verschwindenden  bestimmen  sich 

Ile 


p Verscliiedenen  Resultate,  welche  die  Tetartoedrie 
die  Erscheinungsweise  der  hexagonalen  Gestalten 
, ’^Eolwß  lujt;  Resultate,  welche  sich  freilich  hedeu- 

Si  ^ - -- 


Vervielfältigen  würden,  sobald  man  daslkerhält- 
der  Tetartoädrie  auch  in  d er  Weise  geltend  ina- 
Wollte,  dass  mit  dem  gänzlichen  Verschwinden 
|,,j.^*‘Wechselnden  Glieder  die  Vergrösserung  je  zweier 
der  übrigen  Glieder  einträte.  Weil  jedoch 
^ '‘‘'toedrische  Gestalten  überhaupt  bis  jetzt  nur  an 
hexagonalen  Mineralspecies  *)  beobachtet  wur- 
»nd  der  Charakter  der  Tetartoedrie  bei  blos  ein- 
^'^•ger  Ausbildung  der  Krystalle  oder  eintretender 
jJ'j'^lngshildung  sehr  unsicher  und  vieldeutig  wird, 
^sseri  sich  die  verschiedenen  Modilicationeu  nicht 
j^^Verlijjjj,j^  ungehen,  nach  welchen  das  Verhältniss 
1,1,^ Wirklichkeit  Statt  finden  mag.  Um  daher 
Betrachtungen  übereinstimmend  mit  denen  der 


Quarze  und  Titancisou. 
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Hemiedrie,  und  frei  von  niilzloser  VervieJfäUio'’*'»  . 


erhalten,  wollen  wir  die  Tetarfoedrie 

alle  sechs  Glieder  der  hexagonalen  Gestalten  g® 

machen,  ohne  die  abwechselnden  zu  überspring®®'^. 

Unter  dieser  Voraussetzung  sind  aber  nur 
Modalitäten  der  Tetartoedric  niöglich.  Es  wird 
lieh  für  die  abwechselnden  Glieder  jedenfalls  det 
iiensatz  von  oben  und  unten  cintreten,  indem  in  dr® 
derselben  eine  obere,  in  dreien  eine  untere  i* 
die  bleibende  ist;  dabei  können  jedoch  die 


mit  den  unteren  Flächen  in  llezug  auf  rechts 


links  entweder  eine  übereinstimmende,  oder  ein® 


gegengesetzte  Lage  haben.  Diess  giebt  folgende  * j, 
Arien  der  Tetartoedrie,  welche  wir  nach  den 


taten,  welche  sie  für  die  Erscheinungsweise  der  dih®' 


lC'' 


gonalen  Pyramiden  zur  Folge  haben,  mit  den  j 
der  rhombocdrischen  und  trapezoedris®  * 
Tetartoedrie  bezeichnen  wollen. 


1)  Ilhoiub oedrische  T ; es  wachsen  in  de® 


wechselnden  Gliedern  nach  oben  und  unten 


gegengesetzt,  nach  rechts  und  links  überein®^ 
inend  liegende  Flächen;  Fig. 372. 


2)  Trapezoedrische  T.;  es  wachsen  in  de® 


wechselnden  Gliedern  nach  oben  und  untc® 


wohl,  als  nach  rechts  und  links  entgegeng®®* 
liegende  Flächen;  Fig.  373. 


§.  313. 

Verhältniss  der  Tetartoedrie  zur  Hemiedrie. 


Vf® 


Da  die  Tetartoedrie  nur  das  symmetrisch 
thcilte  Viertel  der  Flächen  der  Muttergestalt  .^(1 
snruch  niinml,  während  die  Hemiedrie  die  syiu®'®[^*  tif 

‘ . ..  _ . . ..  xllf  . 


..... J - w *1*  * 

vertlieilte  Hälfte  derselhen  fordert,  so  werden 


VHiun  nie  iirtiii».  luiui  i.,  .Tiv.  .....  - I |t!l‘ 

Uesiiltatc  jener  aus  den  Hesultaten  dieser  ® ’ |jgf'' 
können,  indem  wir  die  letzteren  einer  »heriU‘^^| j|( 
hemiedrischen  Ualbirung  unterwerfen.  Und  so  ' 


^y^temlehre.  llexagonalsysieni.  Cap.  11.  395 

auch  in  der  That.  Vergleicht  man  nämlich 
y ''leibenden  sechs  Flächen  der  rhomboed rischen 
*i|''^''rto6dric  mit  den  bleibenden  zwölf  Flächen  der 
r'enoedrischen  oder  pyramidalen  Ilemiedrie,  so  er- 
ij.  sich,  dass  jene  genau  dieselbe  Lage  haben,  wie 
K ^Wechselnden  einzelen  Flächen  von  diesen.  Folg- 
'Verden  wir  auch  auf  dasselbe  Resultat  gelangen 
wenn  wir,  statt  die  Regel  dieser  Tetartoedric 
j'''^’'Uelbar  auf  die  dihexagonale  Pyramide  anziiwendcn, 
l^.‘"■e(le^  die  Skalenoeder  oder  die  hexagonalen  Pyra- 
r'*®»  von  abnormer  Flächensteilung  der  Hemiedrie 

'‘'^''den  abwechselnden  einzelen  Flächen  unterwerfen. 

p,  dergleichen  wir  eben  so  die  bleibenden  sechs 
h^^ben  der  irapezoedrischcn  Tetartoedric  mit  den 
4 '“enden  zwölf  Flächen  der  hexagonalen  Skalenoe- 
Nder  Trapezoeder,  so  finden  wir,  dass  jene  ge- 
'lieselbe  Lage  haben,  wie  die  Flächen  der  an  den 
t,‘"®ebselnden  (normalen)  Mittelkanten  gelegenen  Flä- 
/Vare  beider  Gestalten.  Folglich  werden  wir  auf 
K^®lbe  Resultat  gelangen,  wir  mögen  nun  die  Re- 
r.  ''ieser  Tetartoedrie  unmittelbar  für  die  dihexago- 
ii“  ® dyi-aniide  geltend  maclien,  oder  die  Skalenoeder 
bexagonalen  Trapezoöder  der  Hemiedrie  nach 
‘'1  den  abwechselnden  (normalen)  Mittelkanten 
®8enen  Flächenpaaren  unterwerfen. 

a)  Rhomboedrische  Tetarloedrie. 

§.  314. 

^'“k'tmig  der  Rhomboeder  von  abnormer  Flächenstellung. 

Rhomboeder  von  abnormer  Flächenstellung 
1',,  *''c  tetartoedrischen  Gestalten  der  dihexagonalen 

|^/'*'uidpn  nach  den,  an  den  abwechselnden  Mittel- 
Selogenen,  abwechselnd  oberen  und  unteren 
oder,  diejenigen  tetartoüdrischen  Gestalten 
i/.®  ‘‘yratuiden,  welche  durch  Vergrösseriing  der 
' abwechselnden  Gliedern  nach  oben  und  unten 
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iisli*'' 


entgegengesetzt,  nach  rechts  und  links  übereiH' 
mend  liegenden  Flächen  entstehen.  .j 

Ans  dieser  ihrer  Definition  folfft  nnmittelhar, 

O . j|5 

dieselben  Rhoinboeder  zum  Vorscheine  koninie”  " 
sen,  wenn  inan  in  den  hexagonalen  Pyraiifid*^'' 
dritten  Art  die  abwechselnden  cinzelen  Flächen 
Vergrösserung  bringt.  Du  nun  der  in  §.  299  geg®  j|,|i 
Beweis  für  die  Ableitung  der  llhomboeder  a«* 
hexagonalen  Pyramiden  eigentlich  ganz  unabln*'’f,^ 
von  der  Stellung  und  Bedeutung  dieser  Pyramiden 
so  werden  auch  die  hexagonalen  Pyramiden 
normer  Flächenstellung  nothwendig  auf  Rhomhö^j^i, 
gelangen  lassen,  sobald  ihre  abwechselnden  ein^®  • 


eb«"' 


Flächen  wachsen,  bis  zum  Verschwinden  der 


gen.  Nur  werden  diese  Rhomboeder  eben  so  vo"  ' ji 
normer  Flächenstelliing  seyn  müssen,  wie  die  a"*  , 
abgeleiteten  Rhomboeder  normale  Flächenstc'* 
liauon.  II,, 


Die  Zeichen  der  vier,  aus  einer  und  deiS®  ^ 
dihexagonalen  Pyramide  mVn  abzuleitenden  RI)oJ'''’m 

f 

der  von  abnormer  Flächenstellung  sind:  + ^ 


und  + 


l mVii 


- r 4 


§.  315. 

Gräiizgestalten  der  Rhomboeder  von  abnormer  FläohcnstcH'^'  ® 
Für  »1  = 00  verwandeln  sich  die  Rlionib® 


von  abnormer  Hächenstellung  in  hexagonal® 
men,  deren  abwechselnde  Flächen  jedoch  ein® 
gegengesetzte  Bedeutung  haben. 


ci)‘ 


Für  w = 1 wird  »iP/t  =wjP,  und  das  Rh®’' 
dev  der  dritten  Art  ein  Rhomboeder  der  ef  ^^,1- 
Art,  oder  ein  R.  von  normaler  Flächenstelliing»  ,,r 
dies  in  der  Erscheinung  durch  nichts  von  dein* 
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Ner  ^ ^ verschieden  ist,  obwohl 

J^liichen  nur  als  die  vergrösserten  rechten  oder 
ln,-  Flächenhälften  des  letzteren  gedeutet  werden 

n = 2 verwandeln  sich  die  llhoinhoeder  der 
in  llhoinhoeder  der  zweiten  Art,  oder 


'fth, 


“•iihocder  von  diagonaler  Flächenstelhing,  de- 


also  hier  zum  ersten  Male  begegnen 
beiden  hexagonalen  Prismen  (asP  und  <X)P2 
l^'^*‘®inen  tef artoedrisch  vollständig,  doch  hehal- 


H 


ii) 


fe  abwechselnden  Flächen  eine  entgegengesetzte 


^'•tung. 

*Js!  erhalten  wir  also  für  das  Hexagonal- 

in  seiner  rhomboedrischen  Tetartoedrie  die 
5 dass  die  sämmtlichen  Pyramiden  als  Rhomhoe- 
'ind  die  sämmtlichen  Prismen  als  hexagonale 
auftreten,  und  dass  jene  Rhomboeder  sowohl 


;?(!i 


I- 

f|;, '*®se  Prismen  normale,  diagonale  oder  abnorme 
t(?i^''®>isiellung  haben,  je  nachdem  sie  aus  der  Haiipt- 
ti-  ’ aus  der  \ehenreihe  oder  aus  Zwischenreihen 

Naien. 

Ä)  Trapezocdrilche  Tetartoedrie. 

§.  316. 

Ableitung  der  trigonalen  Trapezoeder. 

trigonalen  Trapezoßder  sind  die  tetartoedri- 
'V^  Fiesfalten  der  dihexagonalen  Pyramiden  nach 
den  abwechselnden  normalen  Mifteleeken  aua- 


— 1 

Fiesfalten  der  dihexagonalen  Pyramiden  nach 

-Ul 

,,  --  

'(iji^l^cgeuen  iXachbarflächen ; oder,  diejenigen  tetar- 


Gestalten  jener  Pyramiden , welche  durch 
“^serung  der  in  den  abwechselnden  Gliedern 
^ und  unten  sowohl,  als  nach  rechts  und 

j ^'•'^gegengesetzt  liegenden  Flächen  entstehen, 
hleihcndc  Fläche  kömmt  mit  vier  andern 
''den  Flächen  zum  Durchschnitte,  und  wird  also 


>1. 

'Hh 
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allgemein  eine  vierseitige  Figur ; da  sie  aber  ursp 
Hell  nur  gegen  die  zwei  Flächen  derselben 
liälfte  gleiche,  gegen  die  beiden  Flächen  der  ® 
gengesetzten  Pyramidenhälfte  ungleiche  Neigu''S^j,j 
so  werden  sich  auch  für  sie  neben  zwei  gleichen^^^|, 


kanten  zwei  ungleiche  Mittelkanten  ausbilden»  > 
aus  sich  folgern  lässt,  dass  die  Flächen  der 
drischen  Gestalt  gleichschenklige  Trapezoide 

Die  neuen  Mittelkanten  können  aber  " ,i 


müssen. 


ir 


in  der  Ebene  der  Basis,  noch  überhaupt  in 
Ebene  liegen,  da  für  jede  bleibende  Fläche  dkrj^jl. 

vcrsclnvindct,  welche  mit  ihr  eine  horizontale 

dele,  die  abwechselnden  Mittelkanten  aber  noch  ‘ 
die  abwechselnden  Endpuncte  der  Nebenaxen 
Die  neue  Gestalt  ist  daher  eine  von  sechs 
Schenkligen  Trapezoiden  umschlossene  Gestalt,  “^|i 
Mittelkanten  im  Zickzack  auf-  und  absteigen» 


ein  trigonales  Trapezoeder. 

Die  Zeichen  von  je  vier,  aus  einer  und  ders®^^,f 
«lihexagonalen  Pyramide  abzuleitenden  trigonalß” 

, . , , mPn  j , jf/iP/i 

pezoedern  sind:  + r und  + ^ — . 

§.  317. 

Gräiizgestalten  der  trigonalen  Trapezoeder. 

Für  wi  = 3ü  verwandeln  sich  die  trigonalt^l* 
jiezoeder  in  ditrigonale  Prismen,  indem  ycf' 
Regel  der  Tetartoedrie,  auf  a:;P«  angewendet,  jjfi' 
grösserung  der  an  den  abwechselnden  norinal^'J^ 
tenkanten  gelegenen  Flächenpaare  fordert; 
ben  die  abwechselnden  Flächen  dieser  Prisma** 
entgegengesetzte  Bedetitung. 

Für  n = 1 verwandeln  sich  die  Trap®*” 
Rhomboeder  von  normaler Flächeiist®^^^ 
weiche  sich  ihrer  Erscheinung  nach  durch  v"'' 

,<len  Rhomboedern  in  §.299  unterscheiden  j ^ 
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oberen  und  unteren  Flächen  eine  nach  rechts 
' links  verschiedene  BedeiiUing  haben. 

( Für  n = 2 verwandeln  sich  die  Trapezoeder  in 
■ ‘Sonale  Pyramiden  von  diagonaler Flächenstel- 
'S’  deren  obere  und  untere  Flächen  nach  rechts 
links  verschieden  sind,  was  jedoch  auf  die  Er- 


Xnii 


Ij.  i'ning  der  Gestalt  selbst  ohne  EinHuss  bleibt. 
Zusamhienhang  der  trigonalen  Pyramiden  mit 
übrigen  tetartoedrischen  Gestalten  iles  ^>ystemes 
durch  ihr  Vorkommen  in  der  Wirklichkeit  voll- 
’'0nen  bestätigt. 

I 9as  Prisma  ceP  erscheint  vollständig  mit  nl- 
j*'*'  Sechs,  jedoch  ihrer  lledenlung  nach  entgegenge- 
^J*ten  Flächen;  das  Prisma  ocP2  «lagegen  nur  mit 
abwechselnden  Flächen,  als  trigonales 
‘^‘Snia  von  diagonaler  Flächenstelluiig. 
j ^Vllgeiiiein  erhalten  w'ir  also  für  das  Hexagonal- 
Ü^eiu  in  seiner  trapezoedrischen  Tetartoedrie  die 


1,  dass  die  Gestalten  der  Hanptreihe  als  Ithom- 


> UtlSS  Ult!  vtcsinilt.ll  uci  ......  J.. .........  .....  ......... 

J^^'ler  „nd  hexagonales  Prisma,  die  Gestalten  der 
^'^_^enieilie  als  trigonale  Pyr.aiuiilen  und  trigon.ales 
die  Gestalten  der  Zwischenreihen  endlich  als 
jVnale  Trapezoeder  und  ditrigonale  Prismen  aul- 


Drittes  C ap  it  el. 

V 

der  Berechnung  der  Gestalten  <les 
H e X a g o n a 1 s y s t e m e s. 

§.  318. 

V^orbereitung. 

Hllg  drcizählige  Axensystem,  welches  nach  §.  280 
Gebiete  des  Hexagonalsysteines  vorzuneh- 
Hechnungen  subsidiarisch  zu  Grunde  gelegt 
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werden  muss,  ist  eigentlich  ein  monoklinoedris*^^^ 
(§.  24) ; denn , nachdem  die  Axe  der  u elbiiinirt  " 
den,  bleiben  nur  noch  die  unter  60°  geneigten 
der  y und  z und  die  Axe  der  ;r,  welche  auf 
beiden  rechtwinklig  ist.  Der  Unterschied  besteht 
darin,  dass  im  monoklinoedrischen  Systeme 
schiefwinkligen  Axen  vertical  zu  stellen  ist  (§•  ^ 

während  in  gegenwärtigem  Systeme  die  Axe 
die  Hauptaxe  seyn  und  bleiben  muss.  Weil 
sämmllichen  Calcüle  iin  Gebiete  eines  monoklino*’  ^|, 
sehen  Axensystemes  davon  ganz  unabhängig  sin<l) 
diese  oder  jene  Axe  die  Holle  der  Hauptaxe 
so  können  wir  die  in  der  Elementarlehre  §.  24 
gefundenen  Formeln  unmittelbar  für  die  Berechi’'*^|| 
des  Hexagonalsystemes  in  Anspruch  nehmen,  ^ 
wir  in  denselben  p = 60°  setzen,  die  Buchstabe^ 
und  z,  a und  c vertauschen  *),  tind  endlich  statt 
lind  c die  Grössen  m,  n und  r schreiben.  ij 

Für  irgend  einen  durch  seine  Coordinaten 
und  Z gegebenen  Punct  wird  also  die  Centraldist“ 

V = l/s^+y^  + z^  + yz  (§.  27) 
und  für  irgend  zwei,  durch  ihre  Coordinaten  geg^" 

1‘iincte  die  gegenseitige  Distanzlinie, 

n = Y'(x—a;') " + iy—y') ' +(z—z')  “ + {y—y^z-^^ 

Für  irgend  eine  Fläche,  deren  Gleichung 


<ti 


m 


+ 

n 


z 

r 


werden  die  Gleichungen  der  Normale  aus  den» 
telpuncte,  nach  §.28 


X 


2/«(2r — «) 


= 0 


•)  Denn  unter  x haben  wir  die  Coordinate,  unter  <t 
raincter  zu  verstehen,  welcher  sich  aut  die  Hauptaxe  be^ 


p- 


^ysiemlehre.  llexagonalsystem,  Cap.  III.  401 


X 

3«r 

z 


2m{;2n — r) 

y 

2n — r 2r — n 
” <lie  Länge  dieser  Normale: 

OTÄr|/3 


= 0 
==  0 


, Oer  Cosinus  des  Neigungswinkels  W zweier  Flä- 


F und  F',  deren  Gleichungen 


m 


und  ^,  + 1 
m n 


+ — = 1 
r 


+ y — ^ 

****^^1  sich  nach  §.  29 

Smm'(Sn7i'+Srr' — n'r — «r')+3?imY' 


^ Zur  Auffindung  des  Cosinus  des  NcigungsAvinkels 


*'Veier  Linien  h und  U haben  wir  zuvörderst  in 


"(“h 

Q|  . jßi*®  Linien  allgemein  zu  Grunde  gelegten 
^ Eichungen  des  §.  30  die  Coordinaten  x und  z zu 
J^^^Uschen,  so  dass  bei  allen  hierher  gehörigen  Rech- 
('','*8en  die  gegebenen  Gleichungen  der  Linien  mit 
^“'ge^den  schematischen  Gleichungen  parallelisirt 
müssen: 


7+T=« 

[■7  + T""^ 


fürL' 


l ,./-r  ß> 

4-  — = 0 

I / ^ 


y 


X 


/+-r=" 


Wird  unmittelbar: 

aa'tf' f '+ 


Mer 

'“«Cf, 

1. 


auch : 


/«' ' J' - +ß' - ä' ’^+a'^y-  — a’ß'ß' - 
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Rß' 

Nach  diesen  Vorbereitungen  können  wir  Z'*’’  • 

rechnung  der  einzelen  Gestalten  übergehen;  j 
wir,  wiederum  für  die  Grundgestalt , es  mag 
che  al^  hexagonale  Pyramide  oder  als  Rhomboö 
gedacht  werden,  jedenfalls  das  Verhältniss  der 
ben  Nebenaxe  zur  halben  Hauptaxe  = 1 : a vor**’  ^ 
setzen,  und  die  Berechnung  selbst,  in  der  Abtheil'*”' 
der  holoedrischen  Gestalten  sowohl,  als  in  den  * ^ 
schiedenen  Abtheilungen  hemiedrischer  und  tetar* 
drischer  Gestalten,  auf  diejenige  Gestalt  gr*''’'^^j, 
welche  als  der  Repräsentant  ihrer  Abtheiluug  z** 
trachten  ist , (vergl.  §.  220). 

A.  Berechnung  der  holoedrischen  Gestalten, 

§.  319. 

Berechnung  der  dihexagonalen  Pyramide  mVn-,  Zwischena*®"' 

fl' 

Auf  gab  c.  Die  Grösse  der  Zwischenaxen  der  dihe**' 
gonalen  Pyramide  mVn  zu  finden. 

Für  alle  drei  Zwischenaxen  gilt  zuvörderst  ß 
meinschaftlich  die  Gleichung; 

.r  = 0 

Die  zweiten  Gleichungen  finden  sich  aus 
Lage  zu  den  Nebenaxen,  wie  folgt: 

1)  für  die  Zwischenaxe  der  Axen  der  y und  i'‘ 

y — z = Q 

2)  für  die  Zwischenaxe  der  Axen  der  z und 

2y  z = 0 

3)  für  die  Zwischenaxe  der  Axen  der  y und 

2z  -j-  y = 0 

Die  Gleichung  einer  in  den  ersten  Sexta** 
fallenden  Fläche  der  dihexagonalen  Pyramide 
ist  aber: 

X , y 


ili*'^^ 


je’’ 


ma 


+ 


4-  Z =r  1 
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D: 


Coordinaten  ihres  Darchschnittspunctes  mit  der 
^'vischenaxe  desselben  Sextanten,  oder  des  diagona- 

Mitteleckpunctes  werden  daher: 

• « 

^ = 0,  und  y — z = 


» + 1 


'"*'1  folglich  die  Centraldistanz  dieses  Punctes,  oder, 
''as  dasselbe,  die  Länge  der  halben  Zwischenaxen : 

7)  — ”1^^ 

M + 1 

Setzt  man  » = 1,  so  wird  jO  = j/4,  und  be- 
'^'‘ahtet  man  diesen  Werth  als  den  Grundwerth  der 
"’ischenaxen,  so  wird  der  Coefficient  r,  mit  wel- 
dieser  Grundrverth  multiplicirt  werden  muss, 
auf  die  Zwischenaxe  irgend  einer  Gestalt  «jPn 
^®langen  zu  lassen: 

2« 

^ ~ « + 1 

§.  320. 

Fortsetzung ; Flächennormale. 

^"fgabe.  Die  Normale  aus  dem  Mittelpuncte  auf 
®ine  Fläche  der  dihexagonalen  I^yramide  wiP«  zu 
finden. 

Vergleicht  man  die  Gleichung 


■nit 


Qj  findet  sich,  unmittelbar  aus  ihrem  für  letztere 
’^''^hung  berechnet« 

^'ächennormale : 

N = 


— + 

ma 


Gleichung 


— + 

ma 


JL 

n 

1. 

u 


+ z = 1 


+ 


z 

r 


— 1 


^ ®*'^hung  berechneten  Werthe  in  §.  318,  die  Länge 
^^ächennormale : 


-?t  + l)  + 3»* 

26* 
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oder,  wenn  wir  die,  auch  in  andern  Formeln  sciil 
häufig  vorkoinniende  Grösse 


— re  + l)4’377*  —31 


setzen, 


N 


man\/'i 

~w~ 


§.  321. 

Fortsetzung;  Kantenlinlen. 

Aufgabe.  Die  Kantenlinien  der  dihexagonalen  PJ 
ratuide  niPn  zu  finden. 

Die  Kantenlinien  einer  dihexagonalen  Pjraii*'' 
mVn  sind  leicht  aus  den  bekannten  Coordinaten  ih’’®'^ 
respectiven  Endpuncte  zu  berechnen;  diese  Endpun®*^ 
sind  nämlich  für  die  Kanten  der  Fläche  F'. 

(1)  der  Poleckpunct;  x — ma,y=  0,  z==  Oi 

(2)  der  normale  Mitteleckp. ; x=0,  y—  0,  z=  1’ 

f (3)  der  diagonale  Mitteleckp.;  x=0,y=^^^^, 

und  zwar  wird  begränzt:  , 

die  normale  Polkante  X von  den  Puncten  (1)  und  W 
die  diagonale  Polkante  Y - - - - (1)  und 

die  Mittelkante  . . . Z - - - - (2)und( 

Nach  der  in  §.  318  stehenden  Formel  für  die 
stanzlinie  zweier  Puncte  erhält  inan  sogleich  folg®”' 
Längen  dieser  Kanten: 

X — + 1 

Y + 1)^  + 3«^ 

77  + 1 

^ /w“ 77+1 

" + ^ . k® 

Für  den  Fall,  da  A = F,  oder,  da  die  Drei®”  ^ 

der  dihexagonalen  Pyramiden  gleichschenklig,  und  f® 

lieh  diese  selbst  regelmässig  zwölfseitig  würden,  f®*” 

1+  v/3 


^y^emlehre.  Ilexct^onalsyatem.  Cap.  HI.  405 

Dieser  irrationale  Werth  von  w verbürgt  uns 
nur  die  Unmöglichkeit  dodekagonaler  Pyrami- 
im  Gebiete  der  Kryslallfonuen,  sondern  lehrt 
auch  die  Gränze  kennen,  diesseits  und  jenseits 
"sicher  die  beiden  Polkanten  ihr  Grössenverhiiltniss 
'^‘■tauschen.  Es  ist  nämlich  die  normale  Polkante 
'^"ger  oder  kürzer  als  die  diagonale  Polkante,  je 

*''khdein  w oder  ^ I und,  weil  1,366... 

’lfif  IVäherungsvverth  dieses  irrationalen  Coefficienten, 
Werden  dihexagonale  Pyramiden  wie  «jP|,  wP^ 
“•ler  u.  s.  w.  den  regelmässig  zvvölfseitigen  Py- 

^^"tiden  mehr  oder  weniger  nahe  kommen. 

§.  322. 

Fortsetzung;  Volumen. 

^»ifgabe.  Das  Volumen  V der  dihexagonalen  Py- 
ramide jmPä  zu  finden. 

Die  Basis  der  dihexagonalen  Pyramide  «jPä  wird 
''**'ch  die  Neben-  und  Zwischenaxen  in  12  gleiche 
’l''d  ähnliche  Dreiecke  getheilt,  von  welchen  ein  je- 
die  halbe  Nehenaxe  = 1 zur  Grundlinie  und  das 
^foduct  der  Coordinate  des  diagonalen  Mitteleck- 
Nctes  mit  »t»60°  zur  Höhe  hat.  Der  Flächeninhalt 
solchen  Dreieckes  ist  daher; 

»l/3 

4(?t  -H  1) 

der  Inhalt  der  Basis  selbst ; 

3/t/3 

öa  nun  die  dihexagonale  Pyramide  aus  zwei,  in 
Grundflächen  verbundenen  einfachen  Pyramiden 
der  Höhe  ma  besteht,  so  wird  ihr  Volumen; 
‘Iman^Z 

n+i 

**  das  Volumen  einer  jeden  von  den  24  Elementar- 
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Pyramiden,  aus  welchen  man  sich  die  ganze  Pyr®' 
itiide  zusammengesetzt  denken  kann: 

man 

^ ~ 4(»  + l)i/3 
§.  323. 

Fortsetzung ; Oberfläche. 

Aufgabe,  Die  Oberfläche  S der  dihexagonalen  PJ' 
ramide  mPn  zu  finden. 

Das  Volumen  ist  auch  das  Product  der  Oberfl^' 
che  in  den  dritten  Theil  der  Flächennormale,  oder 
V = iNS 

folglich  S = 

Setzt  man  in  diesen  Ausdruck  die  Werthe  ro" 
V und  N,  so  wird: 

„ + 6ilf 

n+1  n+1 

und  daher  der  Flächeninhalt  jeder  einzelen  Pyrai'“' 
denfläche : 

^ - 4(«  + l) 


§.  324. 

Fortsetzung;  Flächenwinkel. 

Aufgabe.  Die  Flächenwinkel  der  dihexagona^®'* 
Pyramide  mPn  zu  finden. 

Wir  bezeichnen  die  ebenen  Winkel  der  Fla®*’® 
analog  den  ihnen  gegenüberliegenden  Kanten  ini*" 
Dund^;  da  nun  der  Sinus  jedes  Dreieckwinkels 
dem  doppelten  Flächeninhalte  R,  dividirt  durch 
Product  der  ihn  einschliessenden  Seiten,  so  wir<l‘ 
2F  . 2F  . ^ 2F 

sml  = y^,  sinv  = smQ  = 

Substitiiirt  man  für  F,  X,  V und  Z ihre  W^r* 
aus  §.323  und  321,  so  folgt: 
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= 


(n+l)M_ 


sinv  = 


**■«5  = 


2l4/j’a''(«+^)''  +3"’  Vn'—n+l 
M 


2|4Ä'a'+l  ]/«* — M+1 
M 


Berechnet  man  aus  diesen  Sinus,  oder  besser, 
der  Gleichungen  der  Kantenlinien  dieWerthe 
''®‘‘  Cosinus,  so  erhält  man  endlich  für  die  Tangen- 
als  die  im  Gebrauche  bequemsten  Functionen, 
^’^^Scnde  Ausdrücke: 

tang%  = 


lang  V 


3n{n — 1) 

M 


31 

taug  C 2m‘  «*(«+!)  + 3« 

Anmerkung.  Braucht  man  den  Neigungswin- 
ct  irgend  einer  vom  Pole  der  Gestalt  auslaufen- 
Kante  gegen  die  Ilauptaxe,  so  darf  man  mir  in 
(aus  der  Combination  ihrer  resp.  Flächen  fol- 
^'‘•»den)  Gleichungen  :r  = 0 setzen,  und  aus  den  da- 
bestimmten  y und  z die  Centraldistanz  D ihres 
^''tchschnittspunctes  mit  der  Basis  aufsuchen;  dann 

''itd  tama  = — Bn  Allgemeinen  aber  ist  die  Auf- 

Sung  des  Cosinus  des  Neigungswinkels  irgend  zweier 
ein  sehr  einfaches  Problem,  weil  man  nur  die 
^'«»chunjren  beider  Kanten  zu^  bestimmen  braucht, 
die  Grössen  zu  erhalten , welche  statt  der  Buch- 
^‘ahen  «,  /?,  y,  d,  i und  ? in  die  Formeln  für  cos  U 

^^■^18)  substitiiirt  werden  müssen. 

§.  325. 

Fortsetzung ; Kantcnwinkel. 

^"fgabe.  Die  Kantenwinkel  der  dihexagonalen 
Pyramide  mP«  zu  finden. 
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Wir  lassen  den  Kanten  ihre  in  §.  321  gebrancld^ 
Bezeichnung,  und  setzen  die  Gleichung  der  eine" 
Fläche  R 


^ , y , A 

— + — + z = 1 
ma  n 


so  sind  die  Gleichungen  der  drei  Flächen  F”  iind/^' 
welche  mit  die  Kanten  Ä',  Fund  2 bilden,  folgend®' 


für  F' 


— + 
ma 


{n—Vjy 


+ z 


für  F" 


X 


ma 


+ y 


+ — = 1 
n 


für  F‘ 


+ -E. 

ma  n 


+ z =1 

Setzt  man  in  den  Ausdruck  für  cosW  des  §.3l^ 
statt  der  Buchstaben  «!,  u und  r die  Parameter  d®" 
Gleichung  von  F,  und  statt  der  Buchstaben  m',  '' 
und  r'  successiv  die  Parameter  der  Gleichungen 
F\  F"  und  F"',  so  erhält  man; 

_ +2w  — 2)+3?<’^ 

— w -I- 1)  + 3„2 

2m'^a'^{in — — l)+3w* 

im'^a'^^ii^ — «+l)+3^ 

— 71  -f- 1) — 3«2 


F"  und  F 
cosX- 


cos  F=- 


cosZi 


— 71  + 1)  + 3«^ 

Die  Cosinus  der  halben  Winkel  sind: 

7/ia{2 — m) 


cos  tAT 


cos  2-  F = 


M 

-l)|/3 


COS\Z  : 


M 

■ 7lf/3 

Hieraus  folgen  die  Proportionen: 

cos-^-X  : cos^Z  = ma(2 — n) 
cos^Y  : cosiZ  = 7/ialn—i) 
cos-IrX  : cos-^Y  = 2 — « 

und  wiederum  für  X = F die  Bedinjrunfir: 

1 + F3  . . ^ 

« = ~2~’ 


wj/3 

71 

(7t— 1)  1/3 
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®^erner  findet  sich; 


lan^kH  = 


+ 1 )/3 
7«rt(2  — «) 


tang^Y 


tang\7j  = 


ma{)i  — 1)  j/3 

2main' 


/j  + 1 


M|/3 


. Hetzen  wir  den  Winkel  je  zAveier  Nachbarflilchen 
Und  desselben  normalen  Mitteleckes  = T,  und 
^ Winkel  je  zweier  Nachbarflächen  eines  diagona- 
^Wtteleckes  = U,  so- wird: 


ianglT  — 


manyS 


V'm^a^(2—ti)^+3n- 


ma(n  + 1) 


lang  iC  — 1)“  + 

§.  32Ö. 

iH  "in 

^«tzung;  Kantenwinkel  für  Pyramiden  von  der  Form  mP_— . 

öa  dibexagonale  Pyramiden  von  der  Form 

Natur  besonders  häufig  Vorkommen,  imd  die 
^^erechnung  der  Kantenwinkel  dienlichen  Formeln 
I einige  Abkürzungen  erhalten,  so  ist  es  be- 


''  y 

> dieselben  für  den  Gebrauch  unmittelbar 
1 „ , 


zur 


2u  haben.  Man  findet,  wenn  n 


cosX  = 
cos  Y == 
cosZ  = 

— 


m — 1’ 
_ 2«^(w^+2»t— 2)+3 
— »i+l)+3 
2rt’(2»t* — 2m — 1)+^ 

4«  ^ — »i + 1 j + 3 
4«  ^ {m  ~ — m + 1) — 3 

4:a^(m'^  — m + 1)  4“  3 

a{m — 2) 


410 


Reine  KrystallograpJiie. 


cos^Y  = 


a]/3 


cosiZ  = 


«i+l)+3 

1^ 


\/4 


a^(m^ 


-«j+l)+3 

daher  die  Proportionen: 

cosiX  : cosiZ  = a(m — 2) 
cos^Y  : cosi^Z  = a 
cos^X  : cojf^y  = m — 2 
Endlich  wird: 

7agp'3 


j/3 

1 

i/3 


tang^T 


ya^(m— 2)^+3 


lang  y U 


(2m — l)a 


l/sVa^+l 


§.  327. 


Berechnung  der  dihexagonalen  Prismen. 

Setzt  inan  in  den  Ausdrücken  der  vorherg®' 
den  §§.«»  = oo,  so  erhält  man  die  Formeln 
rechnung  der  dihexagonalen  Prismen  ooP«,  wie  folg*^' 

2fi 


p' 


N 


+ 1 
n^3 


cosX  — — 
cos  Y — — 


2]/n^—n-\-i. 
w*  +2m — 2 


2(«" 

4«- 


-»  + !) 

— 1 


2(/i"— w + l) 


iang^X 


n]/3 


iangiY  = 

(n — 1)|/3 


tef 


Für  tt  — — würde  das  Prisma  ein 
2 . 
massig  zwölfseitiges,  welchem  daher  keine  r* 
zugestanden  werden  kann.  Dasjenige  gleichiVi** 
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fseitige  Prisma  aber,  welches  häufig  vorkommt, 
fticht  <iie  einfache  Gestat  sondern  die 


:Hi 

Kl 


2 

'ination  ocP.ocP2,  deren  Flächen  eine  ganz  an- 


(.  ''»ge  haben,  als  die  Flächen  jener  einfachen  Ge- 
(§.  295). 

1.  ^us  denWerthen  für  cos^X  und  cos^Y  folgt  für 
*'Vei  Prismen  ocP«  und  ooP«',  in  welchen  die  dia- 
5''^len  Kanten  des  einen  den  normalen  Kanten  des 
gleich  sind,  und  umgekehrt,  und  Avelche  da- 
inverse  Gestalten  bezeichnet  werden  können : 
2— « : (w  — 1)/3  = (//— l)i/3  : 2—n' 


Si 


^aher  n' 


n+i 
2«  — 1‘ 


§.  328. 

Berechnung  der  hexagonalen  Pyramiden  mP. 

I ^etzt  man  in  den  Formeln  der  §§.  319  bis  325 
1,  so  erhält  man  die  Ausdrücke  für  die  hexa- 
'Men  Pyramiden  der  Ilauptreihe,  wie  folgt: 

' ^oiifficient  der  Zwischenaxe : 

Ü r = I ' , 

Flächennormale : 

ma^S 

Ijj  + S 

' Kantenlinien ; 

X = 

Y = l|/4/Ä='a“+3 
^ 2Z  = 1 

Linie  Z ist  nämlich  die  halbe,  und  daher  2Z 
ganze  Mittelkantenlinie,  weil  je  zwei  über 
Sextanten  liegende  Flächen  von  7nPn  für 
1 in  eine  Ebene  fallen;  aus  demselben 
brande  verschwindet  die  Kante  Y als  solche,  und 
^ bedeutet  daher  nur  die  Höhenlinie  der  Flächen 
''on  ,«p. 


Reine  Krystalhgraphie, 

IV.  Volumen; 

V = «?aj/3 

V.  Oberfläche  : 

S = 3|/4z»=a2  + 3 

VI.  Flächenwinkel; 

taiig'^  = oo,  also  g = 90“ 

4-  3 

= co?n;  to^2C=  . 

^ ' U\ 

Es  ist  nämlich  ^ der  halbe,  und  daher  2?  “ 
ganze  ebene  Winkel  am  Poleck. 

VII.  Kantenwinkel: 

cosX  = — £-”^>1+  ^ 

4-  3 

cosY  = — 1 

cosZ  = - 

Hieraus  folgt:  4cosV  + co* Z — 3;  ,in<l  “"j’ 

den  Werthen  der  Cosinus  der  halben  Wi«**'^ 
cos^X  : cog\Z  — ma  ; j/3 
Ferner  bestimmt  sich: 


ta^giX  = *!2!±lt2 
ma 


tang^Z  = taiig^U  = 2««j/4 

/«»glT  = 

j4Ä-^a2+3 
§.  329. 

Berechnung  der  hexagonalen  Pyramiden  mP2. 

Setzt  man  in  den  Formeln  der  §§.  319  his  ^ 
= 2,  so  erhält  man  die  Ausdrücke  für  die 
onalen  Pyramiden  der  Nebenreihe,  wie  folg<^: 

I.  Coeflicient  der  Zwischenaxe: 
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■ ^Jiicliennormale; 


N = 

^antenlinicn : 

X = 
Y = 
2Z  = 


ma 


y/m'a'^  + 1 


+ i 




Linie  Z ist  nämlich  die  halbe,  und  folglich 
die  ganze  Mittelkantenlinie,  weil  je  zwei  in 
®*ner  normalen  Polkante  zusammenstossende  Flä- 
®Wn  von  inPn  für  n = 2 in  eine  Ebene  fallen; 
demselben  Grunde  verschwindet  die  Kante  X 
solche,  und  X bedeutet  hier  nur  die  llöhen- 
''*iie  der  Flächen  von  ffjP2. 


' Volumen : 


V = imai/i 

^^erfläche : 

S = 4t/3/m^(r-  +"l 

^^ächenw'lnkel : 

+ 1 

= oo,  also  n = 90° 

2/3l4/tVt"  + 1 


— cot^\  lang  2^  — I 

ist  nämlich  C der  halbe,  und  daher  2^  der 
V|j^^*tze  ebene  Winkel  am  Poleck. 

^^ntenwinkel : 

cosX  = — 4, 


cos  Y = — 


«j*«’  + 2 


cosZ  = 


2m‘a‘^  + 2 
m'‘a^  — 1 


ist  wiederum  4cos  F + cos  Z = — 3;  für 
Cosinus  der  halben  Kantenwinkel  folgt: 

'0*1  F : cos^Z  = nia : 2 
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Ferner  bestimmt  sich: 


iangi^Y  = 
tang^Z  = 
ta7ig^U  = 


+ 4 


ma 

tang^T  - 
ma^Z 


ma 


+ 4 


§.  330. 

Berechnung  der  Ableitungscoefficienten  aus  den  Kantenwhil^* 

Es  sey  in  jeder  dihexagonalen  Pyramide  jmPä 
der  halbe  normale  Winkel  der  Basis  = v 
- - diagonale  — - - — S 

ferner  der  an  der  Basis  anliegende  halbe  Wink®^ 
des  normalen  Haiiptschnittes  = v' 
des  diagonalen  - - - = Ö' 

so  wird  allgemein: 


tangv 


«\/3 


tangv'  = tna  , 


tätig  d = ^ 
(n 


tätig  S'  = 


w + 1 


l)j/3 

+ 1) 


ttf/3 


So  lange  nun  keine  Relation  zwischen  de» 
den  Ableitungscoefficienten  m und  ti  bekannt  ist, 
die  Bestimmung  derselben  von  zwei  Winkel'' 
Pyramide  ab;  wir  wollen  daher  je  zwei  diesef 
teren  als  gegeben  betrachten,  und  daraus  t/i  "" 
berechnen. 

1)  X und  Z sind  gegeben;  dann  wird; 
cos-i-X  , » 

....J 


cosv  = 


cosv  = 


cos 


2- 


und  ma  — tangv' 


sin 

2)  Y und  Z sind  gegeben;  dann  wird: 

co,S  = «nd  ’i±i=  pianel 

siH^Z^  n — 1 * 

und  »„ 

sm^\'  w+1 


cos  ö'  = 


s' 


I 
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^ und  Y sind  gegeben;  dann  wird: 

2 — n |/3  cos  -^X 

n — 1 cosrY 
auch: 

2cos^Y-\-  ]/3cosi^X 

^ cos  ^ Y -i-  i/3  cos  zX 


^nd  ma  = cote,  wenn  cos  6 = 


2cosi  F+  j/3cos^X 

sin^X 


oder  cos  t=  cot  iX 

2 — n 


§.  331. 

Fortsetzung. 


\ 9/t 

Wenn  die  Pyramide  von  der  Form  »tP ist. 


/»- 

es  am  vortheilhaftesten,  entweder  Y,  oder  Z, 
auch  U zu  kezinen;  man  findet  dann,  weil 
acos^Z  = cos^Y 

ans  F cosä'  = — cotj-Y,u.2m — l=^tangä' 

. a a 

ans  Z cosö  =;=  acotiZ,  u.  2«j — l=|/3fangd 

ans  U 2?Ä— 1=  + 1 tang^U 

«dt,  , “ 

> kennt  man  den  Winkel  U'  in  der  Pyramide  2P2, 

Weil  tangiU'  = -j^}^  (§.  329) 

* j/«^  + 1 

2 m — 1 = Ztang\Vcot^XJ' 

hexagonale  Pyramide  mV  folgt: 

X....  ma  = cote,  wenn  cosi=  ]/3cot^X 

Z ma  = ^-Itang^Z 

die  hexagonale  Pyramide  otP2: 

^ - . . . ma  = cots,  wenn  cost  = 2co8^Y 


ans  z 


adl; 


. ma  = taiigr^ 
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aus  X - 


n 


2—n 


l/iianffiX 


noeder  + ^ 


aus  Y i/3tang^Y 

B.  Berechnung  der  hemicdrischen  Gestalten 
o)  Berechnung  der  hexagonalen  Skalenoeder. 

§.  332. 

Vorbereitung. 

Wir  bezeichnen  in  jedem  hexagonalen  Sk* 
"'1’"  (Fig.375): 

die  kürzeren  Polkanten  mit  X, 
die  längeren  Polkanten  mit  1^, 
die  Mittelkanlen  mit  Z’,  I 

ferner  eine  der,  in  dem  ersten  Sextanten  (der 
und  + z)  gelegenen  Flächen  mit  jh',  und  dieje''’|'( 
drei  Flächen,  welche  mit  ilir  die  Kanten  X,  Y 
bilden,  mit  R',  R"  und  R'"-,  endlich  die  ebenen 
kel  der  Flächen,  analog  den  ihnen  gegenüberli‘’o 
den  Kanten,  mit  v und  4’. 

Ist  nun  die  Gleichung 


für  R 


^ + ■^+.=1 

mn  n 


so  werden  die  calculativen  Gleichungen  der  dr®’ 
dem  Flächen  folgende: 


für 

R' 

X 

y 

-i- 

{n — l)r 

via 

n 

n 

für 

F" ... 

••  — + 

ma 

y 

+ 

z 

n 

für 

R'" . - . 

ma  ‘ 

n—l)y 

n 

+ 

z 

und  die  Gleichung  der  am  Milteleckpuncte  gel®o 
iVachharllächc  von  R 

X , , («— l)r  - 


ma 
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Alls  der  siiccessiven  Combination  der  Gleichung 
llJ**  ■P’  mit  den  Gleichungein  von  F\  F"  und  F"  er- 
nian  die  Gleichungen  der  drei  Kantenliuien  von 


"ie  folgt: 


für  X 


für  Y 


für  Z 


X 

ma 

y 

X 

ma 

y 

X 


n 


+ 


= 0 


+ 


+ 


n 

z 

y^ 

2u 


1 

0 

0 


ma{2 — n) 

f + c = I 

Pol  kanten  fallen  also  in  die  diagonalen  Ilaupt- 
u*'''te,  und  die  Miltelkilnten  in  Parallelebcnen  der- 
llaiiptschnitte  (vergl.  §.  302).  , 

H ^*adlicli  erhält  man  durch  successive  Cbmbina- 
''  ^er  Gleichungen  von  Z mit  den  Gleichungen  von 
I ''*'Ü  F die  Coordinatcri  der  beiden  MiUeleckpuncte 
'^L^lüche  F,  niinilich: 

'''  üen  Mitteleckpunct  an  Z: 

ma{2—»)  „ ^ _ 2.  z = 

3/1 

üen  Mitteleckpunct  an  Y: 

X ^ y = 


l\lp 


X = — ii- — -)  y = — ^ — V 


3w 


T5 


ft 

T 


üea  Poleckpunct  ist  aber: 
X = mai  2/  == 


z = 0 


Axendistanz  der  Mitleleckpuiicte  ist  daher 
hexagonalen  Skalenoedern  constant  = (/4. 


J ^^erhergehende  §.  enthält  die  Fleincnte  zui 

27 


§.  333. 

^■»visclienaxe,  Flächcnnormalc , Kantcnlinlen. 
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vollständigen  Berechnung  der  hexagonalen  Skater*“^ 
der.  Da  die  Zwischenaxcn  und  Flächennorntale  ih^j^ 
ursprünglichen  Werth  behalten,  so  wird  die  8er®*’ 
nung  der  Kantenlinien  das  erste  aufzulösende  Prou* 
Es  sind  die  drei  Eckpuncte,  welche  diese  Ka® 
linien  in  der  Fläche  F hegränzen : 

(1)  der  Poleckpunct, 

(2)  der  Mitteleckpunct  an  X, 

(3)  der  Mitteleckpunct  an  F; 
und  zwar  wird  begränzt: 

die  Polkante  X,  von  den  Puncten  (1)  und, (2) 
die  Polkante  F,  - - . . (i)  und 

die  Mittelkante  - - - - (2)  und 

Da  nun  aus  dem  vorigen  §.  die  Coordinatcn  " 
ser  Puncte  bekannt  sind,  so  findet  sich  nach  der 


mel  für  R in  §.  318; 

~~  3n ~3^ 

„ 2y'm^a'(u  + l)^+3/i'^  __  2(2 

3n  3« 

' _ 2Vm'^a^C2—ny  + 3n^  2R 

3«  3« 


Jedes  Skalenoeder  + 


§.  334. 

Volumen  und  Oberfläche. 

mVu 


„ wird  durch  die  w® 

len  und  diagonalen  Ilauptschnitte  in  12  unregcliH“'  ;1(. 

Tetraeder  oder  einfache  dreiseitige  Pyramiden  g®*  ,jf|i 

Betrachtet  man  für  jede  dieser  Elementarpyra"*  ^i; 

die  in  den  normalen  Ilauptschnitt  fallende 

Grundfläche,  so  bildet  das  Product  aus  einer  dei  cc 
^ • cCf 

dinaten  y oder  Z des  Mitteleckpunctes*in  i?* 

Höhe  derselben.  Die  so  bestimmte  Grundflä®’  ,,1' 


abe^  ein  gleichschenkliges  Dreieck,  dessen 


Gt" 


5 
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* ' 
f.  ® = 2ma,  dessen  Höhe  = 1,  und  dessen  Inhalt 

==  na. 

j I ^un  ist  die  entsprechende  Coordinate  des  Mittel- 
ij  Pttiictes:  y = %,  also  ysinßO°  = die  Höhe 
* ^leinentarpyramide ; folglich  ihr  Volumen: 


V = 


»iffl 

3j/3 


Volumen  des  ganzen  Skalenoöders : 


V = 12® 


sich  ergiebt,  dass  das  Volumen  der  hexago- 
Skalenoeder  gleichfalls  eine  von  der  Ableitungs- 


**  gänzlich  unaohängige  Grösse  ist  (vergl.  §.  236). 
Weil  das  Volumen  V auch  ein  Product  aus  der 
.^''fläche  S in  den  dritten  Theil  der  Flächennor- 
So  wird 

^ N 

Hach  Substitution  der  Werthe  von  V und  iV, 
iy'4^a^(jn-—/i+l)+3ti'^  431 


Flächeninhalt  ein  er  Fläche  des  Skalenoeders  : 

F = 


« _ E 

~ 3u 


§.  335. 

Flächenwiiikel. 


Öa 


Ol,  ^ der  Sinus  jedes  Dreiecktvinkels  gleich  dem 
Flächeninhalte,  dividift  durch  das  Product 


ihn 


einschliessenden  Seiten,  so  wird: 

«iftt  2F  2F  . 

s = smv  = , smi,  = 

.^Hbs 


2F 

Yz’  “ VZ  ’ ”■  XY 

^hstitnirt  man  für  F,  X,  Y und  Z ihre  bekann- 
^«rthe  aus  §.334  und  §.333,  so  folgt: 

3iiM 


sin  § 


2QR 


27* 
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tinv  = 


sin^  — 


3nM 

2FB 

3nM 

2PQ 


jjf 

Sucht  man  hierauf  mittels  der  Gleichung^®  ^ 
Kantenlinien  der  Fläche  R nach  §.  318  die 
derselben  Winkel  g,  v und  so  gelangt  man 
lieh  durch  Combination  beider  Functionen  nuf 
Tangenten,  als  die  im  Gebrauche  bequemsten  ^ 
drücke ; 

, 3nM 

tätigt  = 


iangv  = ■ 
tang^  = 


3n3I 

' 2ot  ’ a ’ (2m— 1)(2— «)— 3m* 

3nM 


2»i»aHM+l)(2«— l)+3w* 

Bezeichnen  wir  den  Neigungswinkel 
der  längeren  Polkante  zur  Axe  mit  <* 

- kürzeren  - - - - ß 

beider  Polkanteh  eines  Hauptschnittes  - 
so  wird: 

nia(n  + 1) 

«j/3 

tiy3 

und  daher  für  i//,  'oder  den  ebenen  Winkel  de» 
gonalen  Hauptschnittes : 

3man'^]/3 


cota  = 


tangx{j 


m'‘a^{2n — 1)(m+1) — 3n^ 


§.  336. 

Kantenwinkel.  „iS 

£ 

Setzt  man  in  dem  Ausdrucke  für  cos  W n®®  f< 
statt  m,  n und  r die  Parameter  der  Gleichung  ''  ^(1 
und  statt  m',  n'  und  r'  successiv  die  Parame^^’^^.ft' 
Gleichungen  von  F',  F'  und  F'%  so  erhält 


=cof  Fin  §.325 
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(^1  S®_der  Bedeutung  dieser  Flächen  zu  einander  die 
**nus  der  Kantemvinkel  X,  Y und  Z,  wie  folgt: 

CO,  y 2m'‘a'^{2n'^ — 2?/. — 1)+3»* 

4w*^a*(»* — «+l)+3»* 

co^  Y 2/»^g^(4a — n^- — 1)+3»^^ 

4//t*a’(»* — »4-l)-4-3»* ' 

Co,  7 2ot^  («^  +2«— 2) — 3w^ 

4»»*o*(»^ — m4-1)+3»* 

(Hj  Cosinus  der  halben  Kantenwinkel  finden  sich 
jn^j'''eder  nach  der  bekannten  goniometrischen  For- 
t|j  ’ oder  durch  successive  Combination  der  Glei- 
}^''S  Von  F mit  den  Gleichungen  der  diagonalen 
iji  l'^schnitte  in  den  Sextanten  {yz)  und  {zu)  und  des 
***hes  durch  die  Mittelkante,  wie  folgt: 


cos 


t V _ ““1^ 


C0S|F  : 


ma{7i — l)j/3 

M 


coslZ'= 


M M 


(i)(  ^egen  des  einfadieren  Ausdruckes  und  der  dar- 
gründenden  Vergleichungen  ist  jedoch  der  Si- 
tZ  noch  wichtiger  als  der  Cosinus,  nämlich: 


siniZ  = 


ma«l/3 

M 


**®raus  folgen  die  Proportionen: 
cosiX  : cos-i-Y  = 1 : « — 1 
cos^X  : sinlZ  = 1 : » 

cos^Y  : sinkYi  = n — 1 : n 
Gleichung: 

»in{Z  = cot^X  + co#4F 


1 


j _ =.2cos^{Y+X)cos^{Y--X) 

S Skalenoeder  ist  also  der  Sinus  der  hal- 

‘ ' ‘‘Pikante  gleich  d(  ■>  - 

alben  Polkanten. 


^4^^‘‘^®|kante  gleich  der  Summe  der  Cosinus  der 
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Endlich  findet  sich: 


tan. 


\g\-X  = i i = 


tang^Y  = 
tang^Z  = 


may3 

ma{n — l)y3 
man]/3 


may3 

a ^ 

ma{n~-i)  |/3 


323 


=to/ig4Tin§ 

es  ist  nämlich  der  Winkel  Z in  den  Skaleno^ 


identisch  mit  dem  Winkel  T in  den  dihexagoO** 
Pyramiden. 

Anmerkung.  Aus  den  halben  Kantemvi»' 
bestimmt  sich: 

cos^Y  + cos^X 


» = 


« = 


cos^X 
sin^Z 
cosrX 
sin  IZ 


sin^Z  — cos\ 


lieber  die  Berechnung  der  Ableitungszahlen 
weiter  unten  das  Nöthigste  beigebracht  werden, 

§.  337. 


Berechnung  der  Gränzgestalt 


ceP» 


Setzt  man  in  den  Ausdrücken  der  vorherg® 


den  §§.»»  = oo,  so  erhält  man  die  zur  Uerecli''|jj 
des  dihexagolert  Prisma’s  in  seiner  skalenoedi'i®‘^j,ii> 
Hemiedrie  dienlichen  Formeln.  Da  r und  N ,|ii’ 
§.327  bekannten  Werthe  beibehalten , so  könne'* 
nur  die  Kantenwinkel  interessiren ; für  sie 


man : 


cosX  = — 


cos  5'^  = ■ 


cos  Z 


— 2n — 1 
2[«-— w+l) 

4w — — 1 
2(»"— w+l) 
2 

2(«* — «+*) 


= cos  Y in  §.327 

= CO*  Jf  ebendas. 
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Hieraus  folgt,  dass  die  Mittelkante  Z in  den  Ska- 
I *'®Sdern  von  unendlich  grosser  Axe  mit  der  norma- 
^eitenkante  der  dihexagonalen  Prismen  cx>P«  iden- 
Wird.  Diejenige  Kante  X aberj  auf  welche  sich 
Vorstehende  Werth  von  cos  A bezieht,  ist  bei  der 
^^^ohnlichen  Erscheinungsweise  der  hemiedrisch-di- 

*‘*^agonalen  Prismen^  nicht  wahrzunehmen,  weil 

^’'^'ge  dann  mit  allen  12  Flächen  auftreten.  Wenn 
Hemimorphismus  Statt  findet,  dann  bildet  sich 
N diese  Kante  in  der  Wirklichkeit  aus,  indem  sie 
Se  andere  als  die  scharfe  Seitenkante  der  beiden 
j.'^'gonalen  Prismen  ist,  in  welche  ooP«  durch  den 
^•tkiinorphismus  wirklich  zerlegt  wird.  Die  Ilesul- 
P des  Calcüls  stimmen  also  vollkoimiien  mit  jenen 
Ableitung  überein  (vcrgl.  §.  298). 


§.  338. 


Bereclmung  der  Rhomboeder  + oder 


- mR. 


, Setzt  man  in  den  für  die  Skalonot^der  berechne- 
J'ormeln  n = 1,  so  erhält  man  die  Ausdrucke 


^ie  Rhomboeder  +mR,  wie  folgt. 

Coefficient  der  Zwischenaxe: 


. r = 1 

flächennormale : 



m + 3 

' Hantenliuien : 

X = + 3 , 

y = + 3 

Z = ^ 

Linie  Y tritt  jedoch  nicht  mehr  als  Kaulen- 
linie  hervor,  sondern  ist  nur  die  geneigte  Dia- 
gonale der  llhomboederllächen;  das  Perpendikel 
'“m  Mitteleck  auf  diese  geneigte  Diagonale,  oder 
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die  halbe  horizontale  Diagonale, 


ist  in 

Rhomboedern  constant  = 1,  und  daher  das^®* 
hältniss  beider  Diagonalen  = 3 : 

/IV.  Volumen: 

V = ima]/^ 

V.  Oberfläche: 

VI.  Flächenwinkel : 

3 

tang'^  = - = tmg^ 


F4//i“«'^-j-3 


daher  cos24'  = 


= — cos2'i 


__  +3) 

‘4  und  4 sind  nämlich  die  halben,  und  daher 
und  2^  die  ganzen  Flächenwinkel  an  der  geii®'^ 
ten  Diagonale. 

Ferner  wird: 

cota  = 2may/^ 
coiß  = ma^\ 

Der  *Winkel  « ist  aber  der  Neigungsw  inkel 
geneigten  Diagonale  gegen  die  Axe;  in  jcdr'l* 
Rhomboeder  ist  daher  die  Tangente  des  Neigin'.^’, 
Winkels  der  Flächen  zur  Axe  halb  so  gross 
die  Tangente  des  Neigungswinkels  der  Folk**’’ 
ten  zur  Axe. 

Endli  -h  findet  sich  der  ebene  Winkel  des 
gonalen  Ilauptschnittes 

3wmi/3 
= 2«^.^ 

und,  als  Function  von  X 

C0s4  = ^ 

2giu\X 

VII.  Kahtenwinkel: 

2mßa^  — 3 
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tang^Z 


= — = conx 


+ 3 
^ wird  X 


t'ür  m'^a^  = i wird  X = 90“,  und  das  Rhoin- 
Jtoiider  verwandelt  sich  in  das  Hexaeder;  daher 
Scheint  der  Werth  = t in  der  Natur  nicht 

Vorkommen  zu  können. 


§.  339. 

Berechnung  der  Gränzgestalt  ■ 

j Setzt  man  dagegen  in  den  für  die  Skalenoeder 
I Rechneten  Formeln  « = 2,  so  erhält  man  diesel- 
Ausdrücke , welche  oben  für  die  hexagonalen  Py- 
".^'"iden  wiP2  gefunden  wurden.  Die  lle.sultate  der 
^“ieitnng  finden  daher  in  denen  der  ßerechnung  ihre 
I“*'kommene  ßestäligung,  und  der  zwischen  den  Ska- 
^''•'Sdern  und  hexagonalen  Pyramiden  der  Neben- 
obwaltende  Zusammenhang  folgt  aus  den  lle- 
!’^'^'inungsformeln  der  Skalenoeder  mit  derselben  Evi- 
■ wie  aus  ibrer  Ableitungsconstruction.  Wie  aber 
I ''  'ier  Ableitung,  so  geht  er  auch  in  der  Berechnung 
^doren  sobald  man  die  Resultate  der  letzteren  als 
j^^ctionen  der  secundären  Ableitungscoefficienten  aus- 
"»ückt. 

' §.  340. 

^'''^chnung  der  hexagonalen  Skalenoeder  für  das  Zeichen  mRn. 

^ Wir  sahen  oben  in  §.  304 , dass  dem  secundären 
^’^i'iben  m'R”'  das  primitive  Zeichen 

mP/t 

2 ~ 

l^'l^'^l't'icht.  Wollen  wir  ^Iso  die  in  den  vorherge- 
H***''®“  §§  enthaltenen  Resultate  der  Berechnung  so' 
"^'^üeken , dass  sie  sich  nicht  auf  das'primitive  Zei- 
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dien  sondern  auf  das  secundäre  Zeichen 


beziehen,  so  haben  wir  nur  durchgängig 
für  m den  Werth  m'n' 

2»' 


für  n 


«'+1 


zu  substituiren,  worauf  sich,  nach  Unterdrückung  j*’ 
Accente,  dieselben  Resultate  für  wil"  in  folgen®® 
Form  darstellen; 

I.  Coefficient  der  Zwischenaxe: 

4» 


3re+l 


II.  Flächennorraale : 


N = 


many'i 


l4Ä^a’(3«^  + l)  + 3 
III.  Kantenlinien: 

X ==  + 

Y = •il/»i’a^(3«+l)“4-12  = \(Ü 

= \IV 


z = 4l4»’a"+3 
Das  Perpendikel  vom  Mitteleckpunct  auf  die 
gere  Polkante  ist: 

^ _ 2i?/' 

Q' 

IV.  Volumen: 

V = imnay\ 

V.  Oberfläche; 


S = 4i'?«2aä(3«»+l)+3  = 

VI.  Flächen  Winkel: 

3M' 

tang^  = 


ffli^«’(3w  + l)4-3 
331' 

tätig  V = — 


»»^«^(3/<  — 1)  — 3 

m' 


»j'“a^(3«+l)(3« — l)+fl 
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Ferner  wird: 

?fla(3?<  + 1) 

cota  — 2p3 

ma{5n  — 1) 

cotß  = 

Endlich  findet  sich  der  ebene  Winkel  des  diago- 
nalen Hauptschnittes : 

±2inan\/^ 


m i 

Kantenwinkel: 
cosX  = — 


w»’a“(3w*  ■ 


-6« — 1)-|~  ^ 


2/»^a^(3»'‘  + 1)  + 6 
„ »i®a“(3»*  + 6w — 1)+6 

cosY  = h„. 2 ;.'ä7^.,2  _i- 1 ^ _i_  fi 


cosZ  = 


2m^a^(Sn^  + 1)  + 6 

— 1) — 3 

Für  die  halben  Kantenwinkel  folgen  die  Propor- 
tionen : 

cogiX:cosi^Y=  n + l’.n  1 
cosiX:  sin  iZ  — w + 1 '•  2« 
cos'i:Y : siniZ  = « 1 ■ 2« 

Endlich  findet  sich  auch: 

F 

ianglX  — 

d' 

ia?isiY  »,«(«  — 1)/3 

vian]/^ 

langlZ  = — jj/ 


§.  341. 

Berechnung  iton  ooR".  ■ 

Setzt  man  in  den  Formeln  des  vorhergehenden 
^•*»==00,  BO  ethält  man  die  Ausdrücke  für  die  di- 
^Xogonalen  Prismen: 
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N 


«/3 


1/3«^  + 1 
_ 2/^^~+  1 


cosX  = — 


cos  V = — 


3/i  + l 

3«^  — 6«  — 1 
2(3«’  + iT 
3«’  + 6«  — 1 
2(3«’  + 1) 
3«’  — 1 


cosZ  = — 

3«’  + 1 

wobei  zu  erinnern,  dass  Z die  normale  Seitenkant® 
ist,  und  X dieselbe  Bedeutung  bat,  wie  solche  i" 
§.  337  angegeben  worden. 


§.  342. 

Kantenwiiikel  der  wichtigsten  Skalenoeder. 

Da  in  der  Natur  die  Skalenoeder  von  der  Foi'" 
mlii,  mR],  mR^,mR^  und/«/t’  besonders  häu® 

Vorkommen,  und  die  Kantenwinkel  in  jjraxi  den  wie''' 
tigsten  Gegenstand  der  Berechnung  bilden,  so  ist 
gut,  die  zu  ihrer  Auffindung  für  jene  Skalenoed®’' 
dienlichen  Formeln  besonders  zur  Hand  zu  haben. 
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Man  findet  für  jedes 


^kalenoe-  i 
^ der 

cosX 

COS  F 

COS  Z 

mR\ 

4;»^«^— 9 

2G»J-a-  -1-9 

Z.m^a--.9 

28jrt^a--f  9 

28///’«’ 4-9 

mR^ 

^ m'^a- — 6 

28m’«’  -f  6 

11///’«’ — 3 

26»t=«-+6 

'Z6m  'a-  4-ä 

lS///’a®4-3 

mRl 

tvi-a'^  -t-9 

44m’fl’-i-9 

46///’«’ — 9 

52;«’ a-  d-9 

527/1’«’ -t-9 

52/«’«’ 4-9 

mR^ 

4m-«--f3 

22in-a‘^+S 

26/«’«’— 3 

2Sift’a-+3 

28/71’«’  -t-3 

28/7/  ’«’ 4-3 

mR^ 

22m’«'‘H-3 

52//t’«’-f  3 

74///’«’— 3 

76»«’a^-t-3 

76///’ß’-f-S 

76///’«’ 4-3 

mR'' 

62m’o'*-t-3 

94///'«’ -1-3 

146/«’«’— 3 

l4877J“a--t-3 

148///’ «’ 4-3 

143///’«’ 4-3 

Terner  gelten  für  die  halben  Kantcmviükel  die 
*^®i>ortionen : 


in  mJ\'i ; 
' mB^; 
' ttlKi  j 
' mR^ ; 

' «jjR‘ ; 

' mR''; 


cosiX  : cosiY  : sin^Z  = 4 

=3 

5 

=2 

=3 

=4 


1 : 5 

1 : 4 

2 : 7 

1 : 3 

2 : 5 

3 : 7 


5 §.  343. 

'''Dehnung  der  Ableitungscoefficienteii  aus  den  Winkeln  von  mR". 

Mittels  der  beiden  Cotangenten: 

c„(«=’^<2^3+-‘'(§.340)  , , 

ma{3ti — 1) 

cotß  = 

Hm  Relationen,  welche  zwischen  cos^X,  cos^Y 
Statt  finden,  ist  man  im  Stande,  die  Ah- 
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leitungszahlen  m und  n eines  Skalenoeders  mB" 
je  zweien  seiner  Kantenwinkel  zu  bestinunen. 

1)  X und  Y sind  gegeben;  man  findet  » aus 

«4-1  cos\X 

n — 1 cos^Y 
dann  für  den  Hiilfswinkel  «: 

37^  + l 


cosa  = 


, eotl Y 


(/«— 1)(/3 

und  endlich: 

2i/3  cofa 

yn,  — - r 

«(3m  + 1) 

oder  auch,  für  den  Hiilfswinkel  /?; 

a 3« 1 

=ö:+iP 

und  endlich: 

2^3  cotß 
a(3«  — 1) 

2)  X und  Z sind  gegeben;  dann  wird: 

2«  sin^Z 

«4-1  cos^X 

woraus  sich  n bestimmt;  hierauf  erhält  man: 
lang  1 

nf/3 


m 


cosß'  = 


n^Zcol^Z 

wo  /S'  der  Neigungswinkel  der  Polkante  des  ei'’' 
geschriebenen  Rhomboeders  mR  zur  Axe; 
endlich : 

a 

3)  Kund^  sind  gegeben;  dann  bestimmt  sich  e*’*” 


« — 1 


sm  ^Z 
cos^Y 


Mittels  n bestimmt  man  cosß\  wie  vorher,  i”*' 
daraus  wiederum 

cotß'\/3 


.a 


m 


a 
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§.'  344. 

Fortsetzung. 

Kennt  man  einen  dev  Ableitung, scoeflicienten , so 


'St 


Jedenfalls  ein  Winkel  zur  ßestiiumung  des  Ska* 


'^•'OeJejg  hinreichend. 

Ist  »j,  und  folglich  auch  das  eingeschriebene 
Rhomboeder  mH  bekannt,  so  findet  man: 
aus  X ....  n ^ tang(<p — \Z')cot^Z' 
wenn  sin(p  — 2cos^Xcos-^Z' 
aus  F ....  n = tätig (jp  + ^Z') cot iZ' 
wenn  sinip  = 2 cos cos ^Z' 
aus  Z ... . » = langiZ  cot^Z' 
indem  Z'  in  allen  diesen  drei  Fällen  die  Mittel- 
kante des  eingeschriebenen  Uhomboßders  mR  be- 
deutet. 

Ist  n bekannt,  so  findet  man: 

„ 3»  — 1 


aus  X. . ..  cosß  = 


(k-1-  l)[/3 


cot 


und 


2i/3  colß 

^ «(3«  — 1) 


5) 


aus  Y. 


cosa 


und 


m = 


5) 


•ais  Z . . . . cosß'  : 


3ti  1 

^“1)73 

2]/3  cota 
a(3n  -k  1) 

1 


cot  i F 


und 


tn 


«j/3  COt-rZ 

colß'y3 

a 

JJnter  diesen  Fall  gehören  auch  sämmtliche  Rhom- 
^oeder,  indem  für  sie  m = 1 ist;  daher  wird  all- 
&6n\ein  für  mR'. 

4 

cosß  = cotiXf/-^ 

«nd  m = 


tang-rXy'S 


a 
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Oder  hat  man  auf  irgend  eine  Art  den 
beobachtet,  so  wird 

cot  u j/3 

2a 


m 


§.  345 

Polkanten  von  ?nß«  als  Functionen  der  Polkanten  ihrer  Rhoinbo^“''^^ 

Wie  die  Tangente  der  halben  Mittelkante  ^ 
jedem  Skalenoeder  mW'  ein  rationales  Multipluin 
Tangente  der  halben  Mittelkante  Z'  des  eingescl'f'^ 
benen  Rhomboeders  mR,  so  sind  auch  die  Tanged*'*'' 
seiner  halben  Polkanten  X und  Y rationale,  nur 
n abhängige  Multipla  der  Tangenten  der  halben  r"'' 
kanten  X'  und  X"  in  den  beiden  zugehörigen  Rlid’'' 
boedern;  und  es  lässt  sicli  daher 'der  Werth  voi*  ** 
wie  aus  den  Winkeln  Z und  Z',  so  auch  aus 
Winkeln  X und  X',  oder  Y und  A'"  auf  eine 
einfache  Art  bestimmen. 

Wir  wissen,  dass  in  jedeip  Skalenoeder 
^m^a ' (3,v — 1)  - +12 


iang^X  = 
lang  Y = 


wi«(«+l)j/3 

l4rt=«^«+l)^+12 


ma{ii — l)j/3 
und  dass  in  jedem  Rhomboeder  m'R: 

. , j4«'"a’+3  ■ 

tang{X'  = i — 7-7?- 
mayo 

Nun  ist  nach  §.  307  für  wtß": 
das  Rhomboeder  der  kürzeren  Polk.  = ^wj(3h-—1), 
' - längeren  --  = 4;/>(37/-+l)y 

Setzt  man  in  die  Formel  für  langiX'  statt ' 
erst  im(3n—l)  und  dann  ^ot(3w+1),  so  folgt: 

für  ^m(3n — l)ß fang-^X' 


für  ^?«(3«+l)R langiX" 


iangr^ 

öu — 1 


3«+l 
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1^ 

®nnt  man  also  bereits  einen  der  Winkel  X'  oder  X", 
diess  sehr  oft  der  Fall  ist,  und  hat  man  in  mR” 
J*'  Winkel  X oder  Y gemessen,  so  führt  diese  ein- 
Messung  auf  die  Bestimmung  von  »;  denn  es 


3m  — 1 
w + 1 
3m + 1 
« — 1 


tätig  iXcotiX' 
= fang  cot \X" 


i 346. 

Metastatisclie  Skalenoeder. 

1^  Wenn  wir  aus  irgend  einem  stumpfen  Rhom- 
mR  die  Reihe  der  Skalenoeder: 
mR mR” mR'^ 

j Jciten,  indem  wir  der  Ableitungszahl  n successiv 
^,J>ier  grössere  und  grössere  Werthe  ertheilen,  ohne 
>trationaIen  Werthe  auszuschliessen,  so  werden 
kürzeren  Polkanten  der  successiv  abgeleiteten  Ska- 

‘'Hs 


j^^Heder,  von  den  Polkanten  des  Rhomboeders  mR 
^S^hend,  anfangs  immer  schUrfer  und  schärfer  wer- 


> für  einen  singulären  Werth  von  m ein  Minimum 
^'®'chcn,  und  darauf  wieder  stumpfer  Averden;  bis 
^ ®^dlich  für  n = oo  den,  der  Gränzgestalt  mR‘^ 
^^^2  ziikommenden,  Winkel  von  120“  erreichen. 
kh\  nun  je  ZAvei  in  einer  oberen  (oder  untc- 

y'^olkanteJC  zusammenstossende  Flächen  von  m//J" 
Mittelkanten  des  eingeschriebenen  Riiomhoe- 
®*6itzen,  durch  Avelche  zugleich  eine  unlero  (oder 
^'hiclie  desselben  Rhomhoäders  geht,  so  schnei- 
diese  letztere  Fläche  immer  in  denselben  ZAvei 
■ho  '’nd  da  sie  beide  für  jeden  Werth  von  m glei- 
g^gf^n  die  Rhoinboederfläche  haben,  so 
\oi^  “'is  bekannten  Sätzen,  dass  ihr  gegenseitiger 
ii>,^'’l,'''g-swinkel  X ein  Minimum  wird,  sol)ald  sie  selbst 
j ^'ch  auch  ihre  Durchschnittslinio  auf  der  he- 

28 
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zeichneten  BhomboSdörflacho  rechtwinklig  sind. 
wird  aber  der  ebene  Winkel  der  Rhomboederflä® 
das  Maass  dieses  Winkels  X;  folglich  ist  das 
Miniinuiu  des  Polkantenwinkels  X von  /«ß” 
dem  Polflächenwinkel  des  eingeschriebenen  BhoJ“ 
boeders. 


AVeil  aber  die  Polkante  X,  nachdem  sie  ihr 


0' 

nimnm  erreichte,  wieder  bis  zu  120°  znnimnit, 
muss  sie  offenbar  für  irgend  einen  zweiten  singuh**^ 
Werth  von  7i  der  Polkante  des  eingeschriebenen  Bbo*'' 
boeders  gleich  werden. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  es  in  jeder,  ans  eii’® 
stumpfen  Rhomboeder  abgeleiteten  Reihe  von 
lenocdern  zwei,  durch  den AVinkelwerth  ihrer 


zeren  Polkante  eminente  Skalenoeder  giebt,  in' 
dieser  Winkel  einerseits  dem  Polflächenwinkel, 


de'" 


derseits  dem  Polkantcnwinkel  des  eingeschrieben 


Rhomboeders  gleich  ist.  Es  findet  also  gleichsam 


fii"' 


Uebertragung  oder  Abtretung  {Meiastusis)  der 


kel  des  Rhomboeders  auf  die  Skalenoeder  Statt, 
halb  auch  diese  letzteren  als  metastatische 


fCS' 
ul- 

lenoäder  bezeichnet  worden  sind.  Wir  unters^' 
den  sie  als : ^ f 

1)  M.  S.  der  ersten  Art;  der Polkantenwünk^ 

ist  dem  Polfläche nw'inkel  des  eingeschrieb®’’ 
Rhomboeders  gleich.  _ p\ 

2)  M.  S.  der  zweiten  Art;  der  Polkanten^''‘^ 

X ist  dem  Polkan  tenwinkel  des  eingeschr*® 
nen  Rhomboeders  gleich. 

§.  347. 

F ortsetzung. 

Ans  der  Gleichheit  der  Polkantenwinkel 
dem  Polflächenw'inkel  des  eingeschriebenen  Rb^^j,!,!« 
ders  mß  ergeben  sich  für  die  metastafischen  • 
noeder  der  ersten  Art  noch  folgende  Eigenseb 
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man  also  bereits  einen  der  Winkel  X'  oder  X'\ 
dieses  sehr  oft  der  Fall  ist,  und  hat  man  in  >«11“ 
Winkel  X oder  Y gemessen,  so  führt  diese  einzige 
»essung  auf  die  Bestimmung  von  »;  denn  es  wird: 

~ ^ = taug  iX  cot  IX' 


fl  + 1 

3 h “1“  1 
« — 1 


= iang^YcotiX' 


§.  346. 

Metastatische  Skalenofider. 

I Wenn  wir  aus  irgend  einem  stumpfen  Bhom- 
^oüder  fnR,  dessen  Polkante  jedoch  •<  120®  ist,  die 
'®lhe  der  Skalenoeder: 

mR ....mR" 

^*6lten,  indem  wir  der  Abieitungszahl  n successiv  im- 
^'•cr  grossere  und  grössere  Werthe  ertheilen,  so  werden 
j kürzeren  Polkanten  der  successiv  abgeleiteten  Ska- 
,®''oeder,  von  den  Polkanten  des  Rhomboeders  mR 
^^'^gehend,  anfangs  immer  schärfer  und  schärfer  wer- 
für  einen  singulären  Werth  von  n ein  Minimum 
'■eichen,  und  darauf  wieder  stumpfer  werden;  bis 
^ endlich  fiir  n = oo  den,  der  Gränzgestalt  mR^ 
^ otP2  zukommenden,  Winkel  von  120°  erreichen. 

t)a  sich  nun  je  zwei,  in  einer  oberen  (oder  unte- 
, Polkante  X zusammenstossende  Flächen  von  mR" 
^ 2\vel  Mittelkanten  des  eingeschriebenen  llhomboe- 
stützen,  dm  eh  welche  zugleich  eine  untere  (oder 
Flüche  desselben  Rhomboeders  geht,  so  sclmei- 
{!''  ^ic  diese  letztere  Fläche  immer  in  denselben  zwei 
und  da  sie  beide  für  jeden  Werth  von  fi  glei- 
^®igung  gegen  die  Rhomboäderjläclie  haben,  so 
Uns  bekannten  Sätzen , dass  ihr  gegenseitiger 
i,,i^®""gsvvinkcl  X ein  Minimum  wird,  sobald  sie  selbst 
j;,j. /*^^glich  auch  ihre  Duichschnittsliiiie  auf  der  be- 


1 


"eten  Rhomboederfläche  rechtwinklig  sind.  Folg- 
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lieh  ist  das  gesuchte  Minimum  des  Polkantenwinkelä 
X von  7iili"  gleich  dem  Polfiächenwinkel  des  eingC' 
schriebenen  Rhomhoßders. 

Weil  aber  die  Polkante  X,  nachdem  sie  ihr  Mi- 
nimum erreichte,  wieder  bis  zu  120°  zunimmt, 
muss  sie  oft’enbar  für  irgend  einen  zweiten  singuläre** 
Werth  von  w der  Polkantc  des  eingeschriebenen  Rho*“' 
boeders  gleich  werden. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  es  in  jeder  Reihe  vo>* 
Skalenoedern,  welche  sich  aus  einem  stumpfe** 
Rhomboeder,  dessen  Polk.  <120°,  ablciten  lässt,  zw'®*’ 
durch  den  Winkelwerth  ihrer  kürzeren  Polkante  ei«*' 
nente  Skalenoeder  giebt,  indem  dieser  Winkel  e*' 
nerseits  dem  PolHächenwinkel,  anderseits  dem  Pe^' 
kantenwinkel  des  eingescliriebenen  Rhomboeders  gle**^'* 
ist.  Es  findet  also  gleichsam  eine  Uebertragung  od^** 
Abtretung  {3Ielasfasis)  der  Winkel  des  Rhomboede*^ 
auf  die  Skalenoeder  Statt,  weshalb  auch  diese  le*^' 
teren  als  metastatische  Skalenoeder  bezeid*' 
net  worden  sind.  Wir  unterscheiden  sie  als:  , 

1)  M.  S.  der  ersten  Art;  der  Polkantenwinkel ' 

ist  dem  Polflächenwinkel  des  eingcschric^^ 
nen  Rhomboeders  gleich.  j 

2)  M.  S.  der  zweiten  Art;  der Polkantenwi**^^ 
X ist  dem  Polkantenwinkel  des  eingeschi'*^ 
benen  Rhomboeders  gleich. 

M.  S.  der  ersten  Art  giebt  es  übrigens  für 
stumpfe  Rhomboeder,  seine  Polk.  mag  oder 
120°  .seyn. 

§.  347. 


Fortsetzung. 

iit 

Aus  der  Gleichheit  der  Polkantenwinkel 
dem  Polfiächenwinkel  des  eingeschriebenen  Rh***'*^^^. 
ders  ///K  ergeben  sieh  für  die  inetastatischcn  Sk** 
noäder  der  ersten  Art  noch  folgende  Eigenschaft®** ' 
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^ *^988  ihre  Polkantenlinien  X einzeln  auf  den  ein- 
^elen  Flächen  von  mR  rechtwinklig  sind ; 

ihre  Mittelkantenwinkel  die  Supplemente 
der  Mittelkantenwinkel  von  mR  sind ; 
d^ss  der  ebene  Winkel  i;  ihrer  Flächen  ein  rech- 
ist. 

J^iese  letztere  Eigenschaft  lässt  am  leichtesten 
ßedingungswerth  von  fi  gelangen ; wir  fanden 
hinein : 


tangv  = 


3iJ/' 


e = 90% 
m'^a'‘(3n 

und 


m^a-(3n — 1)— 3 
so  wird 

1)  — 3 = 0 


diesem  W'^erthe  von  n ergeben  sich  nächste- 
1?  1 

, Folgerungen: 

ij 

71  jederzeit  rational  gefordert  würd,  so  muss 
^'ich  rational  seyn;  eine  Bedingung,  die 
Jederzeit  erfüllt  ist,  sobald  a rational,  oder  auch 
®iiie  Quadratwurzel. 

P*'  71  jederzeit  > 1 gefordert  wird,  so  muss 
und  folglich  das  Rhomboäder  mR  ein 
^l^ümpfes  Rhomboeder  seyn  (§.287  und  338). 
71,  den  bisherigen  Erfahrungen  zufolge,  von 
einfachem  numerischen  Ausdrucke  zu  seyn 
so  muss  auch»*°a^  einen  dergleichen  Aus- 
haben.  Setzen  wir  z.  B.  mit  Haüy 
für  Kalkspath:  a® 

für  Silberblende;  n“  ^ 
ßnden  sich  die,  aus  den  beiderseitigen  Grund- 
^^^talteu  R abzuleitenden  mefastatischen  Skale- 
"^^der  der  ersten  Art: 


3 

V 

3 


für  Kalkspath 
für  Silborblendc 


R^ 

R^ 
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Weil  aber  neuere  Beobachfiingen  gezeigt  i>‘*  j 
dass  für  Kalkspath  a'^  = 0,73,  für  Silberbleii'^*’^ 
= 0,(’)4  anzunehmeii  ist,  so  werden  die  Wertbe  ' ^ 
für  beide  Species  so  complicirt,  dass  man  das 
liebe  Vorkommen  ihrer  metastatischen  Skalc»*^*^ 
i?"  mit  Recht  bezweifeln  muss. 

Anmerkting.  Dass,  und  für  welchen  I 
gungswerth  von  n es  ein  iVIinimum  der  Polkai’*^jji 
geben  muss,  lässt  sich  auch  aus  dem  Ausdracl*^ 
cosX  finden,  den  ich  der  Kürze  wegen  mit 
zeichnen  Avill.  Differentiirt  man  die  Gleichung 
cos  X = (fn 

so  wird 


ntSf 


d . cos  X — dn  q 'ii 

und  setzt  man  (p'n  — 0,  so  ergiebt  sich  der  eH 

u j nr  .u  wj"a*+3  , , 

chende  W erth  von  n = > welchem , \vc‘ 

zweite  Differentialquotient  positiv,  ein  Miniinn*’* 
spricht. 


§.  348. 

Fortsetzung.  .ji 

Aus  der  Gleichheit  der  Polkantenwinkel 
dem  Polkantenwinkel  des  eingeschriebenen 
ders  mR  ergiebt  sich  für  die  metaslatischen 
noßder  der  zweiten  Art:  fjl 

dass  der  stumpfe  Winkel  v ihrer  Flächen 
flächenwinkel  des  eingeschriebenen  Rhoinl'®*^ 
gleich  sey. 

Setzt  man  fangrX  in  mR"  gleich 
so  folgt: 

8m^a^{n~~i)n  = 3(«  + 3)(m  — 1) 

und  daher 


9 


8»t*a® — 3 

Aus  diesem  Werthe  von  n ergeben  sich 
stehenden  Folgerungen : 
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Oil  n rational  seyn  muss,  wenn  das  Skalenoeder 
Oealität  haben  soll,  so  wird  auch  für  u'  ein  ra- 
tionaler Werth  gefordert. 

' Oa  n jedenfalls  >•  1 gefordert  wird,  so  muss 
auch  m'^a-  ■<  und  folglich  das  Rhomboeder 
ifiR  ein  stumpfes  seyn. 

^ öa  n immer  positiv  gefordert  wird,  so  darf  auch 
nie  >■  4-j  oder  die  Rolk.  X nie  >■  120° 

' Oa  n in  allen  bis  jetzt  beobachteten  Fällen  von 
ziemlich  einfachem  numerischem  Ausdruck  ist, 
So  wird  auch'  m^a'^  von  dergleichem  Ausdruck 
seyn  müssen.  Nehmen  wir  z.  R.  mit  llaüy  die 
iiii  vorigen  §.  angegebenen  Werthe  von  für 
Kalkspath  und  Silberblende  an,  so  weiden  die, 
aus  den  beiderseitigen  R abzuleitenden  metasta- 
tischen Skalenoeder  der  zweiten  Art: 
für  Kalkspath  ....  R^ 
für  Silberblende  ....  R^ 

§.  349. 

Inverse  Rhomboeder. 

lj^„  ^är  jedes  Rhomboeder  mR  ist  ein  anderes  Rhom- 
(|)  ^'R  möglich,  dessen  Kantenwinkel  den  Flä- 

iakeln  jenes  gleich  sind,  und  umgekehrt.  Man 
ja  zwei  dergleichen  Rhomboeder  nach  dieser 


Mn 


njj  /tauigen  Vertauschung  oder  Umkehrung  (imer~ 
lt|j  *'^*'ar  Kanten  - und  Flächenwinke]  als  inverse 
'**^0  6 der  bezeichnen.  Daseine  derselben  muss 
spitzes,  das  andere  ein  stumpfes  Rhom- 
V w weil  die  Polfläc hen winke!  von  mR 

Ifnjjl'^'telkantenwinkeln  von  m'R,  und  die  Pol- 
''Oh  Winkel  von  mR  den  Mittelflächen  winkeln 

•I  jj./  u 

gleich  sind,  und  umgekehrt. 

allgemein  für  den  Polflächenwinkel  2C 
'^'»ahoeders  mR 
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cos  2^  = 


+ 3) 


und  für  die  Miltelkante  Z des  Rhomboeders  m'R’ 

„ 3 — 2m'^a^ 

cosZ  — 3 

so  folgt  aus  der  Gleichsetzung  beider  Werthe 

, 3 

mm  = — 

als  die  Bedingungsgleichung  für  die  Ableitungszal’^^ 
je  zweier  inverser  Rhomboeder.  , 

Setzen  wir  z B,  imKalkspathe  mit  Haiiy 
so  würden  folgende  Rhomboeder  inverse; 

R und  2R 
fß  und  4ß 
iR  und  SR  n.  s.  w. 

2 

oder  allgemein  mR  und  ~R. 

ir 

Aus  der  Umkehrung  der  Kanten  - und  Fläc''^^|| 
winke!  folgt,  dass  aucli  die  Winkel  ihrer  respec**'  li 
diagonalen  Hauptschnitte  gleich  sind,  so  dass 
der  am  Poleck  gelegene  Winkel  des  einen  de"*  ‘ 
Mitteleck  gelegenen  Winkel  des  andern  gleicht-  ^ 
Das  Verhältniss  der  inversen  Rhomhoedei’ 


sich  am  kürzesten  und  bestimmtesten  mittels 


bekannten  Ausdruckes  der  Triedrometrie  bezeic^’*' 


indem  man  sie  als  solche  Rhomboeder  definii'G  « 
ren  Polecke  supplementäre  Trieder  sind, 
aus  folgt  unmittelbar  nicht  nur  die  gegenseitig® 
tauschung  ihrer  Kanten-  und  Flächenwinkel, 
auch,  dass  von  je  zwei  inversen  Rhomboedern,  ''^-,1- 
man  sie  in  gleicher  Stellung  um  einen 
schaftlichen  Mittelpunct  denkt,  die  oberen 
ren  Flächen  des  einen  auf  den  unteren  oder  ® 
Polkanten  des  andern  rechtwinklig  sind,  m* 
versa.  Fragt  man  also  für  irgend  ein  Rhoiu  j,;- 
+ mR  nach  derjenigen  Gestalt,  deren  Flächen  ^ 
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Da  n rational  seyn  muss,  wenn  das  Skalenoeder 
Realität  haben  soll,  so  wird  auch  für  a'^  ein  ra- 
. *^10  Haler  Werth  gefordert. 

^ Da  n jedenfalls  >•  1 gefordert  wird,  so  muss 
®uch  m'^a^  •<  4,  und  folglich  das  Rhomboeder 
»til  ein  stumpfes  seyn. 

Da  n in  allen  bis  jetzt  beobachteten  Fällen  von 
ziemlich  einfachem  numerischen  Ausdruck  ist, 
'io  wird  auch  von  dergleichem  Ausdruck 

«oyn  müssen.  Nehmen  wir  z.  R.  mit  llaüy  die 
•lu  vorigen  §.  angegebenen  Wertbe  von  für 
Kalkspath  und  Silberblende  an,  so  werden  die, 
den  beiderseitigen  li  abzuleitenden  metasta- 
dschen  Skalenoeder  der  zweiten  Art: 
für  Kalkspath  .... 
für  Silberblende  ....  Il^ 

Dehler  werden  aber  auch  diese  Resultate  durch 
*lie  neueren  Restimmungen  der  Werthe  von  a~ 
"'iderlegt. 


§.  349. 

Inverse  Rhomboeüer. 

„„  Dilr  jedes  Rhomboeder  mR  ist  ein  anderes  Ilhom- 
1,'"'*®«'  m'll  möglich,  dessen  Kantenwinkel  den  Flä- 
^^'''vinkeln  jenes  gleich  sind,  und  umgekehrt.  Man 


Jo  zwei  dergleichen  Rhomboeder  nach  dieser 


^^®Oseitige,i  Vertauschung  oder  Umkehrung  (inver- 
I *Wer  Kanten  - und  Flächen\vinkel  als  inverse 

Das  eine  derselben  muss 


ii^'Oboöder  bezeichnen. 

'‘'foal 


D-  ein  spitzes,  das  andere  ein  stumpfes  Rhom 
'""-eyn,  ' 


IVl 


weil  die  l’olflächenwinkel  von  mR 


Hat 


'fiel kantenwinkeln  von  «t'R,  nnd  die  Pol- 


^'HH'inkel  von  mR  den  MiUel  flächen  winkeln 
''fß  gleich  sind,  und  umgekehrt. 


«»n  allgemein  für  den  Polfläclienwinkel  2^ 


hl  'dlg 

‘Oluboeders 


mR 
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cos  2^  = 


2{m‘^a^+‘6) 
und  für  die  Mittelkante  Z des  Rhomboeders 

3 — 2///'«* 


cosZ  — 


3 + 4:m'’a^ 

so  folgt  aus  der  Gleichsetzung  beider  Werthe 

, 3 

mm'  — ~ 

2a-  |^j() 

als  die  Bedingungsgleichung  für  die  Ableitung**“ 
je  zweier  inverser  Rhomboeder.  j, 

Setzen  wir  z.  B.  im  Kalkspathe  mit  Haiiy  rt* 
so  würden  folgende  Rhomboeder  inverse: 

R und  2R 


ili  und  8jB  u s.  w. 


2 

oder  allgemein  mli  und  — It. 


m 


hr 

Aus  der  Umkehrung  der  Kanten  - und 
Winkel  folgt,  dass  auch  die  Winkel  ihrer  respe'^“|j(l 
diagonalen  Ilauptschnitte  gleich  sind,  so  dass  ^ 
der  am  l’oleck  gelegene  Winkel  des  einen  de*“ 


Mitteleck  gelegenen  Winkel  des  andern  gleich*’ .jj?' 


Das  Verhältniss  der  inversen  Rhomboedc“  ,/ 

■*1'  . 


sich  am  kürzesten  und  bestimmtesten  mittel*  “],) 
bekannten  Ausdruckes  der  Triedronietrie  oder 


rischen  Trigonometrie  bezeichnen,  indem  inan 
solche  Rhomboeder  definirt,  deren  Polecke  cn“'^j|,/ 
mentäre  Trieder  sind.  Daraus  folgt  unin’**^-/ 
nicht  nur  die  gegenseitige  Vertauschung  jhrcr^^|,/ 


ten  - und  Flächenwinkel,  sondern  auch,  dass 


zwei  inversen  Rhomboedern,  wenn  man  sie  ‘''...hf* 


II  a«''  . iJfP 

w endete r Stellung  um  einen  gemeinsoha 
Mitlelpunct  denkt,  die  Flächen  des  einen  “'jf/ 
Polkanten  des  andern  rechtwinklig  sind,  ‘“J  ii/ 


versa.  Fragt  man  also  für  irgend  ein  Rhoin^.  jfi' 


o —n 

+ mR  nach  derjenigen  Gestalt,  deren  Flächen 
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»eil  Polkanten  rechtwinklig  sind,  'so  kann  dieselbe 

ftur  X — — B seyn. 

^ 2/»a* 

i)  Berechnung  der  hexagonalen  Pyramiden  von  abnormer  Fla- 
chenstellung. 

§.  350. 

Halbmesser  der  Basis. 

Die  Resultate  der  Berechnung  der  hexagonalen 
Pyramiden  der  dritten  Art  lassen  sich  unmittelbar  aus 
4en  Formeln  für  die  Pyramiden  der  ersten  Art  ablei- 
ten,  wenn  man  in  dieselben  statt  der  halben  ]\eben- 

r mPn  . . 

sxe  den  Halbmesser  der  Basis  von  j-j-  einiunrt. 

9as  einzige  zur  Berechnung  erforderliche  Element  ist 

^aher  dieser  Halbmesser,  dessen  Bestimmung  von  den 
Coordinaten  des  Mitteleckpunctes  abbängt. 

Die  Gleichungen  derjenigen  beiden  Mittelkanten, 
Welche  zur  Darstellung  des  im  ersten  Sextanten  ge- 
^®genen  Mitteleckpunctes  contribuiren,  sind. 

X-  — 0 und  ~ + ^ ==  ^ 

(?J— 1)3  _ j 

a;  = 0 und  y 4 i 

folglich  werden  die  Coordinaten  des  Mitteleckpunctes ; 

X = 0 

n 

y ' — M+1 

fi{n — 1) 

*‘0d  die  Centraldistanz  dieses  Punctes,  oder  der  ge- 
kochte Halbmesser: 

Die  Gleichung  desselben  Halbmessers  aber  wird: 
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oder  orthoinefrisch  ausgedrückt : 

I 0 


1l 

^3 


2n — 1 


daher  die  Tangente  des  Winkels  welchen  er  nii' 
der  Axe  der  y bildet,  oder  des  Winkels  der  schein' 

baren  Verdrehung  der  Pyramiden 

(w— 1)>/3 


iangd^ 


«+1 

§.  351. 

Resultate  der  Berechnung. 

Mittels  des  gefundenen  Halbmessers  R erhalte” 
wir  nun  nach  der  angegebenen  Methode  aus  §.  32^ 

r mVn 


folgende  Resultate  für 


/ 2 ■ 

I.  Coefficient  der  Zwischenaxe: 
2n 

wie  ;n  §.319, 

II.  Flächennormale : 

«2ß«(/3 


N-. 


M 

III.  Kantenlinien: 


Polkante 


wie  in  §.  320, 


Mittelkante  = 
VI.  Volumen : 

y.  Oberfläche: 

S : 

VT.  Flächenwinkel 


— n+i 
n 


man'^]/3 

— »+1 


3nM 


— n-\-l 


an  der  Basis,  tangrp  = — 
am  Pole,  tangyj 


M 

n 

n 

M 
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Kantenwinkel: 

t)  1,  V 2«»’a°(ra* — »+l)+3»’ 

0 k.  cotX  — i, u+l)+iu' 

-'littdk.  o.,z  = - 


4ffi  ’ a ’ (» ’ — »+ 1) + 3m  ^ 


e 

man  in  diesen  Formeln  « = 1,  so  verwan- 
sich  selbige  in  die,  für  die  hexagonalen  Pyra- 
, ***  der  Hauptreihe  aufgefundenenFormeln  des  §.  328, 
Setzt  man  «=2,  so  verwandeln  sie  sich  in  die. 


•^ie  hexagonalen  Pyramiden  der  Nebenreihe  auf- 

'‘•'denen  Formeln  des  §.  329;  wodurch  die  Resul- 

der  Ableitung  ihre  vollkommene  Bestätigung  er- 

^*>5  dass  die  hexagonalen  Pyramiden  »jP  und  tÄP2 

^ ^ /mPm 

'^ränzgestalten  von  -j — — — keine,  von  ihrer  ho- 


k ®*'ischen  Erscheinungsweise  verschiedenen  llesul- 
liefern.  ' 

Mi  = 00  dagegen  erhält  man  die  Formeln  für 
ljj^*'®xagonalen  Prismen  der  dritten  Art,  welche  von 
Prismen  coP  und  ccP2  nur  durch  den  Ilalbmes- 


direr  Basis  und  durch  die  scheinbare  Verdrehung 


Winkel  ^ verschieden  sind, 
c)  EerecJmung  der  hexagonalen  Tröjifisoeder. 

§.  352. 

Vorbereitung. 

bezeichnen  in  jedem  hexagonalen  Trape- 

X,**  „d.ri!?|:*(Fig.376) 

H*  ^ 

normalen  Mittelkanten  mit  Z 
diagonalen  Mittelkanten  mit  Z' 

Polkanten  mit  X, 

^^'^'leiden  jedoch  für  eine  und  dieselbe  Fläche  die 
^\if  diagonalen  Mittelkante  anliegende  Polkante 
ner  bezeichnen  wir  die  obere  Fläche 
Sextanten  mit  F,  und  die  vier  Flächen, 
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welche  mit  ihr  die  Kanten  X,  X%  'Z  und  Z' 
mit  jF',  R\  R"  und  endlich  die  ebenen  W*" 

der  Fläche  F,  nämlich: 

den  Winkel  zwischen  X und  X'  mit  4 
- - - - Z und  Z'  - Q 

• - - - - X und  Z - ö 

X'und  Z'  - g 

Ist  nun  die  Gleichung 

für  F — + — + 2=1 

ma  tt 

so  werden  die  calculativen  Gleichungen  für  die 
gen  vier  Flächen  folgende : 


X 

(» 

-i)y 

I 

2 

i 

ma 

n 

"T 

n 

X 

+ 

y 

+ 

(n — l)r 

— \ 

ma 

n 

X 

1 

(«- 

-^)y 

+ 

1 

ma 

1 

n 

X 

ma 

+ 

y 

+ 

2 

n 

= 1 

für  F'  . . 
für  F"  . . 
für  F'” . . 

für  iS'''' 1-  y •+■  — f 

,„ii' 

Die  successive  Combination  der  Gleichung 
mit  den  Gleichungen  von  F'',  F”',  F'"'  und  F'“' 
auf  dio  Gleichungen  der  Kantenlinien: 


für  X 


für  X' 


für  Z 


X 

y . _ 

maiji^ — «+1) 

ti(n — 1) 

y 

+ 

2 __ 

n — 1 

n 

X 

+ 

y 

n ‘ 

2 " 

y 

K — 1 r,< 

X 

+ 

y =5 

ma{2 — n) 

2n 

y 

2 

+ 

z = 

n 

0 

0 
0 

1 
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für  Z' 


X 


ma{ti — 1) 

y 


+ 


+ 


JL 

n »+1 
2n 


z == 


M+l 


Aus  den  zweiten  Gleichungen  von  Z und  Z folgt, 
*lass  die  diagonalen  Mittelkanten  den  normalen  Haupt- 
schnitten, und  die  normalen  Mittelkanten  den  diago- 
‘'alen  Hauptschnitten  parallel  sind. 

Endlich  finden  sich  die  Coordinaten  des  an  der 
Kante  X gelegenen  Mitteleckpunctes  durch  Combi- 
'lation  der  Gleichung  von  F"'  mit  den  Gleichungen 
'derselben  Polkante,  wie  folgt: 

ma{n — 1)(2 — «) 

^ ■“  nin+1) 


2 


y == 


z — 


n+i 

2fa-l) 

w-f-l 


§.  353. 

Kantenlinien. 

Da  die  Zwischcnaxen  und  Eliichennorinalen  in 
*len  Trapezoedern  denselben  Werth  behaupten  wie 
m den  resp.  Muttergestalten,  so  bildet  die  Berech- 
*iung  der  Kantenlinien  X,  Z und  Z'  das  zunächst  auf- 
S'ilösende  Problem.  Wir  wollen  diese  Berechnung  an 
'Knjenigen  drei  Kanten  vornehmen,  welche  in  dem 
^litteleckpuncte  zusammenlaufen,  dessen  Coordinaten 
Ende  des  vorigen  §.  bestimmt  wurden.  Dieser 
^'inct  ist  also  ein  gemeinschaftlicher  Gränzpunct  für 
“Ile  drei  Kanten,  deren  zweite  Gränzpuncte  folgende : 
^r  X,  der  Poleckpunct,  dessen  Coordinaten: 
a;  = ma,  y — 0,  z = 0 

für  4Z'  der  Endpunct  der  Zwischenaxe,  dessen 
Coordinaten : 

n 
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für  4-Z  der  Fläche  R",  derEndpunct  der  Axe  dery) 
dessen  Coordinaten : 

A-  = 0,  y = l,  z = 0 

Die  Combination  der  Coordinaten  je  zweier  GränZ' 
puncte  einer  und  derselben  Linie  nach  der  Uegel 
§.  318  giebt  sogleich : 

„ — n+i)-  +/r  (/i^ — n+i) 

?*(«+!)  ~ 

_ 2C2—?i)Vm'^a^{n—iy‘+u^ 

w(m+1) 

„ 2(?t — 1)  V'm  ^ a ° (2 — ?i)  ^ +3«  - 

«(ä+I) 

Sollen  Z und  Z'  gleich,  und  folglich  die  FläcJiC*' 
symmetrische  Trapezoide  werden,  so  muss 
(2—?/.)“  = 3(w— 1)* 

oder  « = 

2 

seyn;  es  können  daher  nur  die  regelmässig  zwölfsei' 
tigen  Pyramiden  von  dergleichen  Trapezoiden  ui»' 
schlossene  Trapezoeder  liefern,  welche  also  eben  *>*’ 
unmöglich  sind  wie  jene. 

§.  354. 

Volumen. 

Man  lege  durch  die  vier  Kanten  einer  jeden  Fl^' 
che  R und  durch  den  Mittelpiinct  der  Gestalt  sehne«' 
dendc  Ebenen,  so  wird  das  Trapezoeder  in  12  vie«" 
seitige  (einfache)  Elementai-pyramiden  getheilt, 
welchen  sich  wiedelum  eine  jede  auf  folgende  Wc'*'’ 
in  vier  dreiseitige  Theilpyramiden  oder  unregelmässiÄf 
Tetraeder  zerlegen  lässt.  Man  verbinde  in  jeder  Fhj' 
che  R'  (Fig.  374)  den  Poleckpunct  mit  den 
puncten  der  beiden  Mittelkanfcn,  und  diese  beid«”’ 
Puncte  selbst  durch  gerade  Linien,  so  entsprech«’| 
die  drei  Verbindungslinien  den  Kantenlinicn  derS® 
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Fläche  in  der  dihexagonalen  Pyramide  »jP«.  Legt 
nun  durch  jede  dieser  drei  Linien  und  durch  den 
^l'ttelpunct  der  Gestalt  schneidende  Ebenen,  so  thei- 
dieselben  die  Elementarpyramide  v in  vier  Theil- 
Pjramiden  <p,  q',  q"  und  q/'\  und  es  wird: 

V = q + q'  q"  -h  q'" 

ist  zuvörderst 

7Hnu 

Volumen  q=v  m §.  — 4(^I^)j73 

Für  q',  q"  und  q"'  wählen  wir  diejenigen  ihrer 
^espectiven  Flächen  zu  Grundflächen,  welche  an  q 
^aliegen,  oder  in  den  normalen,  diagonalen  und  ba- 
**ischen  Hauptschnitt  fallen;  sie  linden  sich: 
für  q'  ^nia 

man  j/3 

2Ö^T) 

wj/3 

=4^+1) 

Unter  \'oraussetzung  dieser  Grundflächen  bestim- 
**•60  sich  die  Höhen  von  q',  q"  und  q'"  aus  den  Coor- 
^inaten  des  Mitteleckpunctes  in  §.352  wie  folgt: 

Höhe  von  q'  - 


für 


q == 


>VI; 


- 9 


<P 


z sin  60' 
^j/3 


y 


X 


Iso  wird; 


ma{n — 1)(2— ?<) 
n(7iy-l) 

ma{n — 1) 


. - q” 


Volumen  q'  ^ ^{n+iy^S 
man(^l — w) 
2(»+l)Y3 
ma{n — 1)(2 — li) 

~ 4(«+l)V3 

das  Volumen  der  Elementarpyramide: 

^ / J-  rn'>  4.  r«"'  — 0 

^q  + q +q  +q  - 


. - . q'"  = 


V 
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endlich  das  Volumen  des  Trapezoeders  selbst: 
V ~ 12„  4f»a(2n—l)i/3 

- (M+iy 


§.  355. 

Oberfläche. 

i 

Da  das  Volumen  eine  Function  der  Oberflacb® 
/S  und  Flächennormale  JV,  indem 
V= 

so  wird  auch 


S = 


3F 

iV 


und,  nach  Substitution  der  bekannten  Werthe  von  ^ 
und  JV, 

S = 

W'O  M,  wie  immer,  = — «+l)+3»*. 

Der  Inhalt  einer  Fläche  des  Trapezoeders  wir*’ 


2n—l 


M 


und  der  Inhalt  der  nach  aussen  gewendeten  Fläche" 
der  drei  Theilpyramiden  y',  (p"  und  (p"' 

lur  q>  ....  * = 


für  cp" 
für  cp" 


2u(jn+J) 

2—n 


M 

M 


2(ti+iy 

• («  1)(2 7l)  „ 

4«(ä+1)" 


§.  356. 

Fläch  enwinkel. 

Setzt  man  in  den  zweiten  Ausdruck  für 
des  §.  318  statt  der  Buchstaben  «,  ß,  y,  n.  s.  w'. 
cessiv  die  Parameter  aus  den  Gleichungen  von  X 'i" 
X\  Z und  Z',  X und  Z,  und  X'  und  Z',  so  erii»’ 
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die  Cosinus  der  Winkel  t,  p,  a und  1,  von  wel- 

Hj-  . - . - 


1.  Öer  Sinus  von  ^ findet  sich  ans  diesem  Cosinus; 


• - \ J 

'***  ich  nur  den  ersteren  herschreibe: 


co«^  = 


J.  -»»Cl  Vr^JllU»  »Vll  — - 

Firnis  der  übrigen  drei  Winkel  aber  weit  leich- 


durch  die  Gleichungen: 

4(d^  4(T' 

sin  a = ^in  S = 5 P 


— 

~ Z Z' 


f,  So  erhält  man  endlich  die  Tangenten,  als  die  im 
^^fuuche  bequemsten  Functionen:  nämlich: 


t(ingi;  = 
iang'§  = — 
^anga=:  — 
langQ  = 


nM 


«*!/■ 


2//«’ «’  (»“  — ?i+lX«— 1) — (2 — n) 


2^^^X»^i+lX2— ?0— 3»’  (m-1) 
nßJ 


2»t*aX"— 1)(^-«)— 3«" 

§.  357. 


Kantenwinkel. 


Combinirt  man  die  Parameter  der  Gleichung  von 

|j,,'*’>ccessiv  mit  den  Parametern  der  Gleichungen  von 

V ’ yy'"  und  F”'  nach  der  Regel  für  die  Auffindung 
‘On  ...  .. 


^oslV  in  §.318,  so  erhält  man  unmittelbar: 
2m^  (n'‘  — K-kl)+3?t^ 


“ 4OT^äX»’— »+1)+3m* 

Co  j 2m'‘a^(^n — — 1)— 

4/rt’aX“^ — «+l)+3»* 

CO,  ^ ^ _ 2m^a^{n^'in-2)-3?^  = cor  Z in  §.  336. 
k — m4-1)4-3» 


wird 


tang^Z'  = iang^U  in  §.325 
tätig iZ  — tätig iT  ebendas. 
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Für  die  aus  mV- 


m 


m- 


abgeleiteten  Trapezoe' 
welche  in  der  Xa(ur  besonders  häufig  Vorkommen, 

= - 4«’(»<=i-+l)+3 
,.,z' 

~ 7/j+1)+3 

ff^+i)+3  .j, 

und  tang^Z'  = {2m — 1)  D,  wenn  man  die  für 


Krystallreihe  constante  Grosse 


mit  V 


j/a/a^+l 

zeichnet.  Für  den  Quarz  ist  z.  B.  D = Flü  = 0,42^'  * 
lind  daher 

2m  — 1 = 2,34  tung^Z 

C.  Berechnung  der  tctartoedrischen  Gestalten. 
d)  hereclinung  der  Rhomboeder  von  abnormer  FidcJien$te0^ 

§.  358. 

Methode  und  Resultate  der  Berechnung. 

Die  Berechnung  der  Rhomboeder  von  abnof'ii 
Flächenstellung,  oder  der  tetartoedrischen  Gesü'* 
r mVn  . . . , . j.  , ......  -i 


— 12 


ist  ein  sehr  einfaches  Geschäft.  Weil 


lieh  die  in  §.  338  für  die  Rhomboeder  aiifg®^'' 

denen  Resultate  von  der  Flächenstellung  dieser 
stalten  insofern  ganz  unabhängig  sind,  wiefer'' 
überhaupt  für  jedes  Rhomboeder  gelten,  das  ans 
ner  hexagonalen  Pyramide  von  dem  Axenverhäh*'^,^, 
1 : ma  abgeleitet  wurde,  so  habdn  wir  nur  statt 

41' 

ses  Verhältnisses  das  Verhältniss 


]/n‘ — «+1 


Grunde  zu  legen,  um  aus  denselben  Formeln  die* 


drücke  für  unsre  tetartoedrischen  Rhomboeder 
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^enn  diese  Rhomboeder  werden  ja  ans  den 
^®’^agonalen  Pyramiden  der  dritten  Art  gerade  so 
ji^p^<iitet,  wie  die  Rhomboeder  mR  aus  den  hexago- 
«n  Pyramiden  der  ersten  Art.  Man  erhält  so: 

• Coefficient  der  Zwischenaxe: 


Flächennormale : 


k 


iV  = 


Jvantenlinien: 


n+1 

mani/3 

yr 


jr ^ 

3j4«’— w+1 

horizontale  Diagonale  = 


Iv 


geneigte  Diagonale  = 


Volumen: 


|/w^— 

2M 
— »-1-1 


F== 


man- 


Oberfläche : 


S = 


w+l)j/3 
4?iM 


^lächenwinkel: 


— »+i 


Polflächenwinkel  iangi^  = 
^antenwinkel : 

X cc"  T — 

i\j.  ’ — «+l)+3w* 

**^®lkante  Z,  cosZ  = — co,fA' 


§.  359. 

Gränzgcstalten  dieser  Rhomboeder. 

ji.. 

™ = oo  verwandeln  sich  diese  Formeln  in 
( Sen  für  jje  hexagonalen  Prismen  von  abnor- 

29 


450  Reine  Krystallographie. 

mer  Flächenstellung,  deren  abwechselnde  Fläch*’” 
wie  überhaupt  die  aller  hexagonalen  Prismen, 
che  Gränzgestalten  von  Rhomboedern  sind,  eine 
gegengesetzte  Bedeutung  haben;  daher  X=  60% 
rend  Z = 120“.  , 

Für  « = 1 gehen  dieselben  Formeln  in  diej®' 

” niP  / 

gen  über,  welche  für  die  Rhomboeder  oder 

in  § 338  angegeben  wurden.  Diese  Rhomboeder 
daher  in  ihrer  Verbindung  ihit  Rhomboedern  der  **  ,|, 
ten  Art  als  tetartoedrische  Gestalten  zu  deuten, 
sie  denn  auch  eigentlich  nur  aus  den  vergrössei  | 
Flächenhälften  der  abwechselnden  Flächen  von”’ 
bestehen,  ‘ if 

Für  « = 2 beziehen  sich  die  Formeln  auf 
Rhomboeder,  welche  durch  Vergrösserung  der  ^ 
wechselnden  Flächen  von  w»P2  zum  Vorscheine 
men,  und  bereits  oben  als  Rhomboeder  von  diaff‘^”||, 
1er  Flächenstellung  oder  R.  der  zweiten  Art  be*®’” 
net  wurden.  Man  erhält  für  sie: 

Kantenlinie,  X= 


Volumen,  V = 


16»?« 

3(/3 


Oberfläche,  S = 

|/3 

Flächenwinkel,  tanelK——,  - 

Kantenwinkel,  cogX  = ^ f ~~rri 
b)  Berechnung  der  trigonalen  Trapezoeder. 

§.  360. 

Vorbereitung. 

Wir  bezeichnen  in  jedem  trigonalen  Tmp® 
mVn  , . , »?P» 
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itid 

di 


Polkanten  mit  X, 
längeren  Mittelkanten  mit  Z, 
*^ie  kürzeren  Mittelkanten  mit  Z', 


’interscheiden,  wo  es  nötliig,  für  eine  jede  Flä 
''  e an  Z'  anliegende  Polkante  durch  X'.  Fer 


l’l;'  '^®’^®ichnen  wir  die  bn  ersten  Sextanten  gelegene 
diejenigen  vier  Flächen,  welche 


1,,;  'tir  die  Kanten  X,  X',  Z mul  Z'  bilden,  mit  F', 
nnd  F"';  endlich  die  ebenen  M^iukel  jeder 
in  der  Folge,  wie  sie  zwischen  X'  und  X, 
”“*1  Z,  Z und  Z',  Z'  und  X'  liegen,  mit  c,  p und 
Ist  nun  die  Gleichung 


für  F .. 


X 


ma 


+ 4-  + Z = 1 


j ''’firden  die  calculativen  Gleichungen  der  vier  an- 
I'lächen  folgende; 


für  F' 

X 

y 

{n — 'l)z 

ma 

n 

für  F'" 

(«— i)y 

z 

3=  1 

ma 

n 

n 

lur  F”'... 

^ 1 

+ Z 

= 1 

ma  ' 

n 

für  F“'. 

. " + 

y 

(« — l)z 

= 1 

Öi 


n 


®*iccessive  Combination  der  Gleichung  von 
Gleichungen  der  übrigen  Flächen  führt  auf 
Gleichungen  der  Kantenlinien : 


X 


— w+l) 

y 


''ir 


2n — 1 
X 


+ 


m(2m — 1) 
z 


-ti+l 


+ 


»+1 

y 


= 0 


1 ma{n^ — »+!) 

JL  + 

n+i  ^ 


«(»+!) 

z 


-n+1 
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für  Z . . . . * 

ma(2 — n) 

+ 

y 

2h 

= 

0 

i 

+ 

z 

= 

1 

für  Z'....^ 

1 ma{2n — 1) 

+ 

JL 

n 

z 

= 

1 

l y 

+ 

2 

n 

Aus  der  ersteren  Gleichung  von 

Z 

folgt, 

dass 

Kante  durch  die  Axe  der  z geht,  und  aus  der 
sehen  x und  z abznleitendcn  Gleichung  von  ‘ ,|, 
diese  Kante  durch  die  Axe  der  y geht.  Die 
kanten  jedes  trigonalen  Trapezoeders  gehen 
durch  die  Nebenaxen,  und  zwar  schneiden  die 
ren  Mittelkanten  ihre  resp.  halben  Kebenaxen  ii'y 
Centraldistanz  1,  die  kürzeren  Mittelkanten  '|{i 
gen  in  der  Centraldistanz  n \ übrigens  lehren  die  j( 
chiingen  zwischen  y und  z,  dass  beiderlei  Kante" 
Parallel  ebenen  der  diagonalen  Hauptschnitte  hil^  |(( 
Die  Combination  der  Gleichungen  von  X'  »'»‘y  : 
Gleichung  von  F”'  führt  endlich  auf  die  CoordU’’ , 
des  dieselbe  Kante  begränzenden  Mitteleckpund" 
ma(2n — 1)(2 — ») 

y = 4(«+l) 

z = - t(2-«) 

§.  361. 

Ka  Ilten  1 in  ien. 

Die  Coordinaten  des  Mitteleckpunctes  lass®"  p 
gleich  zur  Berechnung  der  Kantenlinien  gelae^^'^y' 
laufen  nämlich  von  dem  bestimmten  Mitteleckp 
aus: 

die  Polkante  A’^, 

die  Mittelkante  Z',  und 

die  Mittelkante  Z der  Fläche  jF’". 
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berücksichtigt  inan  zunächst  die  halben  Mittel- 
so  werden  die  drei  zu  berechnenden  Linien, 
geiueinschafllichen  Mitteleckpuncte, 
folgenden  Puncten  begränzt: 

Vom  Poleckpuncte,  dessen  Coordinaten  x — nKf^ 
y = 0,  z = 0; 

von  dem  durch  sie  bestimmten  Endpuncte  der 
Axe  der  7/,  dessen  Coord.  a^  = 0,  y = ti,  z = 0; 
von  dem  Endpuncte  der  Axe  der  «,  dessen  Coor- 
dinaten x = 0,  y = i,  z = — 1. 

Combinirt  man  die  Coordinaten  je  zweier  Gränz- 
derselben  Linie  nach  der  bekannten  Regel,  so 
man: 

2//»’ — «+!)  ’ +3//  ’(rt  - - w-t-l) 

X = ^ 


z = 


Z': 


2(2n — 

3/^ 

2(2-n)Vm^a'^  (2n—l)'  +3?i^ 

3» 

§.  362. 

Volume  n. 

ij,  t)ie  Berechnung  des  Volumens  wird  für  diese 
j.’^^Pezoeder  ganz  auf  dieselbe  Art  geführt,  wie  für 
hexagonalen  Trapezoeder.  Man  zerlegt  nämlich 
die  ganze  Gestalt  in  6 vierseitige  Elementarpy- 
^^l*'*den , und  dann  jede  dieser  letzteren  in  vier  drei- 
Theilpyrainiden  (f,  cp',  cp"  und  cp"',  deren  Vo- 
**'*na  besonders  zu  berechnen  und  zu  addiren  sind, 
^das  Volumen  jeder  Elementarpyramide  zu  erhalten. 

^’imnit  man  für  <p  ihre  in  die  Ebene  des  Mittel- 
^^'''^'schnitips  fallende  Fläche  als  Grundfläche,'  so  wird 
J/hrellöhe;  diese  Grundfläche  aber  ist  ein  Dreieck, 
einer  Winkel  60°  beträgt,  und  von  den  Sei- 
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ten  1 und  n eingeschlossen  wird;  sein  Inhalt  ist  ^ 
her  = iny'3,  woraus  sich  das  Yolumen  von 

man 

^ = 4,^  . 

bestimmt.  Betrachtet  man  ferner  diejenigen  Flac 
der  drei  iihrigen  Theilpyramiden,  mit  denen  sie  ^ 
9 anliegen,  als  deren  Grundflächen,  so  werden  di®* 
Grundflächen 

für  (p'  = ^ma 
für  (p"  = -^tnan 
für  f/i'"  = 

und  die  entsprechenden  Höhen  aus  den  (postitiv  S' 
nommenen)  Coordinaten  des  Mitteleckpuuctes 

für  q'  = )!  — zwi60°  = (2w — l)(/i 
für  tp"  = zsi/t60°  = (2 — k)|/3- 

...  ..  ffj«(2Ä-l)(2— w) 

für  <f  = a,  - 3^^ 

und  die  Y’olumina  von 

ma(2n — 1) 

— n) 

6(/ä 

_ ma{2n — 1)(2 — n) 

■“  12/3 

folglich  das  Volumen  der  Elenientarpyramide : 


'P  = 


9 — 


V = 9 + 9'  + 9"  + 9"'  = 


ma(4n — — 1) 


3/3 


und  das  Yolumen  des  Trapezoeders  selbst: 

V = 6v  = 2y»a(4w— — 1)  /-j- 


Weil  jederzeit 


S 


§.  363. 
Oberfläche. 

N 
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So 


wild  nach  Substitution  der  bekannten  Werthe  ron 


Und  iV: 


S = 


2(4n—n^—i)M 


n j 

'”>•1  daher  der  Flächeninhalt  einer  jeden  einzelen 
^'äche  des  Trapezoeders: 

— TTÖ  — 3„ 

'‘'^d  die  Flächeninhalte  der  nach  aussen  gewendeten 
^*dchen  der  vier  Theilpyrainiden: 


für  * ■ 

für  q>'  : . . . s' 
für  q"  . - . *" 
für  q"'.... 


IM 
(2h—1)M 
6»  ^ 
\Cl-n)M 
(2m— 1)(2— 

12» 


§.  364. 

F I ä c h e n w i II  k e I. 

Combinirt  man  nach  der  Formel  für  cos  U in  §.  318 
*'*ucessiv  die  Parameter  der  Gleichungen  von  X und 
X und  Z,  X'  und  Z',  Z und  Z',  so  erhält  man 
Cosinus  der  Winkel  f,  ff,  ? und  q,  von  denen  ich 
^*doch  nur  den  ersteren  hersetze: 

2m'^a'{n'^ — tt+i) — 3»^ 

cosi  — 

Der  Sinns  von  t bestimmt  sich  leicht  ans  cost,  wäh- 
^^‘'d  die  Sinus  der  übrigen  Winkel  aus  den  bekann- 
Flächeninhalten  und  den  gleichfalls  be- 

^^^uten  W^erthen  der  sie  einschliessenden  Seiten  ge- 
^***tden  werden.  So  gelangt  man  endlich  auf  die  Tan- 
als  die  im  Gebrauche  bequemsten  Functionen: 

< 3»ibr 

tangt  = M+1)— 

ZnM 

tang  a = — -»+ 1)(2— »)— 3»^  (2»— 1) 
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3«’J/ 


tang%  ==  — Ti 
tangQ  — 


2//i“ (/t  ^ — /«+  1)(2m — 1) — 3ä^  (2' 

3«J/ 


2/Ä  ^ a ® (27^— 1)(2 — n) — 3/< 


§.  365. 

K an ten  will k el. 

Setzt  man  in  die  Formel  für  cos  W des  §.  3^^ 
statt  m,  71,  r die  Parameter  der  Gleichung  von  R, 
statt  7/i',  7i'  und  r'  successiv  die  Parameter  der  Gl®' 
chungen  von  F',  F"‘  und  F^'',  so  erhält  man  uni'*'*' 
telbar  die  Cosinus  der  Kanten  X,  Z und  Z',  wie  folg** 


cos  X= 


cos 


cos  Z'—  27«^ <7^(277'^  1)-}-3?7^ 

4;rt  ^ a “ (ä  ^ — w+ 1) + 3m  * 

§.  365  a. 

Gränzgestalten  der  trigonalen  Trapezoeder. 

Für  7)1  = 00  verwandeln  sich  die  Formeln 
vorhergehenden  §§.  in  diejenigen  für  die  ditrigono^®*' 
Prismen,  deren  Kantenwinkel: 

cos  X — -y ) also  X = 60° ' 

7i  = +27i— 2 


cos  Z 


cosZ'  = 


2(7t^~7l+i) 
2»’ — 2m— 1 
"2(m^— M+1) 


lef 


Z und  Z'  sind  die  eigentlichen  Seitenkanten 
Prismen,  X dagegen  der  Neigungswinkel  je 
abwechselnder  Flächen  (vergl.  §.  317). 

Für  M = 1 verW’andeln  sich  dieselben  Form® 
in  diejenigen  für  die  Rhomboeder  ^ oder  7mJR> 


il» 
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®'Veise,  dass  die  hexagonalen  Pyramiden  dep  Haupt- 
auch  in  ihrer  trapez oedrisch e^n  Tetartoe- 
. für  die  Erscheinung  dasselbe  Resultat  liefern  wie 
ihrer  skalenoediischen  Hemiedrie. 

, I'ür  n = 2 endlich  erhält  man,  ganz  in  lieber» 
^'■>stiiniuung  mit  den  Resultaten  der  Ableitung,  die 
''riiieln  für  die  trigonalen  Pyramiden,  wie  folgt: 
Kantenlinien : 

X = 

Z = 2j/3,  und  Z'  = 0. 

Volumen: 

V = 2maj/3 

Oberfläche : 

S — 

Flächenwinkel : 


ta/ig^  = 

tanga  = 
Kantenwinkel : 

cosX  = 


— 2 

p'-j-Vwj'ia’i  + l 


m-a^ — 2 
2(^m‘  a'^  -\-l) 


cosZ  = — 


Viertes  C a p i t e l. 

^11  den  Combinationen  des  Hexagonal- 
systeme s. 

A.  Allgemeine  Entwicklung. 

§.  366. 

Grundgestalt. 

Zähligkeit  jeder  Comhination  bestimmt  sich 
in  diesem  Systeme  nach  der  allgemeinen  Regel 
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des  §.  66,  während  die  übrigen  Bestimmungen 
allgemeinen  Entwicklung  die  Grundgestalt  der 
stallreihe  oder  doch  wenigstens  die  Lage  der 
als  bekannt  voraussetzen ; in  welcher  Hinsicht 
gegenwärtiges  System  die  in  §.  249  für  das  tetms^^ 
nale  System  aufgestellten  Regeln  buchstäblich 
wenden  sind.  Wie  man  die  Grundgestalt  in 
Falle  zn  denken  habe,  das  hängt  freilich  von 
Charakter  der  in  der  Combination  enthaltenen 
stalten  ab.  Erscheinen  hlos  holoedrische  Gestal|  ^ 
oder  sind  bestimmte  Anzeigen  der  trapezoedrisc'|^,^ 
oder  pyramidalen  Hemiädrie  vorhanden,  so  wird 
Grundgestalt  als  eine  hexagonale  Pyramide  vorges*®^^ 
werden  müssen , während  sie  dagegen  als  ein 
hoeder  zu  denken  ist,  sobald  rhomboedrische 
drie  oder  auch  Tetartoedrie  Statt  findet.  Wegen  j 
ses  verschiedenen  Charakters  der  Grundgestalt, 
wegen  der  Unsicherheit,  welcher  diese  Bestimmuäs^.^ 
zum  Theil  unterworfen  sind,  scheint  cs  vortheil*'^,, 
ter,  zunächst  immer  nur  die  Stellung  des  Axensy* 
mes  und  das  Grnndverhältniss  l : « zu  bestimniei'- 


§.  367. 

Charakter  der  Coinbinationen. 

ue' 

In  den  meisten  Fällen  lässt  sich  der  Char» 
einer  Combination  sehr  bestinuut  aus  den  Symine*|^|f 
Verhältnissen  derselben  beurtheilen,  indem 
dann  entweder  ganz  unbestimmt,  oder  doch  zwei'^^^ 
(ig  bleibt,  wenn  die  Combination  nur  aus 
Holoedrie  und  Hemigdrie  gemeinschaftlichen 
s-estalten  besteht,  oder  der  Krystall  nur  nach 

^ ■ ir ' 

nen  wie  oP.ooP,  oP.ocP2.ocP  u.  a.  gestatten  • 


Richtung  der  Hauptaxe  ausgebildet  ist.  Combin'’|j,( 

gar  kein  Urtheil  über  den  Charakter  der  KrJ  . ^ii 

• wel*^  )) 

r 


reihe,  und  selbst  solche  Combihationen,  m 


hexagonale  Pyramiden  aus  einer  Reihe,  oder 
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denjenigen  beiden  Reihen  auftreten,  die  sich  im 
®*’hältnisse  der  normalen  und  diagonalen  Flächen- 
^®llung  befinden,  lassen  es  unentschieden,  ob  die 
^•'ystallrcihe  als  holoedrisch  oder  als  trapezoedrisch- 
pyramidal -heiniedrisch  zu  deuten  sey.  Diese 
I •'bestimmtheit  liegt  in  der  Natur  der  Sache  und 
der  wissenschaftlichen  Methode  nicht  zumVor- 
''''»rfe  gereichen,  weil  selbige  keine  Kriterien  für  Un- 
'^^schiede  aufstellen  kann,  welche  in  der  Erschei- 
“."•‘g  selbst  durch  keine  Merkmale  hervorgehoben 
^**’d.  Die  rhomboedrische  Hemiedrie  dagegen  offen- 
sich  jedenfalls  sehr  bestimmt,  sobald  nur  ausser 
ooP  und  den  Gliedern  der  Nebenreihe  noch  andre 
^®stalten  in  der  Combination  enthalten  sind.  Der  te- 
'**'<oedrische  Charakter  endlich  giebt  sich  gleichfalls 
'*®utlich  zu  erkennen,  wenn  nur  ausser  oP  und  ocP 
'“'‘ch  andre  Gestalten  auftreten,  wie  diess  doch  ge- 
l'blinlich  der  Fall  ist.  Um  jedoch  über  die  Art  der 
‘^Utiedrie  oder  Tetartoedrie  mit  Sicherheit  entschei-: 
Zu  können , dazu  wird  in  den  meisten  b allen  er- 
uiert, dass  die  Krystalle  nach  beiden  Richtungen 
'ler ' ..  ..  .1  1. 


ob 


Ilaüptaxe  volIstän<lig  au.sgebildet  sind,  weil  diese 
'*'tscheidnng  von  dem  gegenseitigen  Verhältnisse  der 
^'®ren  und  unteren  Hälfte  der  Gestalten  abhängt. 


§.  368. 

Allgemeine  Orieiitirung  der  Comblnationen. 

Nachdem  die  Grundgestalt  erwählt,  oder  doch 
Lage  des  Axensystemes  bestimmt  worden,  ist  die 
;§®taeine  Orientirung  der  Combination , oder  die  Be- 
^^*'"tnung  der  Stellen,  welche  ihre  Gestalten  in  den 
®^*chiedenen  Abtheilungen  der  Schemata  in  §.  296 
§.306  einnehmen,  eine  sehr  einfache  Aufgabe, 
erhält  ihre  Auflösung,  indem  inan  für  die  ver- 
'^®*«denen  Gestalten  der  Combination  angiebt, 


460 


Heine  Krystallographie. 

1)  welche  in  die  Haiiptreihe, 

2)  welche  in  die  Nebenreihe,  und 

3)  welche  in  die  Zwischenreihen 
gehören.  Zugleich  ergeben  sich  unmittelbar  aus 
Verhältnissen  der  zu  den  verschiedenen  Reihen 
rigen  Gestalten  folgende  Regeln: 

a)  Für  holoedrische  Combinationen: 

1)  Je  zwei  Gestalten  m]fn  und  m'Va',  welche  ho^' 
zontale  CK.  bilden,  gehören  in  eine  und 
selbe  horizontale  Reihe , oder  haben  n'  = t*- 

2)  Je  zwei  Gestalten  mVn  und  m'Vii\  deren 

eben  geneigte  CK.  bilden,  welche  einem  deri*“*,* 
malen  Hauptschnitte  parallel  laufen,  gehören 
eine  und  dieselbe  verticale  Reihe,  oder  ha^^®'' 
m'  ==  m.  * 


b)  Für  rhomboödrische  Combinationen: 

1)  Je  zwei  Gestalten  mR”  und  m 'R”',  w'elche  bn’^'^ 
zontülG  CIv.  IiGrvorbring’cn,  j^Ghören  in  eine 
dieselbe  horizontale  Reilie,  oder  haben 
, 2)  Je  zwei  Gestalten  ?/iR"  und  ot'R"',  deren 
telkanten  gleichlaufend  sind,  gehören  in 
und  dieselbe  verticale  Reihe,  oder  haben  m' 


B.  Besondere  Entwicklung. 

§.  369. 

Vorzüglich  zu  berücksiclitigeiide  Coinbinatioiieii. 

Die  besondere  Entwicklung  der  hexagonalen 
binationen  überliaupt  setzt  die  genauere  Kenn*''’,_ 
derjenigen  Verhältnisse  voraus,  von  welchen  di®  ® 
genthümliche  Erscheinungsweise  der  binären 
binationen  abhängt.  Wir  liaben  daher  die  Thc®|^^ 
dieser  binären  Combinationen  in  völliger  Allgßf'^.  |) 
heit  zu  entwickeln,  um  für  jeden  vorkommenden  ^ ^ 
das  den  combinirten  Gestalten  entsprechende  Vefh^^j 

niss  ihrer  Ableitungszalilen  unmittelbar  aus  der 
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”1(1  "Weise  ihres  Verbundenseyns  auffinden  zu  köiv- 
Weil  nun  die  holoedrische  und  heiuiedrische 
tetartoedrische  Erscheinungsweise  der  Gestalten 
eine  eben  so  wesentliche  Verschiedenheit  ihrer 
^iiubinationen  zur  Folge  hat,  so  zerfällt  auch  die 
^*'eorie  der  binären  Combinationen  in  die  drei  Ab- 
^^linitte  von  den  holoedrischen,  hemiedrischen  und 
*i*8vtoedrischen  Combinationen,  und  wiederum  jeder 
beiden  letzteren  Abschnitte  in  so  viele  TJntcrab- 
''‘libingen,  als  es  verschiedene  Arten  der  Hemiedrie 
l'''d  Tetartoedrie  giebt.  Wiefern  jedoch  nächst  den 
iloedrischen,  vorzüglich  die  rhomboedrischcn  Coin- 
’liitionen  unsre  ganz  besondre  Aufmerksamkeit  in 
^Ispruch  nehmen,  indem  die  meisten  hexagonal  kry-^ 
^'lUisirenden  Mineralien  der  rhomboedrisclien  Ilemiä- 
^‘■'(5  unterworfen  sind,  und  eines  dieser  Mineralien 
*'1en  solchen  Gestaltenreichthum,  eine  solche  Man- 
'''ihfaltigkeit  der  Combinationen  zeigt,  dass  sich  keine 
^''dre  Substanz  in  dieser  Hinsicht  mit  ihm  messen 
”län;  sofern  werden  wir  auch  nur  die  Theorie  die- 
beiden  Arten  von  Combinationen  ausführlich  be- 
'“”ldeln. 

a)  Holoedrische  Combinationen, 

§.  370. 

^dRibinationen  zweier  dihexagonaler  Pyramiden  mPw  und  wi  P?i  . 

Hie  Theorie  der  holoedrischen  Combinationen 
iiuht  auf  den  Combinationsverhältnissen  zweier  di- 
^''.^‘agonaler  Pyramiden  mVn  und  m'Pii',  für  welche 
wie  verschieden  auch  in  der  Combination  ihre 
^®?«nseitigen  Dimensionen  seyn  mögen,  jedenfalls  die 
jlfch  die  Ableitung  bestimmten  Verhältnisse  zu  Grunde 
*®§en  müssen.  Wir  denken  daher  beide  Gestalten 
j****  «inen  gemeinschaftlichen  Mittelpunct  in  paralle- 
'^tellun»,  rcduciren  sie  auf  gleiche  Nebenaxen, 
'rbalJn  dam. 
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1)  für  die  Hauptaxen  h und  h'  die  Bedingung, 

Ä'  >■  = •<  Ä,  wenn  m'  — 

2)  für  die  Zwischenaxen  r und  r'  die  Bedingung, 

/ r'  ^ — dr,  wenn  n''^  = d » 

3)  für  die  beiderseitigen  Quotienten  ^ = q 


¥ 


'j  = q'  die  Bedingung,  dass 


> = ■<  y , wenn 


»«'(»'+ 1) 


> = < 


m 


(«+il 


0'* 


Sind  nun  beide  Gestalten  zu  einer  Combinaf 
verbunden,  so  wird  die  Annahme  gleicher  NebenaJi^*’'' 
zwar  in  der  Wirklichkeit  widerlegt,  aber  dessenunge3‘'^! 
tet  beibehalten  werden  müssen,  tveil  alle  Vergl*’ 
chungen  und  Bestimmungen  der  Gestalten  auf 
Voraussetzungen  der  Ableitung  beruhen.  Die  Ersch*' 
nungsweise  der  Combination  mPn.m'Vn'  bängt  nun 
seutlich  davon  ab,  tvelche  von  den  in  vorsteheii'^j*' 
drei  Bedingungen  enthaltenen  Verhältnissen  für  bc' 
Gestalten  unter  der  Voraussetzung  gleicher  Neb*’" 
axen  Statt  finden. 

Es  bildet  nämlich  m'Pn'  an  mPn 
Zuschärfungen  der  Kanten,  und  zwmr:  ^ 

1)  der  normalen  Polk.,  w'enn  m'  ==  m,  n'  >■  n 

folglich  q'  dq'i  Fig.  378.  • j 

2)  der  diagonalen  Polk.,  wenn  q'z=q^  «'■<» 

folglich  »/  ■<  m ; ähnl.  Fig.  378.  ^ 

3)  der  Mittelkanten,  wenn  ti'  = n,  m''^in 

daher  Fig. 379. 


I. 


II.  Zw  ölffl.  Zusp.  der  Polecke,  W'enn  m' 


und  q'  dq'f  zwar  sind  die  CK.  mit  den 
telkanten  von  mPu 

4)  parallel, wenn  «'=»;  Fig- ^ 

5)  convgt.  n d.  norm.  Mittel-  , 

ecken - - - >*  ' ^ 

6)  convgt  n.  d.  diag.  Mittel- 


ecken 


. . - ■<  - ähnl.^' 
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Vierfl.  Zusp.  der  normalen  Mittelecke, 
Wenn  m'  > /w,  und  n'  > n\  und  zwar  sind  die  CK. 
uiit  den  diagonalen  Polkanten  von  ?/<Pä 

7)  parallel,  . . wenn f/=9 ; Fig.  382. 

8)  convgt.  n.  d.  Polecken  . - ■ - <C  ■ ' 383. 

9)  convgt.  n.  d.  Mittelecken  - - ->-  - 384. 

Vierfl.  Zusp.  der  diagonalen  Mittelecke, 
Wenn  und  n' und  zwar  sind  die  CK. 

mit  den  normalen  Polk.  von  mP« 

10)  parallel, wenn  ; ähnl.  Fig.  382. 

11)  convgt.  n.  d.  Pol- 

ccken  "■  ” 

12)  convgt.  n.  d.  Mit- 
telecken   - - - - - - 384. 

Nachdem  wir  in  diesen  12  Fällen  die  allgemeine 
^‘■'»ndlage  der  Comhinationslehre  gefunden,  wollen, 
die  binären  Combinationen  der  einzelen  Gestal- 
durchgehen;  wobei  denn  wiederum  die  Comhina- 
'•ousgleichung  in  derjenigen  Form  mitgetheilt  werden 
iu  welcher  sie  unmittelbar  die  Verhältnisse  der 
5'^leitungszahlen  der  dritten  Gestalt  angiebt,  deren 
*‘^chen  die  CK.  der  beiden  gegebenen  Gestalten  ab- 
^‘'‘mpfen. 

§.  371.  / 

Combinationen  der  dihexagonalen  Pyramide  i/iPn. 

^lit  m'P»';  diese  Gestalt  veranlasst  die  im  vori- 
§®n  §,  aufgezählten  Combinationen  unter  den  da- 
Q.  ®®lbst  angegebenen  Bedingungen. 

■ — 0. 

da  ?4'=l5  so  ist  es  jedenfalls  <7t,  und 
möglichen  CV.  werden  Nr.  2,  6,  10,  11  und 
^'5  die  Flächen  von  »t'P  sind  immer  auf  die  dia- 
S'Jnalen  Polkanten  von  mVn  gesetzt,  und  bilden 
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a)  Abst.  derselben,  . . . wenn  Fig.3^^' 

b)  Sechsfl.Zusp.  der  I*ol- 

ecke  . 386' 

c)  Zusch.  der  diag.  Alit- 

telecke wenn  und 

2« 

sind  die  CK.  mit  den  nornialen  Polk. 

«)  parallel, wenn  »i'  = /n;  Fig.  387- 

ß)  convgt.  nach  den  Polecken  — " < “ " 888* 

y)  convgt.  nach  den  Mittelecken  — " > “ ■ 889'  ^ 

Ln  P'alle  b erscheinen  die  Zuspfl.  als'  Rhomben,  wenn  m'^'^ 


CG.  — m'}n — — i)mm'=0 

3)  Mit  da  n'=2,  so  ist  es  stets  >■«,  und 

möglichen  CV.  werden  Nr.  1,  5,  7,  8 und  9; 
Flächen  von  »«'P2  sind  immer  auf  die  normal'^'' 
Polk.  von  mVn  gesetzt,  und  bilden: 

a)  Abst.  derselben,  ....  wenn  »*'=»«;  älinl.Fig.  38^' 

b)  Sechsfl.  Zusp.  der  Pol- 

ecke - - -•<-  Fig.  ^ 

c)  Zusch.  der  norm.  Mit-  I 

telecke - - - und  zwar  s’'*' 

die  CK.  mit  den  diag.  Polk. 

k)  parallel wenn  ähnl.  Fig'^^^ 

8a  .gj, 

ß)  convgt.  n.  d.  Polecken  - - - < ähnl.Fig'^,j, 

y)  convgt.  n.  d.  Mittelecken  - - - > ähnl.Fig-^*’ 

Ln  Falle  b erscheinen  die  Zuspfl.  als  Rhomben , wenn 
2»t(2n — 1) 

3« 

CG.  — 2m)-{-2m"(m — m')n-\-ti"{2 — 

4)  Mit  ooPm':  da  und  q' '!>>],  so  werden 

möglichen  CV.  Nr.  3,  9 und  12;  die  Flächen 
Prismas  sind  immer  auf  die  Mittelkanten  von 
gesetzt,  und  bilden: 


wenn  n'=n ; Fig.  390. 

- - Fig.391. 

<-  ähnl. Fig.391. 
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^^Abst.  derselben,  .... 

' Ziisch.  der  norm.  Mit- 
telecke   

Aiisch.  der  diag.  Mit- 

telecke - 

• — n')n-\-7i'’{n' — n)m=0 

\t* 

-Hit  (xP;  da  aiis.ser  den  Bedingungen  suh  4 auch 
•toch  n'  <_  ?i,  so  bildet  coP  jedenfalls  Abst.  der 
Mittelecke;  Fig.  392. 

%t  xP2;  da  ausser  den  Bedingungen  stib  4 auch 
*'och  so  bildet  xP2  jedenfalls  Abst.  der 

(1,  *tOriu,  Miltelecke ; ähnl.  Fig.  392. 
ffl")«— ?t"(2— «)m=0 


(2 — ffl")«— ?t"(2 — 
bildet  Abst.  der  Polecke ; Kg.  393. 

= 71. 


I §•  372. 

Combinationcn  der  liexagonalen  Pyramide  7nP. 

^dwt'P«';  da  71=1,  so  ist  ?«'->>/<  und  die  inögli- 
'jten  CV.  werden  Nr.  1,  5,  7,  8 und  9;  die  Fla- 
men liegen  immer  paarweis  an  den  Polk.  von  «P 
,^^<1  bilden: 

y Schärfungen  derselben , wenn  »/  = 771 ; Fig.  394. 
tj  y''hlffl,  Zusp.  d.  Polecke,  - - . - <^  - Fig.  395. 

_*erfl  Zusp.  d.  Mittelecke,  - - - - und  zwar 

die  CK.  mit  den  Höhenlinien  der  Flächen 
»<P 

■*Pä>'allei^ wenn Fig.  S96. 

C ^ 

n.  den  Polecken  — Fig,  397. 

tni  n.  den  Mittelecken  — - r-  Fig.  398. 

® «y  werden  die  CK.  den  Polkanten  von  viP  parallel, 

( 'Venn 
”Vj  n' 


m. 
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2)  Mit  m'P;  die  Flächen  sind  immer  auf  die  Flad** 

von  mP  gerade  aufgesetzt,  und  bilden:  j 

a)  Sechsfl.  Zusp.  der  Polecke,  wenn  »/<»»;  Fig  ^ 

b)  Zusch.  der  Mittelkanten,  - - - >-  i'o- 

CG.  ^l"=l  , j, 

3)  Mit  ?ä'P2;  da  «'>«,  so  werden  wiederum 

5,  7,  8 und  9 die  möglichen  CV.;  die  Flächen » 
immer  auf  die  Polk.  von  ?rtP  gesetzt,  und  bil"  j 

a)  Abstumpfungen  derselben,  wenn?Ä'  = /Ä;  Fig-^j 

b)  Sechsfl.  Zusp.  der  Polecke  - - - < - Fig- 

c)  Zusch.  der  Mittelecke  - - - > - 

sind  die  CK.  mit  den  Höhenlinien  der  FU»*^ 

von  mP  . 

«)  parallel,  wenn  = Fig.  40 

jS)  convgt.  nach  den  Polecken  — . 

y)  convgt.  nach  den  Mittelecken  — - > ' " Fig.  4 

Im  Falle  b erscheinen  die  Zuspfl.  als  Rhomben,  wenn  ?n 
und  im  Falle  cy  werden  die  CK.  den  Polk.  von  mP 
wenn  m'=ZTn. 

CG.  mV{m'—2m)+2m''(m—m')+mm'n’'=0 

ß 

4)  ooPtt'  bildet  jedenfalls  Zusch.  der  Mitteleck^ 
Zuschfl.  auf  die  Mittelkanten  gesetzt ; Fig. 

CG. 

5)  ooP  bildet  Abst,  der  Mittelkanten ; Fig.  407. 

6)  ogP2  bildet  Abst.  der  Mittclecke;  Fig.  408. 

CG.  2ml' — + ni) — 0 


7)  oP  bildet  Abst.  der  Polecke ; Fig.  409. 

§.  373. 

Combinationen  der  hexagonalen  Pyramide  mVZ- 

1)  Mit  m'Pn'l  da  <?t,  so  werden  die 

CV.  Nr.  2,  6,  10,  11  und  12;  die  Fla«'^^ 
m'Pn'  liegen  immer  paarweis  an  den  I 
«tP2,  und  bilden: 


lif"‘ 
,|i 


■■■  ; ähnl.  Fig, 394. 


- • - <C  - - ähnl.  Fig.  395, 


^ystemlehre.  Hexagonalsystem.  Cap.  IV.  467 
Zuschärf,  der- 
selben, . . . wenn 

Zwölffl.  Zusp. 
der  Polecke  - - 
^'ierfl.  Zusp.  d. 

Mittelecke  und  zwar  sind 

die  CK.  mit  den  Höhenlinien  der  Flächen  von  ml*2 : 

parallel wenn  m':=nij  ähnl.  Fig.  396. 

convgt.  n.  d.  Polecken  — - < ■ ähnl.  Fig.  397. 

3')  convgt.  n.  d.  Mittelecken  - - - > - ähnl.  Fig.  398. 

^ Falle  cy  werden  die  CK.  den  Polk.  von  J/tP2  parallel,  wenn 

t/i''nX2m' — m?i')+2m"(m—m')n' — ?i"(2 — n'')mm'—0 

Mit  m'P ; da  wiederum  n'  < ti,  so  gelten  dieselben 
cv.  wie  sub  1;  die  Flächen  sind  immer  auf  die 
J*olk.  von  mV2  gesetzt,  und  bilden: 
l' Abst.  derselben,  . , . wenn  ähnl.  Fig. 401. 

^echsfl.Zusp.  der  Pol- 

®cke  - - - - ähnl.  Fig. 402. 

Ziisch.  der  Mittelecke  - - - > - - und  zwar  sind 
die  CK.  mit  den  Höhenlinien  der  Flächen  von  »iP2 ; 

parallel, wenn  ;«'  = w;  ähnl.  B'ig.  403. 

cunvgt.  II.  d.  Polecken  . . — “ < ■ ähnl.  P’ig.  404, 


.7) 


'convgt.  n.  d.  Mittelecken 


- ähnl.  B'ig.  405. 


Fallß  b erscheinen  die  Zuspfl.  als  Rhomben,  wenn  = 

®''d  im  B^alle  cy  werden  die  CK.  den  Polk.  von  mF2  paral- 
f;^  **'5  Wenn  7n'=^m. 

»iV'(2wi' — m)  + 2m"(m — ff»') — mm'n"  = 0 


A*2  bildet: 


sfl.  Zusp.  der  Pol- 

1^^  . . . . wenn  ff»' •< ff»;  ähnl. Fig. 399. 

^’isch.  der  Mittelkanten  - - - >>-  ähnl.  Fig.  400. 

^^3*'  bildet  Zusch,  der  Mittelecke,  die  Zuschfl. 
die  Mittelkanten  gesetzt;  ähnl.  Fig.  406. 
V'(w"__„')_.„''(2_m')»»=0 . 


30 
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5)  ooP  blltlet  jedenfalls  Abst.  der  Mittelecke, 
Fig.  408. 

CG.  n"{2m"  — «») — 2m"  — 0 

6)  c»oP2  bildet  Abst.  der  Mittelkanten;  Fig.  407. 

7)  oP  bildet  Abst.  der  Polecke;  Fig. 409. 


§.  374. 

Combinationen  des  dihexagonalen  Prismas  cxjPh. 

Es  bildet  an  ooP«:  . J 

1)  tn'Pn',  zwölffl.  Zusp.  beider  Enden,  und  zwar  * 

die  CK. 

«)  horizontal, wenn  7i' = n*) 

ß)  nach  den  norm.  Seitenkanten  fallend,  — - > " 
j/)  nach  den  dlag.  Seitenkanten  fallend,  - - " < ~ 

CG.  m"(n—tt")n'  + n'Xn'—n)m'=0 

fl 

2)  ®'P,  sechsfl.  Zusp.  beider  Enden,  die  Zuspt*' 
die  diag.  Seitenkanten  gesetzt. 

CG. 

■iii* 

3(  »/P2,  sechsfl.  Zusp.  beider  Enden,  die  ZuspA' 
die  norm.  Seitenkanten  gesetzt. 

CG.  2m"(n — ?*")  + n"(2 — n)mm' 

4)  oP,  gerad  angesetzte  Endflächen. 

5)  ocP/i',  Zusch.  der  norm,  oder  diagonalen 
kanten,  je  nachdem  »'>•  oder  <;«. 


6)  ooP,  Abst.  der  diagonalen,  und 

7)  ooP2,  Abst.  der  normalen  Seitenkanten. 

§.  375. 

Combinationen  des  hexagonalen  Prismas  <5cP’ 
Es  bilden  am  Prisma  ocP; 

Man  vergleiche  die  analogen  Kiguren  zum 
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zwölffl.  Zusp.  beider  Enden. 

. «V  — IK— =0 

%'P,  sechsfl.  Zusp.  beider  Enden,  die  Zuspfl.  auf 
die  Flächen  gerad  aufgesetzt;  Fig.  410. 

%'P2,  sechsfl.  Zusp.  beider  Enden,  die  Zuspfl.  auf 
. die  Kanten  gesetzt;  Fig  411.  ' 

(2/ä" — m')V  — 27y«"  = 0 

‘ oP,  gerad  angesetzte  Endflächen. 

ooPä,  Zusch.  der  Seitenkanten. 

^ OcP2,  Abst,  der  Seitenkanten. 


§.  376. 

Combiiiationen  des  hexagonalen  Prismas  ocP2. 

Es  bilden  am  Prisma  ooP2: 


, %'P«',  zwölffl.  Zusp.  beider  Enden. 


7ä''(2 — V)n' — //'(2 — n')m' = 0 
*'P,  sechsfl.  Zusp.  beider  Enden,  die  Zuspfl.  auf 


f,  die  Kanten  gesetzt;  älinl.  Fig.  411. 

27»"— 77"(»/  + 7«")  = 0 

i) 

*'>1*2,  sechsfl.  Zusp.  beider  Enden,  die  Zuspfl.  auf 
die  Flächen  gesetzt;  ähnl.  Fig.  410, 

ij  r 

t gerad  angesetzte  Endflächen. 

'^P//,  Zusch.  der  Seitenkanten. 

I)) 

^P,  Abst.  der  Seitenkanten. 


§.  377. 

Combinationen  von  oP. 

Io , bilden  mit  dem  basischen  Flächenpaare  als 
|,  ^‘■•■Sehender  Gestalt: 

**>  eine  dihexagonale  Tafel  mit  zw  eireihig  schief 
*'*§ese'tzten  Randflächen. 
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»iP  und  wjP2,  eine  hexagonale  Tafel  mit  zweifd' 
hig  schief  angesetzten  Randflächen.  | 

3)  cxjP«,  eine  dihexagonale  Tafel  mit  gerad  an,,® 

setzten  Randflächen.  ^ 

4)  otP  und  ooP2,  eine  hexagonale  Tafel  mit  ge*"® 
angesetzten  Randflächen. 

6)  Hemiedrische  Combinationen. 

1)  Rhomboedrische  Combinationen. 

§.  378. 

' Verscbiedene  Darstellung  dieser  Combinationen. 

Die  rhomhoedrischen  Combinationen  sind  dW,^ 
nigen  hexagonalen  Combinationen,  in  welche^n 
Glieder  der  Hauptreihe  als  Rhomboeder,  die 
der  Zwischenreihen  als  Skalenoeder,  alle  übrigen 
stalten  aber  mit  ihrer  vollen  Flächenzahl  ersehe*  ^ 
(§.  306).  Da  wir  nun  in  der  Lehre  von  der  A" 
lung  den  Zusammenhang  und  die  Rezeichnung 
Gestalten  des  Hexagonalsystemes  in  seiner  skale»^„ 
drischen  Erscheinungsweise  von  einem  zweifaCj^^i 
Gesichtspuncte  aus  dargestellt  haben,  indem  wir 
einerseits  die  ursprünglichen  Beziehungen  der  he''^^,, 
drischen  Gestalten  zu  ihren  respectiven  MuttergeS^^i, 
ten,  anderseits  aber  gewisse  abgeleitete  Beziehii’’^“^^/ 
der  Skalenoeder  zu  den  Rhomboedern  zu  Grunde 
ten,  so  fragt  es  sich,  welche  von  beiden 
w'ir  der  Coinbinationslehre  zu  Grunde  legen 

Weo'en  der  grösseren  Anschaulichkeit  und  Einfalt 
der  secundären  Ableitung  würden  wir  derselb^^  |jj,i 
denfalls  den  Vorzug  geben  müssen,  wenn  "'^''^^,,1?'' 
ihrer  Anwendung  der  Zusammenhang  der  •’exag" 
Pyramiden  der  Nebenreihe  mit  den  Rhomboede' 
Skalenoedern  gänzlich  verloren  ginge;  e»« 
hang,  den  wir  AVegen  des  nicht  seltenen 
jener  Pyramiden  in  rhoinboedrischen  Combm 


^ystemlehre.  Hexagonalsystem.  Cap.  IV. 


471 


nicht  aus  dein  Auge  verlieren  dürfen.  Urn  daher 
^®iden  Anforderungen  Genüge  zu  leisten , sind  wir 
*5®niHhigt,  die  Coiubinationsgesetze  zuvörderst  für  die 
I'’'huitive  Ableitung  und  Bezeichnung  anfzusuchen, 
nachher  säuimtliche  auf  die  bkalenoeder  bezüg- 
Hegeln  in  die  Sprache  der  secundären  Ablei- 
zu  übersetzen. 


Combinationsregeln  für  die  primitive  Bezelcli- 
nuiig. 


§.  379. 

Combinationen  zweier  Skalenoeder. 

Die  Theorie  der  binären  rhomboedrischen  Coiu- 
'bationen  beruht  auf  den  Combinationsgesetzen  zweier 

*^Wenoeder  und  für  welche  wir  jedoch, 

">e  für  die  hemiedrischen  Gestalten  überhaupt,  die 
^"eifache  Stellung  zu  berücksichtigen  haben.  Aus 
Gleichungen  der  Kantenlinien  in  §.  332,  oder 
‘"'«h  unmittelbar  aus  den  Cotangenten  der  Winkel 


bnd 


in  §.  335 , und  der  leicht  zu  berechnenden 


'^btangente  des  Neigungswinkels  y der  Mittelkanten 
^Vn  die  Basis,  folgt  für  je  zwei  Skalenoeder 
bei  gleicher  Stellung: 

«'>  = <«,  wenn - 


??'>  = </?,  wenn <=> 


^ m(2—n) 

/>  = <y,  wenn >=< 


bei  verwendeter  Stellung: 


/?'>  = <«,  wenn 


<=> 


«'>  = </?,  wenn <=> 


n 

m(2n — 1) 


^ A.US  diesen  Bedingungen  ergeben  sich  folgende 
*^bdjiua( jQjjjjyßj.jj:jHuisse  beider  Gestalten : 
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iin“ 


A.  bei  gleicher  Stellung;  dann  bildet  + 

als  untergeordnete  Gestalt  an  + ■ : 

I.  Zuschärfungen  der  Kanten;  und  zwar  ^ 

1)  der  stumpferen  Polk.,  Avenn  a'  = «,  ß'  ß 

daher  auch  n'  < n ; Fig.  424.  ^ 

2)  der  schärferen  Polk , AA'enn  ß'  = ß, 
daher  n'  ^ n , Fig.  425. 

3)  der  Mittelkanten,  wenn  /=y,  a' < a 

wt'  > m ; Fig.  426.  ^ 

II.  Sechsfl.  Zusp.  der  Polecke,  wenn  «'7 

und  ’ind  zAvar  sind  die  CK.  . 

4)  horizontal, wenn/i'=«;  Fig.  4' 

5)  nach  d.  schärf.  Polk.  ein-  , 

fallend — - Fig. 

6)  nach  d.  stumpf.  Polk.  ein- 

fallend  < - Fig.  4-^' 

Im  Falle  6 AA'erden  die  CK.  den  Mittelkanten  f** 

„ , ?»'(2  — n')  ?n(2  — n) 

allel,  Avenn  7 = • 

” " i;!' 

III.  Zusch.  der  Mittelecke,  je  zAvei  Zuschfl.  “ 


iii'i 


die  stumpferen  Pol-  und  die  Mittelkanten 
setzt,  AA'enn  ct'  ■<  « und  y'  > y;  und  zAvar 
die  heteropolaren  CK. 

7)  horizontal, '.  . . wenn»'  = w;  Fig-^ 

8)  nach  d.  stumpf.  Polk.  ein- 

fallehd 

9)  nach  d.  schärf.  Polk.  ein- 


fallend 


<- 


Im  Falle  9 Averden  die  CK.  den  schärf.  Polk-  F 
allel,  wenn  ß'  = ßi  Fig.  431. 

IV.  Zusch.  der  Mi  (felecke,  je  zAvci  Zuschfl 
die  schärferen  Pol  - und  die  Mittelkantcn 
setzt,  Avenn  ß'  <iß-,  und  y'  < y,  daher  n "7^^ 
und  ZAvar  sind  die  CK.  mit  den  stumpferen 


ul'' 

«J' 


^ystemlehre.  Hexagonalsystem.  Cap.  IV.  473 

10)  parallel,  . , wenna'=«;  Fig.43S. 

11)  convgt.  n.  d.  Mittelecken  - - - <C  - 
1?)  convgt.  n.  d.  Polecken  - - - !>  - 

BeiverwendeterStellung;  dann  bildet 


an  der  vorherrschenden  Gestalt  + 


tnVn 
2 ’■ 


Zusch.  der  Kanten,  und  zwar  nur 

13)  der  schärf.  Polk. , wenn  a'=/5  und ; ähnl. 
Fig.  425. 

”•  Sechsfl.  Zusp,  der  Polecke,  wenn  «' > /S 
und  |i9'  >■  a , und  zwar  sind  die  CK. 

14)  stets  n.  d.  schärf.  Polk.  fallend;  ähnl.  Fig.  429. 
B.  Zusch.  der  Mittelecke,  je  zwei  Zuschfl.  auf 

die  schärf.  Pol-  und  Mittelkanten  gesetzt,  wenn 
und  zwar  sind  die  CK.  mit  den  stumpfe- 
ren Polk. 

15)  parallel, W'enn Fig. 438. 

16)  convgt.  n.  d.  Mittelecken,  - - - •<  - 

17)  convgt.  n.  d.  Polecken,  - - -]>- 

In  diesen  17  Fällen  sind  alle  möglichen  CV. 
I^^ier  Skalenoeder  erschöpft,  weshalb  sie  die  Grund- 
der  folgenden  §§.  bilden , in  welchen  wir  die  hi- 
Combinationen  der  einzelen  Gestalten  durch- 
^®^ten  werden. 

§.  380. 

Combinationen  des  Skalenoeders  _ 

2 

y?  P^ . jjjggß  Gestalt  bildet  hei  gleicher  Stel- 
ling die  im  vorigen  §.  snh  A,  hei  verwendeter 
Steilung  die  ebendaselbst  nub  B aufgeführten  CV. 
"'Her  den  angegebenen  Bedingungen. 

2 


K 


' *'ei  gleicher  Stellung;  weil  »'<«,  so  wer- 
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<len  die  möglichen  CV . Nr.  1,6  und  9 ; die 
dien  des  llhomboeders  sind  immer  auf  die  stuJ 
pferenPolk.  des  Skalenoeders  gesetzt,  und  bilde 
, 7n{n-\-i)  -p.  4QO 

a)  Abst.  derselben,  wenn  m = — ; r ig- 

b)  Dreifl.  Zusp.  d. 

Polecko,  . . . 

c)  Abst.  der  Mit- 
telecke, 

I die  CK.  mit  den  schärferen  Polk.: 

, vi{gn—V) . pjg  # 

5')  coHvgt.  n.  u.  iviiiteiecKen  ^ 

Im  Falle  b erscheinen  die  Zuspl’.  als  Rhomben,  wem  7« 

' - n-^rV- 


< 


Fig.433 


u.43^' 


und  ZAvar  s'" 


a)  parallel, 

/5)  convgt.  n.  d.  Polecken,  " < " 

5')  convgt.  n.  d.  Mittelecken  - - - > - 


m(t  n) . ^ jjjj  p'aiie  cy,  wenn  m' 

B.  Bei  verwendeter  Stellung;  die  Flächen  ® 
Rhomboeders  sind  immer  auf  die  schärf.  P® 
des  Skai,  gesetzt,  und  bilden: 

, , m{2n — 1)  <3‘J' 

a)  Abst.  derselben , wenn  m = — ; Fig. 


440' 


b)  Dreifl.  Zusp.  d.  Pol- 
ecke,   ■*  - --  Fig 

c)  Abst.  d.  Mittelecke,  - - - >•  - - - und  2'' 
sind  die  CK.  mit  den  stumpferen  Polk.: 

, jnfn+l) 

ß)  parallel, wenn  7n' — 

convgt.  n.  d.  Poleken,  . . — - ■<  - - - 

y)  convgt.  n.  d.  Mittelecken 

' C^' 

3)  Mit  ffli'P2;  da  so  werden  die  möglichen 

Nr.  2,  5,  iO,  11  und  12*);  die  Flächen  Fon 
liegen  immer  paarweis  an  den  schärferen 
und  bilden: 


♦)  Nr.  3 und  8 sind  unmöglich,  weil  y'=0,  und  daher 
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, ‘2m{2n—X) 

•'')  Znsch.  derselben,  .....  wenn?/»  — 


^ Sechsfl,  Zusp.  der  Polecke,  - - - <1  - 

'')  Zuscli.  der  Mittelecke,  . • - - - > - - - 
und  zwar  sind  die  CK.  mit  den  stumpferen  Kan- 
ten des  Skalenoeders: 


ö)  pBTallel, 


wenn  vi' 


2ni{n  + 1) 
3n 


ß)  convgt.  n.  <).  Polecken  - - - < 

y)  con-vgt.  II.  d.  Mittelecken  - - - > 


Mit  ocP«';  da  m'>m,  so  sind  Nr.  7,  8 und  9 die 
möglichen  CV.;  die  Flächen  des  Prismas  bilden 
jedenfalls  Zusch.  der  Mittelecke,  und  zwar  sind 
die  CK.: 

ti)  horizontal,  vvenn  7i'  = n 

ß)  n.  d.  stmipfen  Polk.  fallend  - > - 

' y)  n.  d.  schärf.  Polk.  fallend 

ocp  bildet  Abst.  der  Mittelecke,  Fig.442. 

ocP2  bildet  Abst.  der  Mittelkanten;  Fig.  443. 

Op  bildet  Abst  der  Polecke;  Fig.  444. 

§.  381. 

Combinationen  des  Rhomboeders  _. 


l)Mit'^'; 

2 

bei  gleicher  Stellnng;  da  w'>l,  so  wer- 
den die  möglichen  CV.  Nr.  2,  3,  5,  8,  10,  11  und 
12;  die  Fiäclien  des  Skalenoeders  erscheinen  im- 
mer paarweis  und  bilden. 

Sechsfl.  Zusp.  d,  Polecke,  wenn 

und  ; Fig.  413. 

n.'  f*' 


Zusch.  d.  Polk.,  wenn 


m'{2 — 
n‘ 


<;?»  und 


Fig,  412. 


I 


I 
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c)  Zusch.  d.  Mittelecke,  die  Zuschfl.  auf  die 

und  Mittelkanten  gesetzt,  wenn 

m'(2 — n'')  — 1) 

— — ^<On  und  — i i ig.  416- 
n n 

d)  Zusch.  d.  Mittelkanten,  wenn 


w 


nr,  Fig.414. 


e)  Zusch.  d.  Mittelecke,  die  Zuschfl.  paarweis  a' 
die  Flächen  gesetzt,  wenn 

— Fig. 415. 

Ini  Falle  c sind  die  CK.  mit  den  geneigten  Diag**' 
nalen  der  Rhomboederflächen: 

„ , »«'(n'  + l) 

«)  parallel, wenn  — 

/9)  convgt.  n.  d.  Poleckeu  — _ _ _ - 

y)  convgt.  n.  d.  Mittelecken  — _ _ _ ^ - 

B.  Bei  verwendeter  Stellung  bildet  das  Sl^^ 
lenoeder : 

a)  Zusch.  d.  Polk. , wenn  P — »» 

' n 

b)  Sechsfl.  Zusp.  d.  Polecke  - - - - - <C  ' 

c)  Zusch.  der  Mittelecke  . . — ■ - - > ' 

und  ztyar  sind  die  CK.  mit  den  geneigten  Diag*’ 
nalen  der  Rhomboederflächen: 


?«'C2n'— 1), 


2/t' 


< - 
> ' 


te)  parallel, wenn 

f)  convgt.  n.  d.  Polccken  . . - - 
y)  convgt.  n.  d.  Mittelecken  ^ 

2)  Mit 

A.  bei  gleicher  Stellung;  die  Flächen  sind  h*‘ 
Hier  auf  die  Flächen  gesetzt,  und  bilden 


a)  dreifl.  Zusp.  der  Polecke , wenn  ni'  < »t ; Fig- 

b)  Ab.st.  der  Mittelecke  . . - - - >•  - Fig« 


41*^' 


B.  Bei  verwendeter  Stellung;  die  Flächen  S»'' 
immer  auf  die  Polk.  gesetzt,  und  bilden: 
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ft)  Abst.  derselben, wenn ; Fig.419. 

M Dreifl.  Zusp.  der  Polecke  — - <C"  I'gAiO. 
*')  Abst.  der  Mittelecke  ...  - - - >*■  und  2war 
sind  die  CK.  mit  den  geneigten  Diagonalen  der 
Flächen  des  vorherrschenden  Rhomboeders: 

«)  parallel, wenn  7«'=  2?« 

ß)  convgt.  n.  d.  Polecken  . . — ■ < ■ ' F’g-  421. 

y)  convgt.  n.  d,  Mittelecken  - - * > 

Mit  ?ä'P2;  die  Flächen  dieser  Pyramiden  sind  paar- 
Weis  auf  die  Polk.  des  Rhomboeders  gesetzt,  und 
bilden : 

ft)  Zusch.  derselben, wenn  m =km 

b)  Sechsfl.  Zusp.  der  Polecke  - - - <C  ' ' 

c)  Zusch.  der  Mittelecke  ...  - - • > - - '*"‘1 

zwar  sind  die  CK.  mit  den  geneigten  Diagona- 
len der  Rhomboederflächen: 


«)  parallel, "«enn  m 

convgt.  n.  d.  Polecken  . - - “ <C  " 

r)  convgt.  n.  d.  Mittelecken  - - - > ** 


^)  OCP«'  bildet  stets  Zusch.  der  Mittelecke,  die  Ziischfl. 
auf  die  Mittelkanten  gesetzt,  die  Zuschärfungskan- 
ten vertical;  ähnl.  Fig.  415. 

^)  ocP  bÜdet  Abst.  der  Mittelecke ; ähnl.  Fig.  418. 

®)  <xP2  bildet  Abst.  der  Mittelkanten ; Fig.  422. 

Op  bildet  Abst.  der  Polecke ; Fig.  423. 

§.  382. 

Combinationen  der  hexagonalen  Pyramide  7«P2. 

1)  Mit  da  <2,  so  werden  die  möglichen 

2 ’ 

tv  Nr  1 6 und  9;  die  Flächen  des  Skalenoe- 

ders sind  ’paarweis  auf  die  abwechselnden  Polk. 
der  Pyranüde  gesetzt,  und  bilden: 

M Zusch.  derselben,  wenn  iig.44j. 


”’V+Jj<3;»;Fifr44fr 
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b)  Sechsfl.  Zusp.  der 

Polecke wenn 

c)  Zusch.  der  Mittel- 
ecke   - - - - - nnd 

sind  die  heteropolaren  CK.  mit  den  Höhenh'’*^ 
der  Pyramidenflächen : 

c)  parallel, wenn  m'=:m 

fl)  convgt.  n.  d.  Polecken  . . - - - < - 
y)  convgt.  n.  den  Mittelecken  — ' > “ F'S- 

Im  Palle  cy  werden  dieselben  CK.  den  Polkp.nten  der  Pjr? 

„ , m'(2n'  — 1)  

parallel,  wenn  — i-^7 — 2"*- 

2)  Mit  diese  Gestalt,  deren  Flächen  immer 

die  abwechselnden  Polkanten  der  Pyramide  gese<^* 
sind,  bildet:  2 

a)  Abst.  derselben, wenn 7//=  Fig.4*  | 

b)  Dreill.  Znsp.  der  Polecke  — - <C  ' ' ^ j 


c)  Abst.  der  Mittelecke 


- ^ undz" 


■»( 

sind  die  heteropolaren  CK.  mit  den  Höhenlinie' 
der  Py ramidenllächen : 

ß)  parallel,  weimra'=m 

fl')  convgt.  n.  d.  Polecken  . - - - < - 
y)  convgt.  n.  d.  Mittelecken  - - - > - Fig-  450. 

Im  Falle  cy  werden  dieselben  CK.  den  Polkanteu  der  Pyrai«’ 
parallel,  wenn  m'  = ?jn;  Fig.  450. 

§.  383. 

Combinatlonen  von  ooP , (X)P2  und  oP . 

Es  bilden  an  ocP: 

) , beiderseits  sechsfl.  Znsp. , die  Zuspfl.  P^‘' 

weis  auf  die  abwechselnden  Flächen  oben  und  , 
ten  widersinnig  aufgesetzt,  so  dass  auf 
che  von  ooP  ein  oberes  und  ein  unteres  Paar  C"  j 
binationskanten  entsteht,  welche  allein  ein  De 
bilden  würden;  die  Flächen  von  oeP  werden 
her  unregelmässige  Sechsecke;  Fig.  451 
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2)  (jreifl  Zusp.,  die  Zuspfl.  auf  die  abwechseln- 
den Flächen  ol)en  und  unten  widersinnig  aufge- 
setzt; auf  jeder  Fläche  von  ooP  entstehen  eine  ho- 
rizontale (heteropolare)  und  zwei  geneigte  (amphi- 
polare)  Coiuhinationskanten,  weshalb  diese  Flächen 
selbst  als  unregelmässige  Fünfecke  erscheinen; 

Fig.  458. 

Es  bilden  an  !>cP2: 


1)»^'  beiderseits  sechsfl.  Zusp.,  so  dass  auf  je- 
2 

der  Fläche  des  Prismas  zwei,  der  Mittelkante  des 
Skalenoeders  parallele  CK.  entstehen,  weshalb 
diese  Flächen  selbst  als  Rhomboide  erscheinen; 


Fig.  452. 

5)  beiderseits  dreifl.  Zusp.,  die  Zuspfl.  auf  die 

abwechselnden  Kanten  von  ocP2  oben  und  unten 
Widersinnig  aufgesetzt;  die  CK.  liegen  wie  uu  vo- 
rigen Falle,  und  es  erscheinen  daher  die  Flächen  des 
Rhomboeders  als  Rhomben,  die  Flächen  des  Pris- 
lUas  als  Rhomboide;  Fig,  457. 

Es  bilden  mit  oP: 

zwölfseitige  Tafeln,  mit  12  trapezischen 

Handflächen,  welche  paarweis,  abwechselnd  schief 
angesetzt  sind;  Fig. 453  und  454. 

sechsseitige  Tafeln  mit  sechs  trapezischen,  ab- 

1 Wechselnd  schief  angesetzten  Randflächen ; Fig.  455 


'rnd  456. 

f-oinbinationsregelii  für  die 

nung. 


secundäre  Bczeich- 


§.  384. 

Combinatlonen  zweier  Skalenoeder  »ili“  und  m'Ra'. 
Sollen  wir  die  in  den  vorhergehenden  §§.  ent- 
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haltenen  Regeln  der  binären  rhomboedrischen  Coiiil)*' 
nationen  in  die  Sprache  der  secnndären  Ableit»®^ 
und  Bezeichnung  übersetzen,  so  haben  wir,  weil 

Zeichen  mR"  das  Zeichen  entspricht,  in  d*’" 

allgemeinen  Bedingungen  des  §.  379  mn  und  m'n'  sta‘* 

2/2  * 
vt  und  m’ , — und  , statt  n und  n'  zu  sehr«*' 

n+1  n'+l 

ben;  dann  erhalten  dieselben  Bedingungen  für 
Combinationen  zweier  Skalenoeder  mR"  und  m'R"' 
gende  Form: 

A.  Bei  gleicher  Stellung  ist: 

«'>==<«,  wenn  m'(3ii'+ 1)<  = > m(3)i+ 1) 
ß'>  = <ß,  wenn  1)  < = > //<(3w— 1) 

/>  = <</,  wenn  m'  > = < m 

B.  Bei  verwendeter  Stellung  ist: 

«'  > = < ^,  wenn  »«'(3m'+1)  < = > /ä(3m— 1) 
ß' > = <((,  wenn  m'(3u'~l)  < = > m{3n+l) 
Aus  diesen  Bedingungen  ergeben  sich  folge»'** 
Combinationsverhältnisso  beider  Gestalten. 

Es  bildet  das  untergeordnete  Skalenoedet- 
an  dem  vorherrschenden  Skalenoeder  7/iR": 

A.  Bei  gleicher  Stellung,  . 

I.  Znchärfiingen  der  Kanten,  und  zw'ar 

1)  der  stumpferen  Folk  , wenn  m'{3tt'-\-l)=m{3n-^^^ 

m'  > m und  n'  < n : Fig.  424. 

2)  der  schärf.  Folk.,  wenn  ml {3h' — l)—m(3H^^^ 

und  n'y>H'^  Fig.  425. 

3)  der  Mittelkanten,  wenn  m'=m  und  H''y>n\  Fig-'^^l 
II.  S e c li  s fl.  Z u s p.  d e r F o 1 e c k e,  wenn  in'{3H'^ 

>ot(3«+1)  undffl'(3/i'— 1)>?/;(3w— 1),  undz"“ 
sind  die  CK. 

4)  horizontal,  wenn  Fig- 

5)  nacli  d.  schärf  Folk,  fallend  — - >■  - Fig-“^' 

6)  nach  d.  stumpferen  Folk.  a 

fallend  < - Fig.  42'’’ 


iv 
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^**1  Falle  6 werden  die  CK.  den  Mittelkanten  von 
mR"  parallel,  wenn  m'  = m. 

‘ Zusch.  der  Mittelecke,  je  zwei  Zuschfl.  auf 
die  stumpferen  Pol  - und  Mittelkanten  gesetzt, 
\venn  + 1)  >■ /«(3m  + 1)5  «nd  /»'>?«;  und 
zwar  sind  die  CK. 

horizontal,  wenn  = Fig. 430. 

®)  nach  d.  stumpf.  Polk.  fallend  - - - >■  - 

nach  d.  schärf.  Polk.  fallend  - - - - Fig.  431. 

Falle  9 werden  die  CK.  den  schärf.  Polk.  von 
mR"  parallel,  wenn  m'(ßu'  — 1)  = /«(3»' — 1); 
Fig.  431. 

Z US  eil.  der  Mittelecke,  je  zwei  Zuschfl.  auf 
die  schärferenPol  - und  Mittelkanten  gesetzt. 
Wenn  //i'(3m‘' — 1)  >•  m(3n — 1),  und  m'  <(  m , n' >■  n ; 
Und  zwar  sind  die  CK.  mit  den  stumpferen  Polk. 
19)  parallel , wenn  M/'(3/i'+l)=/«(3«-i-i);  Fig.438. 
ll)  convgt.  n.  d. 

Mittelecken  - - - 

convgt.  n.  d. 

Polecken  --  - 

verwendeier  Stellung, 

Zu  sch.  der  Kanten,  und  zwar  nur 

der  schärf  Polk.,  w enn  /»'(3/t'+l)  =/«(3/i — 1) 

‘ 8echsfl.  Zusp.  der  Polecke,  W'enn /m'(3m'+1) 
'\»((3// — 1);  und  zwar  sind  die  CK.  jederzeit 
nach  d.  schärf.  Polk.  fallend. 

^usch.  der  Mittelecke^  Wehn  ä!»'(3M'  + l) 
^ /«(3/i  — 1);  und  zw  ar  sind  die  CK.  mit  den 
stumpferen  Polk.  von  7ttR" 

parallel, Wenn /«'(3ä'— l)=»/(3/i4.1') 

^6)  convgt.  n.d.Mittel- 
ecken 

‘i  convgt.  n.  d.  Pol- 
ecken tii.i.i  --  - - - - .ii 

31 
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Für  die  spcciellen  Regeln  der  binären  Coinbin^ 
lionen,  wie  solche  in  den  §§.  380  — 383  mitgetbß’ 
Avurden,  haben  wir  gleichfalls  nur  die  primitiven-^ 
leitungscoefficienten  aller  Skalenoeder  als  Funclie**^" 
der  secundären  Coefficienten  auszudriicken , d.  h. 

nt 

jedes  w»  den  Werth  mn,  für  jedes  n den  Werth 


7U  substituiren , darauf  mR"  statt  und  mR  s‘‘'' 


«tP 


zu  schreiben,  um  dieselben  Regeln  in  die  Spr«'*'^ 

^ * f* 

der  secundären  Bezeichnung  zu  übersetzen;  Avobet 

sich  von  selbst  versteht,  dass  die  Ableitungscoeffic'*^*' 

ten  m und  m'  der  Rhomboeder  und  hexagonalen 

ramiden  der  Nebenreihe  ganz  unverändert  blei*’ 


müssen.  WieAVohl  nun  hiernach  die  Transfonna*' 


der  in  den  §§.  380  — 383  enthaltenen  Regeln  1»^ 
auszuführen  ist,  so  glaube  ich  doch  die  Resultate 
selben  mittheilen  zu  müssen,  weil  die  rhombo^'^J. 
sehen  Combinationen  eine  so  wichtige  Rolle  im  ^ 


neralreiche  spielen,  und  die  secundäre  Bezeichn" 


d 


für  die  Mineralogie  der  primitiven  vorzuziehen  i**' 


§.  385. 

Combinationen  des  Skalenoeders  mR<‘. 

i- 

1)  Mit  m'R"';  diese  Gestalt  bringt  die  im  vorign"^,, 
anfgezählten  17  CV.  unter  den  daselbst  ert'" 
ten  Bedingungen  hervor. 


2)  Mit  m'R  ; 

A.  bei  gleicher  Stellung;  da  n'  C^n,  so 
die  möglichen  CV.  Nr.  1,  6 und  9;  die 
des  Rhomhoeders  sind  immer  auf  die  stuinp* 
Polkanten  gesetzt,  und  bilden 
a)  Abst,  derselben,  Avenn  m'  = 
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b)  Dreifl.  Zusp. 

d.  Polecke,  wenn  ; Fig.433 u. 434 

c)  Abst.  d.  Mit- 
telecke ...  — - . - _ und  2 war  sind 

die  CK.  mit  den  schärferen  Polk. 

«)  parallel, wenn  Wi'=4m(Sn— 1);  Fjg.435. 

ß)  convgt.  n.  d.  Pölecken  — - <;  - - _ F;g.436. 

y)  convgt.  n.  d.  Mittelecken  — - > . _ . Fig.  437. 

bn  Falle  b erscheinen  die  Zuspfl.  als  Rhomben,  wenn  vi' s=stn, 
im  Falle  cy,  wenn  (S?j’  -}-  l)m, 

11.  Bei  verwendeter  Stellung;  die  Flächen  von 
m'R  sind  immer  auf  die  schärf  Polk.  von  mR" 
gesetzt,  und  bilden: 

a)  Abst.  derselben,  wenn  »»'=-i/Ä(3»—-l);  Fig. 439. 

b)  Dreifl.  Zusp.  der 

Polecke  .....  --  -<^  - - - Fig.44o. 

c)  Abst.  der  Mittel- 

--  und  zwar 

sind  die  CK.  mit  den  stumpferen  Polk. 

“)  parallel, wenn  »i''=  ;wi(3n-l-l) ; Fig.441, 

ß)  convgt.  n.  d.  Poleeken  — - <; 

y)  convgt.  n.  d.  Mittelecken  — -> 

Mit  »j'P2;  die  Flächen  der  Pyramide  liegen  immer 
paarweis  an  den  schärferen  Polk.  des  Skalenoe- 
ders, und  bilddn: 

*')  Zusch.  derselben, wenn  = — l) 

b)  Sechsfl.  Zusp.  der  Polecke  - - - _ 

Zusch.  der  Mittelecke  . . - - - ^ . 

und  zwar  sind  die  CK.  mit  den  stumpferen  Polk. 

“)  parallel, w'enn  m' c=:^m(3n+l) 

convgt.  n.  d,  Polecken  — 
y)  convgt.  n.  d.  Mittelecken  - - - ^ _ 

OoRn'  bildet  Zusch.  der  Mittelecke,  die  Zn.schfl. 
•■'«f  die  Mittelkantcn  gesetzt,  und  zwar  sind  die  CK 

'*)  horizontal, wenn  M's=n ; ähnl. PJg, 430. 

nach  d.  stumpf.  Polk.  fallend  — ^ - 

«ach  d.  schärf.  Polk.  fallend  - - - 

31* 
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6)  coß  bildet  Abst.  der  Mittelecke;  Fig.  442. 

6)  ocP2  bildet  Abst.  der  Mittelkanten ; Fig.  443. 

7)  oR  bildet  Abst.  der  Polecke ; Fig.  444. 

§.  386. 

Comblnationen  des  Rhomboeders  mR. 

1)  Mit  «»'ß"'; 

A.  Bei  gleicher  Stellu  ng;  da  »' > w,  so  sln‘* 
die  möglichen  CV»  Nr.  2,  3,  6,  8,  10,  11  nnd  l2' 
die  Flächen  des  Skalenoeders  liegen  immer  paaf' 
\veis  beisammen,  und  bilden: 

a)  Sechsfl.  Zusp. 

d.Polecke,  wenn  m'<m  u.  ^»»'(3/*' — 1)<»» ; Fig.41j 

b)  Zusch.  der 

Polkanten  - - ---3=-  Fig.41'' 

e)  Zusch.  der 
Mittelecke, 
die  Zuschfl. 
auf  die  Pol- 

und  Mittel-  i 

kanten  ge-  j 

setzt  >-  Fig.# 

d)  ZuSch.  der  Mittelkanten,  wenn »«'=;»;  Fig.41' 

e)  Zusch.  der  Mittelecke,  die 

Zuschfl.  paarweis  auf  die  ^ 

Rhomboederflächen  gesetzt  - - Fig  4l'^  i 

Im  Falle  c sind  die  CK.  mit  den  geneigten  Diaß*’ 
nalen  der  Rhomboederflächen: 

k)  parallel, wenn  ^m'(ßn,'+l)=:m 

ß)  convgt.  n.  d.  Polecken  — 

y)  convgt.  n.  d.  Mitteleeken  - --  --  - 

B.  Bei  verwendeter  Stellung  bildet  m'R"'  ^ 

a)  Zusch.  der  Polkanten,  . . wenn  ^ 

b)  Sechsfl.  Zusp.  d.  Polecke  - - - - * ^ ^ 

e)  Zusch.  der  Mittelecke  . . - - . - - "7 
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und  zwar  sind  die  CK.  mit  den  geneigten  Dia- 
gonalen der  Rhomboederdächen : 

c)  parallel, — 1)  = » 

jS)  conygt.  n.  den  Polecken  — - 
y)  convgt.  n.  d.  Mittelecken  — - 

Mit  m'Ri 

A.  bei  gleicher  Stellnng;  die  Flächen  sind  im- 
mer auf  die  Flächen  aufgesetzt,  und  bilden; 

a)  Dreifl.  Zusp.  d.  Polecke,  wenn  ; Fig.  417. 

b)  Abst.  der  Mittelecke  ...  - - - > - Fig.  418. 
fi.  Bei  verwendeter  Stellung;  die  Flächen  von 

m'R  sind  inuner  auf  die  Polk,  von  mR  gesetzt, 
und  bilden : 

a)  Abst.  derselben,  ....  wenn  = Fig. 419. 

b)  Dreifl.  Zusp.  d.  Polecke  - - - Fig.  420. 

c)  Abst.  der  Mittelecke  . - - - > - - und  zwar 

sind  die  CK.  mit  den  geneigten  Diagonalen  der 
Flächen  von  mR: 

(t)  parallel,  . . ., . wenn  m'  = ^m 

P)  convgt.  n,  d.  Polecken  - - * < Pjg-421. 

y)  convgt.  n.  d.  Mittelecken  - - * > -- 
Mit  «i'P2;  die  Flächen  sind  immer  paarweis  auf 
die  Polk.  des  Rhomboeders  gesetzt,  und  bilden: 

a)  Zusch.  derselben,  . . . wenn  m'  — \m 

b)  Sechsfl.  Zusp.  d.  Polecke  - -r  - - 

c)  Zusch.  der  Mittelecke  - - - - und  zwar 

sind  die  CK.  mit  den  geneigten  Diagonalen  der 
Rhomboederflächen ; 

«)  parallel, wenn  = 

P)  convgt.  n.  d.  Polecken  — - - 

:')  convgt.  n.  d.  Mittelecken  - - - ^ 

ocl?n'  bildet  Zusch.  der  Mittelecke,  die  Zuschfl. 
auf  die  Mittelkanten  gesetzt ; ähnl.  Fig.  415. 

®oR  bildet  Abst.  der  Mittelecke;  ähnl.  Fig.  418. 

*’)  Q0P2  bildet  Abst.  der  Mittelkanten;  Fig. 422. 
oß  bildet  Abst.  der  Polecke;  Fig.  423. 
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§.  387. 

Combinationen  der  hexagonalen  Pyramide  mP2. 

1)  Mit  die  Ambiguität  der  Stellung  des  Sk»' 

lenoeders  ist  ohne  Einfluss;  seine  Flächen  lieget* 
immer  paarweis  an  den  abwechselnden  Polkanten 
von  »2P2,  und  bilden: 

a)  Zuscli.  der  abwech- 
selnden Polkanten,  wenn4»»'(37/-l-l)  = »t ; Fig.445- 

b)  Sechsfl.  Zusp.  der 

Polecke, --  - Fig.446- 

c)  Zusch.d.  Mittelecke  - - ■ ■ - > -tindzwaf 

sind  die  heteropolaren  CK.  mit  den  übrigen  Polk 
der  Pyramide: 

«)  parallel,  ........  wenn  Jm'(ßn' — i)  — irt 

ß)  convgt.  n.  d.  Polecken  --  - - Pig,  4i7. 

y)  convgt.  n.  d.  Mittelccken  — _ 

Im  B'alle  cß  werden  dieselben  CK.  den  Höhenlinien  der  Pyrai»*' 
denflächen  paralell,  wenn 

2)  Mit  m'R;  die  Ambiguität  der  Stellung  ist  ohn« 
Einfluss;  die  Flächen  des  Rhomboeders  sind 
die  abwechselnden  Polk.  der  Pyramide  gesetzt  u**** 
bilden: 

a)  Abst.  derselben,  . . . wenn  = Fig. 44^' 

b)  Dreifl,  Zusp.  der  Pol  ecke  - - - Fig.  449'  | 

c)  Abst.  der  Mittelecke  . . - - - und  zu'**'^ 

sind  die  heteropolaren  CK.  mit  den  übrigen  Pol^' 
der  Pyramide: 

«)  parallel,  wenn  7/»'=?bi;  Fig. 450. 

ß)  convgt.  n.  d.  Polecken  - - - < -- 
y)  convgt.  n.  d.  Mittelecken  — - 
Im  Falle  cß  werden  dieselben  CK.  den  Höhenlinien  paraH®’’ 
wenn  »P  = ?n. 

■y)  Combinationsgleichungen  für  die  rhomboedr*' 
sehen  Combinationen. 

§.  388. 

CG.  för  die  primitive  Bexeichmmg. 

Weil  in  den  Combinationen  hemiedrischer 
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übei'haupt  mehre  verschiedenartige  Combina- 
^*oaskanten  zu  berücksichtigen  sind,  so  haben  wir 

»iP« 

'‘ttch  für  die  Combinationen  zweier  Skalenoeder 


Und— ^ mehre  Comhinationsgleicliungen  aiifzusu- 
'Wn,  und  namentlich  folgende  Fälle  zu  unterscheiden : 
Bei  gleicher  Stellung  der  beiden  gegebenen  Ge- 
stalten. 

u)  Für  heteropolare  CK.  = iF- 
Die  diesem  Falle  entsprechende  CG.  ist  identisch 
nüt  der  oben  in  §.  371  sub  1 stehenden  CG.  für 
tnVn  und  »i'P/*',  und  wird  daher: 

>nV(m'n — mn')-^m’Xm—m')nn'+n''(:n'--'n)mm'==0 
»»"P/i" 

Die  dritte  Gestalt  hat  jedenfalls  gleiche  Stel- 


lung mit  jeder  der  gegebenen  Gestalten. 

Für  amphipolare  CK.  = H'. 

Aus  der  gegenseitigen  Lage  der  Flächen  beider  Ge- 
stalten ergiebt  sich,  dass  die  diesem  Falle  entspre- 
chende CG.  aus  der  CG.  Nr.  I.  folgt,  sobald  man 
>u  derselben  m'  negativ,  und  statt  »'  die  Grösse 


U. 


setzt;  dann  wird  die  gesuchte  CG.: 


n."n."[mii'+m'n[n’  -1)]  - m'’{7n+7ii’)nn'+it''[ii'-n{n'—i)]mm’r=0 

Dei  dem  Gehrauche  dieser  und  der  folgenden  Glei- 
chungen wird  jedoch  durchgängig  vorausgesetzt,  dass 
'lio  abstuinpfenden  Flächen  der  «Iritten  Gestalt  glei- 
che Lage  mit  denFläclien  der  ersten  Gestalt  haben, 
'•ud  dass  sich  die  dritte  Gestalt  selbst  mit  der  er- 
uten  in  gleicher  Stellung  befinde.  Man  hat  daher 

jedenfalls  diejenige  der  gegebenen  Gestalten  = 


setzen,  deren  Flächen  mit  den  Flächen  der  ge- 
**ichten  Gestalt  analoge  Lage  haben. 
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B.  Bei  verwendeter  Stellung  der  beiden  gegebeitf^ 
Gestalten. 

a)  Für  heteropolaro  CK.  = JT,. 

Aus  den  Verhältnissen  der  beiden  gegebenen  Gc' 
stalten  ist  einleuchtend,  dass  man  nur  in  der  Cb- 
Nr.  II.  die  Grösse  m'  negativ  zu  setzen  braucht,  m'’ 
auf  die,  dem  gegenwärtigen  Falle  entsprechend^' 
CG.  zu  gelangen;  es  wird  selbige  demnach: 
ni.  m’'n''[inn'--in’n{n'-\y\~m''(m-m']nn'-n''[n'-n(:n’—\)]mm'^ 
und  ist  bei  ihrem  Gebrauche  nur  darauf  zu  seh®"' 

dass  man  diejenige  der  bekannten  Gestalten  als 

M 

einführt,  welche  gleiche  Stellung  mit  der  gesacl'' 
ten  Gestalt  hat. 

b)  Für  amphipolare  CK.  = JT',. 

Die  für  diesen  Fall  gültige  Gleichung  ist  keine 
dre  als  die  CG.  Nr.  I.  ipit  negativem  also : 

IV.  »*"(»*'+»<)««'+«"(«' — n)mm.'=0 

Die  Bedingung  ihrer  unmittelbaren  Gültigkeit 
übrigens  dieselbe  wie  in  den  vorhergehenden  FäU®'^ 

§.  389. 

CG.  für  die  secundäre  Bezeichnung. 

* 

Die  im  vorigen  §.  mitgetheilten  CG.  beziehen  S’*" 
nur  auf  die  priniitiven  Zeichen,  besitzen  aber  eh®'' 
deshalb  den  Vortheil  einer  allgemeinen,  von  der 
«chaffenheit  der  combinirten  Gestalten  ganz  unabh®*' 

gigen  Gültigkeit,  weil  das  Zeichen  eben  so'V®*' 

ein  Skalenoeder  und  Rhomboeder,  als  eine  he%n|?^ 
nale  Pyramide  der  Nebenreihe  bedeuten  kann. 
die  secundäre  Bezeichnung  werden  diese  Gleichnür 
nicht  nur  überhaupt  einer  angemessenen  Transfor^ 
tion,  sondern  auch,  wegen  der  von  dieser  BezeJ®^,^ 
nnng  ausgeschlossenen  Pyramiden  der  Nebenreil'P'  . 
per  unvermeidlichen  Vervielfältigung  unterw»* 
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milssen,  indem  dadurch  zunächst  die  Unter- 
scheidung der  Fälle  nothwendig  wird,  ob  beide  ge- 
sehene Gestalten  von  der  Form  »</{“  sind,  oder  ob 
derselben  von  der  Form  mV2  ist.  Die  Trans- 
"iiuation  selbst  ist  ganz  einfach,  und  besteht  darin, 
’^'^ss  in  den  vier  CG.  des  vorigen  §.  für  jede  Gestalt 

statt  m und  n die  Grössen  tim  und  einge- 

**nrt  werden,  während  für  jede  Gestalt  ff/P2  « = 2 zu 
Setzen  ist.  Die  Gleichungen  gewinnen  dadurch  sehr 
Einfachheit  und  Uebereinstimmung. 

Älan  erhält  nämlich; 


1)  Für  mlV'  und  m'R^' 

A.,  Bei  gleicher  Stellung  derselben: 
h »*"»"(;/« — in')+tn' ti’ {m" — m) — — m')  =0 
Wo  das  obere  Zeichen  für  heteropolare,  das  untere 
Zeichen  für  amphipolare  CK.  gilt.  Im  letzteren 
Falle  könnte  sich  die  dritte  Gestalt  m''R”"  in  ver- 
wendeter Stellung  zn  mR”  befinden;  dann  ist  ne- 
gativ zu  nehmen;  auch  könnte  die  dritte  Gestalt 
Von  der  Form  m"P2  seyn;  dann  wird  die  CG.: 

a)  ««"(»» — ff*')  + mm'(n+n')  = 0 
ß.  Bei  verwendeter  Stellung  derselben: 
ff*"M"(/ff-l-w*')  + »<'M'(»*’'^ — tn)—mu(i/i"+m')  = 0 
Wo  wüederura  das  obere  Zeichen  für  heteropolare, 
das  untere  Zeichen  für  amphipolare  CK.  gilt.  Wenn 
die  dritte  Gestalt  von  der  Form  »*"P2  ist,  wird 
diese  CG.: 

a)  »*"(y»-l-ff*0 — mm'(n+n')  = 0 
Für  mR”  und  ot.'P2; 

da  der  Unterschied  der  Stellung  hier  wegfällt,  so 
. ?*lt  die  einzige  CG.: 

‘h  m\n''—n)m±mXm"—m)  = 0. 
sait  oberem  oder  unterem  Zeichen,  je  nachdem  die 
heteropolar  oder  amphipolar  ist.  Im  letzteren 
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Falle  könnte  sich  die  dritte  Gestalt  in 

wendeter  Stellung  zu  .»til"  befinden;  dann  wird  n* 
negativ  genommen. 


2)  Pyramidal-Iiemiedrische  Combinationen. 


§.  390. 

Merkmale  derselben. 


Die  pyramidal- hemiedrischen  Combinationen  sH'* 
für  die  Erscheinung  nur  dadurch  von  den  holoedr'" 
sehen  Combinationen  unterschieden,  dass  diePyraJ'“' 
den  und  Prismen  der  Zwischemeihen  als  hexagonal® 
Pyramiden  und  Prismen  von  abnormer  Flächenstellui'^ 
aiiftreten.  Da  sich  also  diese  Hemiedrie  nur  ins®' 
fern  zu  erkennen  geben  kann,  inwiefern  Gestalten  a®' 
den  Zwischenreihen  verkommen  und  die Krystall® 


an  beiden  Enden  hinreichend  ausgcbildet  sind, 


s® 


ist  begreiflich , dass  der  Charakter  einer  hexagoU®’ 
len  Krystallreihe  überhaupt  problematisch  bleib®'’ 
muss,  so  lange  die  beobachteten  Krystalle  nur 
stalten  der  Haupt  - und  Nebenreihe  enthalten  und 
an  einem  Ende  vollständig  ausgebildet  sind.  Dal'®^ 
ist  denn  auch  diese  merkwürdige  Hemiedrie  erst 


einigen  Jahren  durch  Haidingers  Beobachtungen 


iii" 


Apatite  nachgevviesen  worden,  dessen  Krystallre 
man  früher  für  holoedrisch  gehalten  hatte,  weil  ‘l’ 
gewöhnlichen  Varietäten  nur  Gestalten  von  derF®®^ 
mP  und  mV2  zeigen,  und  an  den  beobachteten  dihe^‘_ 
gonalen  Pyramiden  der  hemiedrische  Charakter  i'b®^^ 
sehen,  oder  mit  einer  zufälligen  Unvollzähligkeit 
Flächen  verwechselt  worden  war.  Wo  jedoch 


Hemiedrie  wirklich  Statt  findet,  da  giebt  sie  sich^  ^ 


tW' 


gehörig  ausgebildeten  Krystallen  auf  eine  so  au 
lende  Weise  durch  das  einseitige,  links  oder  rc® 
gewendete,  und  in  Bezug  auf  oben  und  unten  gl®* 


cb' 


s i n n i g e Auftreten  der  Flächen  aller  *»Prt  z” 


erk®" 
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dass  die  genauere  Prüfung  einiger  weniger  In- 


, ^ ^ 

t'^duen  zur  Anerkennung  ihres  Vorhandenseyns  füh- 

Kiuss.  Die  Combinationen  selbst  haben  in  ihrer 
.^^Wicklung  durchaus  keine  Schwierigkeit,  indem  für 
I®  'inmittelbar  die  für  die  holoedrischen  Combina- 
'*''en  gegebenen  Regeln  anzuwenden  sind. 


Trapezoe dris c h ■■  hemi 5 d rische  Coinbinationea. 

§.  391. 

Merkmale  derselben. 

Obgleich  das  Vorkommen  der  trapezoüdrischen 
.^’hiüdrie  an  und  für  sich  sehr  wohl  möglich  ist,  so 
doch,  neueren  Beobachtungen  zufolge,  der 
j für  welchen  allein  man  diese  Hemigdrie  an- 
''’'®liinen  berechtigt  war,  nicht  sowohl  ihr,  als  viel- 
Hr  der  gleichnamigen  Tetartoedrie  unterworfen  seyn. 
v'*'irch  wird  jedoch  die  Möglichkeit,  ja  selbst  die 
^^^rscheinlichkeit  derselben  keinesweges  zweifelhaft 
j^^'i'acht.  Ihre  Anerkennung  ist  übrigens,  eben  so 
jene  der  pyramidalen  Hemiedrie,  abhängig 
Von  dem  Vorkommen  der  Glieder  der  Zwischen- 
reihen , weil  sich  die  Gestalten  der  Haupt  - und 
Nebenreihe  ihrer  stereometrischen  Erscheinung 
nach  dem  Einflüsse  derselben  gänzlich  entziehen ; 
Von  der  vollständigen  Ausbildung  der  Krystalle 
"n  beiden  Enden,  weil  der  Unterschied  zwischen 
der  trapezoädrischen  und  pyramidalen  Hemiedrie 
ln  der  verschiedenen  Lage  der  oberen  gegen  die 
Unteren  Flächen  begründet  ist. 

^iud  aber  die  Krystalle  hinreichend  ausgebildet. 


'''"’d  das  einseitige,  links  oder  rechts  gewendete, 
ln  Bezug  auf  oben  und  unten  widersinnige 


ft 


der  Hälfte  der  Flächen  aller  niPn  die  tra- 
^^^aßdrisch-hemiedrischen  Combinationen  auf  den  er- 
''U>'  erkennen  lassen.  Ihre  weitere  Entwick- 

8 ist  ohne  Schwierigkeit, 
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c)  Tetartoedrische  Comhinalionen- 
1)  Trapezo6drisch  - tetartoedrische  Combinatio' 

§.  392. 

Merkmale  und  Entwicklung  derselben.  ^ 

^il 

Die  trapezoedri.sche  Tetartoedrie  ist  nach  § '^ 
daran  zu  erkennen,  dass 

' ,,U\ 

1)  die  Pyramiden  der  Hauptreihe  als  Rhombo® 
und  das  Prisma  dieser  Reihe  als  hexago»^ 


Prisma, 

2)  die  Pyramiden  der  Nebenreihe  als  trigonale 


Pf 

tti' 


ramiden  und  das  Prisma  derselben  Reihe  als 
gonales  Prisma, 

3)  die  Pyramiden  der  Zwischenreihen  als  trige'’jj. 
Trapezoeder  und  die  Prismen  derselben  al* 
trigonale  Prismen 


p’ 


auftreten.  Da  also  alle  Gestalten  dem  Einflüsse 
ser  Tetartoedrie  unterliegen,  so  wird  sich  die®^' 
jedenfalls  leichter  und  bestimmter  zu  erkennen  g® 
als  die  verschiedenen  Arten  der  Ilemiedrie;  nur 
diese  Erkennung  gleichfalls  voraus,  dass  beid®  ,, 
den  der  Krystalle  zu  beobachten  sind,  weil  auss®f‘;|^(; 
der  Charakter  der  Tetartoedrie  unentschieden  bl®’  , 
es  müsste  denn  diese  Entscheidung  durch  das  ®'®j)J 
tliüinliche  Vorkommen  der  Prismen  oeP/i  oder  ^ 
noch  möglich  werden.  j|,,l 

Die  besondre  Entwicklung  der  Combination®*’  ^||i 
keine  Schwierigkeiten,  indem  dabei  theils  die 
der  holoedrischen  und  rhomboedrischen  Combi®’’  ^ 
nen,  theils  die  allgemeine  Combinationsgleiclia”®j|i' 
Hülfe  genommen  tverden,  W'obei  freilich  auf  di® 
tige  Bestimmung  der  Gleichungen  der  zum 
schnitte  kommenden  Flächen  besonders  genau 
hen  werden  muss.  Uebrigens  ist  der  Quarz  bi® 
die  einzige  bekannte  Species,  an  welcher  sich 
merkwürdige  Tetartoedrie  verwirklicht  findet» 


^y^temlehre.  Hexagonalsystem.  Cap.  JK ■ 493 


Krystallreihe  wird  durch  dieselbe  vor  allen  iibri^ 
^^'‘Krjstallreihen  des  hexagonalen  Systemes  auf  eine 
'**^**st  auffallende  Weise  ausgezeiclmet. 

omboädrisch-tetartocdrische  Combinationen. 

§.  393. 

Merkmale  der  rhomboedrischen  Tetartoedrie. 

öie  Merkmale  dieser  Tetartoedrie  sind  gleich- 
^ Sehr  auffallend,  indem  für  sie  die  sümmtllcben 
lj^*'*«niden  des  Systemes  als  Rhomboeder  auftreten 


full 


bun  nächst  den  Gestalten  der  Hauptreihe  jene  der 
^jfienreihe  besonders  häufig  vorzukommen  pflegen, 
ij,  ftann  es  als  ein  hervorstechendes  Merkmal  dieser 
, ^fbrtoedrie  betrachtet  werden,  dass  auch  die  Pyra- 
''•fen  «iP2  als  Rhomboeder  auftreten,  weil  dieser  Um- 
zur  Unterscheidung  derselben  von  den  verschie- 
Arten  der  Hemicdrie  sowohl,  als  von  der  tra- 
j^*®^drischen  Tetartoedrie  dienen  kann,  von  welchen 
dieselben  Pyramiden  ganz  unverändert  lassen, 
b**rend  diese  sie  auf  trigonale  Pyramiden  reducirt. 
j ßas  Titancisen  (von  Gastein,  Oi.sans  uiulMiask) 
* bis  jetzt  die  einzige  bekannte  Substanz,  an  wel- 
[.  sich  die  rhomboedrische  Tetartoedrie  verwirk- 
findet.  Seine  Combinationen  erhalten  zumTbeil 
Sehr  unsymmetrisches  Ansehen , sind  jedoch  leicht 
(.  ^btwickeln,  wenn  man  nur,  mit  steter  Beriicksich- 
der  Lage  der  verschiedenen  Flächen , die  Re- 
j jj.  " für  die  holoedrischen  und  rhomboedrischen  Com- 
btionen,  so  wüe  die  allgemeine  Corabinationsglei- 


‘8  zu  Hülfe  nimmt. 


C. 


Berechnung  der  Combinationskanten. 

§.  394, 

Combinationskanten  holoedrischer  Gestalten. 

len  ^''■*®chen  je  zwei  holoedrischen  Gestalten  kön- 
bei  regelmässiger  Ausbildung  nur  heteropolare 
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CK.  derselben  Art  entstehen,  indem  von  beiden  ^ 
stalten  immer  nur  analog  liegende  Flächen  zum 
schnitte  kommen.  Bezeichnen  wir  diese  CK.  wi® 
her  mit  II,  so  findet  sich  allgemein  für  je  zwe*  ^ 
hexagonale  Pyramiden  mPn  und  m'Vu' , indem  ‘ 
Fläche  der  einen  durch  die  Gleichung 

^4.  + ^ = 1 

ma  n 

die  Fläche  der  andern  durch  die  Gleichung 


^4.  .y 

m'a  ‘ n' 


+ z = 1 

repräsentirt  wird,  nach  der  Formel  für  cos  W in  § 
jj 2mm'a^(2nn' — ».—«'+ 2)4-3wm' 

~ MM' 

wo 


und  M'  = M'4.1)-f-3M'2 

Setzt  man  in  diesen  Ausdruck  für  m'  und  n 
cessiv  die  den  übrigen  Gestalten  entsprechenden ''Jjj, 
the,  so  erhält  man  die  Co.sinus  der  CK.  für 
nären  Combinationen  der  dihexagonalen  Pyr*’'"|j(. 
»nP«,  und  setzt  man  hierauf  eben  so  für  äMund/^f'^i^ 
cessiv  dieselben  Werthe,  so  erhält  man  die 
der  CK.  aller  binären  holoedrischen  Comhinatl‘’"|||, 
überhaupt,  welche  sich  in  folgender  Tabelle  ssH®** 
menstellen  lassen; 


I 


ocP2 
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8 

*13 


8 


13 


Ni 


o 


> 


8 

+ 

> 

I 

4 


"i 

s 


±! 


hi 

t 


+ 


3 


i] 


>■ 

3, 

•<2 

Kd 

V 

3 

c 

+ 


+ 


+ 


13 

iJ.  o 

’^l“ 

3. 


3 

+ 


3 

a 

+ 


8 

13 

f>3 


8 

tj 


8 

13 


3 

T) 

hs 


3 

*0 


13 
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§.  395. 

Combinationskanten  der  Skalenoeder  und  Rhomboeder. 

Zwischen  je  zweien  Skalenoedern  und 

sind  nicht  nur  heteropolare,  sondern  auch  amphip®' 
lare  CK.  möglich,  wobei  noch  ausserdem  der  ünte*’" 
schied  der  Stellung  zu  berücksichtigen. 

A.  Bei  gleicher  Stellung;  bezeichnen  wir,  "’i® 
oben  in  §.  388,  die  heteropolare  CK.  mit  Jl, 
amphipolare  mit  II',  so  ist  zuvörderst  JI 
tisch  mitil  im  vorhergehenden  §.  und  daher; 

2mm'a'{2im'~n — m'+2)+3w?/ 

MM' 

Dagegen  findet  .sich 

— 2) — 3«ä' 


cosTl=- 


cosll'  : 


MM' 


B.  Bei  verwendeter  Stellung;  wir  bezeh'’' 
neu  wiederum  die  heteropolare  CK.  mit  J7„ 
amphipolare  CK.  mit  JI',,  und  erhalten  dut*;^ 


:ll 


COS  JI,: 


Substitution  der  den  resp.  Flächen  zukomiuß” 
den  Parameter  in  die  Formel  für  cos.  fV 

2mm' a ’ (w«'+ n + — 2) + 3m«' 

JIM'  ■ 

2mm'a'^(nn' — n — «'+2) — Snn' 

ht 

Ans  diesen  allgemeinen  Formeln  wird  man  le**' 
die  jedem  besondern  Falle  entsprechenden 
abzuleitcn  vermögen. 


§.  396. 

F ortsetzung. 

Will  man  vorstehende  Cosinus  der  CK.  als  F'«''’ 
tionen  der  secundären  Ableitungscogffcienten 
drücken,  so  hat  man,  weil  allgemein 

»t/l"  s=  «t»P-^- 

«4*1 
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jedes  Skalenoeder  mu  statt  m und  statt  n zu 
^«Wituiren,  während  man  für  die  hexagonalen  Py- 
*fhait  ^*  = 2 setzt;  man 

für  zwei  Skalenoöder  mR"  und  m'R”-' 
bei  gleicher  Stellung, 

cos  ) ^ ___««M'a^(3w7/+l)+3 

]n'  ~ ~ NN' 

bei  verwendetem  Stellung, 


COS 


n, 

n/ 


mm'a^(3nn'+i)+3 
NJV' 


oberen  Zeichen  fiic  heleropola.e,  die  unteren 


Ij.  - - 

aniphipolare  CK.  gelten,  und 


Ist  eine  der  Gestalten  eine  hexagonale  Pyra- 
I e m'P2,  so  verschwindet  die  Ambiguität  der  Stei- 
gs und  man  erhält: 
f** 

"r  das  Skalenoeder  snR"  und  die  Pyramide  m'P2 
cos  \^,  = - (^!«L±WI 

CK.,  welche  in  den  übrigen  he- 
tetartoedrischen  Combinationen  zum 
«lieine  kommen,  mit  gewissen  CK.  theils  der  ho- 

'^nsoK«.«  j__  1 1 , _ _ 


k ^ 6'- « v^iv,  iiieus  aer  no- 

■ sehen,  theils  der  rhomboedrischen  Combinatio- 

n.c^  .......  -I  1*  . 


*'«))  . . ^ — --•“■•■“v'c.iiisijijeii  i^omuinano 

**‘'^1«  sind,  so  werden  die  vorstehenden  For 


®ln  f-  — •■  — ..eil  uie  vorstenenoen  ror- 

f^i  i"r  die  meisten  der  vorkommenden  Fälle  aus- 


r!''>hena  . x atie  aus- 

nicht  sind,  hat  man  nur  die 
'^•>(■1,  Durchschnitte  kommenden  Flä- 

D ul)  k.*.....? - .1*  1 — 


'«r 


2 Y --«.....tciiuen  ria- 

n bestimmen,  um  die  gesuchte  CK.  nach  der 


* cos  fV  in  §.  318  berechnen  zu  können. 
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D.  Beispiele  der  Entwicklung  von  Combinationcu. 

§.  397. 

Conibination  des  Berylles. 

Fig.  459  stellt  eine  sechszählige , holoednsf^ 
Combination  des  Berylles  dar,  deren  Gestalten 
für  P als  Grundgestalt  ordnen,  wie  folgt:  es  geliÖ*® 
der  Hauptreihe,  /«,  P,  ti,  M, 
der  Nebenreihe,  g, 

einer  Zwischenreihe,  v.  ^ 

Unnkittelbar  bestimmen  sich  als  die  Gränzen  der  HadP 
reihe  _ 

m — OP 
und  M = ooP 

Weil  die  Flächen  von  s = »t"P2  die  CK.  J*'", 
sehen  je  einer  Fläche  von  P und  einer  im  NehenS‘’;|j 
lanten  gelegenen  Fläche  von  oeP  abstumpfen,  so 
für  sie  die  CG.  II.  in  §.388,  oder  noch  kürzer, 
CG.  I.,  ä in  §.  389  ; setzt  man  daher  m — 
und  ot'  = oü,  so  folgt  m"  = 2,  vmd  es  wird  dalief 

s = 2P2  *) 

Da  nun  die  Flächen  dieser  Pyramide  die  P^'H'  i 
ten  der  Pyramide  « regelmässig  abstumpfen,  so  ^ 

= 2P  ,1 

Die  Flächen  v der  dihexagonalcn  Pyramide 
gleichfalls  der  CG.  II.  in  §•  388  unterworfen ; 
doch  ihr  Combihationsverhältniss  auch  so  aufg®'^||,il 
werden  kann,  dass  sie  die  CK.  zwischen  2?-^  j)i' 
ooP  abstumpfen,  so  gelangt  man  noch  kürzer 
rer  Bestimmung  durch  unmittelbare  Anwendung 


*)  Man  sieht,  dass  die  Flächen  * die  Combinationscck  ^ 
Pund  ooP  so  abstumpfen,  dass  sie  als  Rhomben 
so  eben  angeführte  CG.  giebt  allgemein  für  diejenige  fl 

der  Nebenreihe,  deren  Flächen  die  CE.  zwischen  mP  und 
Rhomben  abstumpfen , das  Zeichen  2wiP2i 
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§■  375,  3,  aus  welcher  foJgt,  dass  sie  von  dei’ 

fJie  Uesfimmung 


Coeflicienten  m von  einer  Messung  abhängig; 
l'sst  man  z.  U.  die  CK.  v ; M,  so  findet  man  unge- 
>ihr  142“ Nun  ist  142°-J:  — 90°  = 52°-*-  = |t7  in 
■326,  und,  nach  demselben  §., 


2m  — 1 = 


|/3  f/« ' + 1 lang  j-  U 


Da  nun  im  Beryll  sein-  nahe  a = 0,5,  so  folgt 
'Mdahe,.  = 


V = 3P4 

Die  Combination  ist  also  vollständig  entwickelt 
‘'d  ihr  Zeichen:  3cP.0lM*.2P.2P2.3P^.  ’ 


§.  398. 

Combination  des  Apatites. 

|.  Fig.  460  stellt  eine  neunzähligc,  holoedrische  Com- 
^"^>>tion  des  Apatites  dar;  wählt  man  die  mit  a;  be- 
‘ebneten  Flächen  zur  Grundgestalt,  so  wird  =4^, 
'‘‘1  die  Gestalten  selbst  ordnen  sich  wie  folgt: 
es  gehören 

in  die  Haiiptrcihe  P,  r,  x,  z,  31, 

^ in  die  Nebenreihe,  «,  #,  d,  e. 

^'‘Vorderst  bestimmen  sich  unmittelbar  als  Gränzge- 
ien  der  Haupt-  und  Nebenreihe 
7^  ==  OP 
A/  = ooP 
e = ocP2 

nun  die  Flätdien  a die  Polkanten  der  Grund- 
abstuinpfen,  so  folgt 

a = P2:  §.372,  3,  a 

^ ^ P«*kanten  der  Grundgestalt 

^"*'1  sind , so  folgt 

j = 2P2;  §.372,  3,  cy. 
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Aus  derselben  Uegel  ergiebt  sich  auch,  dass 

r = -j-P 

und  aus  dein  Verhältnisse  der  Flächen  s und  z,  tl^*® 
z = 2P 

so  wie  endlich,  wiederum  nach  der  Regel  §.  372,  3» 
d = 4P2 

Die  Combination  ist  sonach  vollständig  entwickele 
und  ihr  Zeichen:  oüP.c«oP2.0P.|P.P.2P.P2.2P2.4P2. 


eil 


§.  399. 

Combiiiatlonen  des  Kalkspatlies. 

Fig.  461  stellt  eine  siebeiizählige,  rhomboBdrisd’® 
Combination  des  Kalkspathes  dar , deren  Gestalt*" 
sich  für  ¥ als  Grundgestalt  ordnen,  wie  folgt:  es  gelio»’*" 
der  Hauptreihe,  P,  g,  (f,/",  c, 
Zwischenreihen,  t und  r. 

Die  verticalen  Flächen  c bestiininen  sich  soglei* 
als  die  Gränzgesfalt  ocR. 

Da  nun  die  Mittelkanten  des  Skalenoeders  r 
CK.  r : P parallel  sind,  und  P — R,  so  muss 
Skalenoeder  aus  der  Grundgestalt  abgeleitet,  undf*^^^ 
lieh  von  der  Form  R’‘  seyn.  Die  Restimmung  vo"^^ 
kann  auf  verschiedene  Art  Statt  linden,  ist 
wie  die  Entwicklung  der  ganzen  Combination, 
einer  Messung  abhängig.  Am  leichtesten  findet 
wenn  man  seine  Restimmung  von  der  des 
boeders  J'  abhängig  macht,  welches  die  schärt**  jj 
Polk.  von  /l"  abstumpft,  und  folglich  — 
ist  (§.385,  2,  Ra).  Misst  man  nämlich  die  CK. 
und  subtrahirt  davon  90°,  so  findet  man  den  Neig“**^!,. 
Winkel  der  Flächen  /'  zur  Rasis,  dessen  Tang*"|, 
genau  doppelt  so  gross  ist  als  die  Tangente  des*’ 
ben  Winkels  der  Flächen  P;  folglich  ist 
/ = — 2R 
und  r — R' 
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Das  Rhomboeder  g stumpft  die  Polkanten  der 
•'ündgestalt  ab , und  ist  daher  ~ (§.  386,  2,  Ha). 

Weil  ferner  das  Skalenoeder  t mit  R'  horizon- 
*1**®  CK.  bildet,  so  gehört  es  in  dieselbe  horizontale 
®*he  unsers  Schemas,  und  ist  daher  ein  mR‘;  nun 
'^®rden  aber  seine  schärferen  Polk.  durch  die  Flä- 
des  Rhomboöders  — IR  abgestumpft,  folglich  ist 


i = 2m 

und  t = 

Das  Rhomboeder  tp  ist  irgend  ein  — mR,  für 
''®lches  ä»  < 2 und  > 4 ; weil  aber  seine  Polkanten 
dem  in  verwendeter  Stellung  befindlichen  Ska- 
'^•loeder  ^R‘  zugeschärft  weiden,  und  mithin  den 
***'*aipferen  Polk,  desselben  parallel  sind,  so  folgt 
«»  = ^(3.3+1),  (§,386,  1,  Ra) 

Und  daher  (p  = — |B 

Die  Combination  ist  nun  vollständig  entwickelt, 
"•’d  ihr  Zeichen:  R^iBKooB.—^R. — iB. — 2B.B. 


§.  400. 

Fortsetzung. 

^ Fig.  462  stellt  eine  sechszählige,  rhomboedrische 
unibination  des  Kalkspathes  dar;  weil  sie  also  der- 
"^Iben  Krystailreihe  angehört,  wie  die  vorige  Combi- 
|ji*fion,  so  haben  u ir  zuvörderst  nachzusehen,  ob  etwa 
'®  im  vorigen  §.  angenommene  Grundgestalt  hier 
,|,J®'^®rnm  erscheint.  Eine  Messung  lehrt,  dass  in  der 
I die  Flächen  P in  beiden  Combinationen  diesel- 
sind,  und  haben  wir  daher  P=B  zu  setzen; 
gehören 

in  die  Hauptreihe,  o,  P,  vi,  c, 
in  Zwischenreihen,  r und  a 
. Es  bestimmen  sich  sogleich  als  die  Gränzgcstal- 
der  Rhomboeder 


0 = OR 
c = ooB 
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Die  Bestimmung  des  Rhomboeders  m fordert  einß 
Messung;  misst  man  die  CK.  : o,  so  findet  nia>*, 
dass  die  Tangente  ihres  Supplementes  genau  vierina^^ 
so  gross  ist,  als  die  Tangente  des  Neigungswinkel® 
von  P gegen  o;  woraus  folgt,  dass 
m = 4ß 

Da  die  Kanten  des  Rhomboeders  R seinen  CK- 
zu  r und  a parallel  laufen,  so  müssen  beide  Skai®' 
noeder  aus  der  Grundgestalt  abgeleitet,  oder  von  de^ 
Form  JR“  seyn.  Nun  schärft  das  flachere  Skalenoeder 
die  Polkanten  des  Rhomboeders  4R  zu,  folglich  i®*' 

4.(3«-!)  = 4 (§.  386,  1,  A b) 

und  daher  r = 

Das  spitzere  Skalenoeder  stumpft  aber  die  ai>r' 
phipolaren  CK.  zwischen  4/1  und  oc/R  ab,  und  i** 
daher  mittels  der  CG.  I.  in  §.  389  zu  bestimmen, 
dem  man  aus  selbiger  die  allgemeine  Regel  ableit®^’ 
dass  dasjenige  Skalenoeder,  welches  die  amphipol®' 
ren  CK.  zwischen  mR  und  ocR  abstumpft , von  de>' 

2m— m‘  1 

Form  m'R  »>'  seyn  müsse  ; da  nun  in  unserm  Fa"^ 
— 4 und  m"  = 1,  so  folgt 
a — R-' 

Die  Combination  ist  nun  vollständig  entwick®**’ 
und  erhält  das  Zeichen:  iR.OR.ocR.R'' .R^ .R. 

§.  401. 

Fortsetzung. 

Fig.  463  stellt  gleichfalls  eine  rhomboedrisc^r'’’ 
sechszählige  Combination  des  Kalkspathes  dar, 
welcher  man  sogleich  das  Rhomboeder  P als  die  Gm'* 
gestalt  erkennt;  es  gehören  daher 
in  die  Ilauptreihe,  P,  m,  c, 
in  Zwischenreihen,  r,  y und  2.  , 

Die  verticalen  Flächen  c gehören  dem 
ooR.  Die  beiden  Skalenoeder  r und  y sind  w®^ 
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'Ifis  Parallelismus  ili^er  Mittelkanten  mit  jenen  von 
^ allgemein  von  der  Form  il"  und  i?"';  das  Skale- 
paeder  z dagegen  muss,  Avegen  seiner  horizontalen 
CK.  mit  r,  denselben  Ableituiigscoeflicienlen  rechter 
^and  haben,  und  daher  ein  »iii"  seyn.  Die  nähere 
aastimmung  der  Skalenoeder  r =11  und  y = il’*'  lässt 
**ch  am  leichtesten  mittels  des  Rhomboeders  m ge- 
welches  durch  Messung  seiner  CK.  zu  ocR  als 
erkannt  Avird.  Es  haben  nämlich  die  Polkanten 
'dieses  Rhomboeders  dieselbe  Lage  Avie  die  schärfe- 
Polkanten  des  Skalenoeders  R",  folglich  ist 
i(3M— 1)  = 4 
daher  r = R^ 

und  z = fiiR^ 

Die  Flächen  desselben  Rhomboeders  stumpfen 
P^>er  die  stumpferen  Polkanten  soAvohl  des  Skalenoe- 
ders il"'  als  auch  des  Skalenoeders  mR^  ab;  folglich 
SUt 

für  R"‘  die  Gleichung .. -4(3;*'+!)  =4 
- tnll^  - - - Am  =4 

»Ud  es  wird  daher 

y = R^ 
z = 

Das  Zeichen  der  nun  vollständig  entwickelten 
ambination  ist:  R\R^ .R.iR.ocR.^R^ 

§.  402. 

Combinatioii  des  Eisenglanzes. 

^ Fig,  464  Stellt  eine  fiinfzählige , rhomboedrische 
ainbination  des  Eisenglanzes  dar,  deren  Gestalten 
j^*ah  fijj.  p als  Grundgestalt  ordnen  aauc  folgt:  es  ge-> 
”Preti 

in  die  Hauptreihe,  s,  v,  P, 
in  die  Nebenreihe,  «, 
in  eine  Zwischenreihe,  y. 
öass  nämlich  ?i  eine  hexagonale  Pyramide  «»P2 
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sey,  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  ihren  horizontale'’ 
Mittelkanten. 

ln  der  Grundgestalt  ist  und  daher  *1'^ 

Neigung  ihrer  Flächen  gegen  die  Horizontalebene 
57°  42';  misst  man  nun  die  CK.  s : P und  v : P, 
findet  man,  nach  Abzug  von  122°  18',  als  dem  S«}’' 
plemenfe  jenes  Winkels,  die  Neigungswinkel  derfl^j 
eben  s und  v gegen  dieselbe  Ilorizontalebene,  ui''^ 
durch  Aergleichung  ihi'er  Tangenten  mit  taHgbl° 
s = \R 

u = 4-K 

Die  hexagonale  Pyramide  n bestimmt  sich 
mittelbar  dadurch,  dass  R ihre  abwechselnden  Po^' 
kanten  abstumpft,  als 

n — 4P2  (§.  387,  2,  a) 

Das  Skalenoeder  y endlich,  welches  sich  in  gl®’" 
eher  Stellung  mit  den  Rhomboädern  befindet,  ist  ®'" 
solches,  dessen  stumpfere  Polk.  von  R abgestuiUl'^* 
werden;  folglich  gilt  für  dasselbe  die  Gleichung 

1 = 4/ä(3ä+1) 

4 


oder  m — 


3/i+l 


Nun  giebt  Haüy  die  Polkanten  dieses  Skalen®^ 
ders  zu  108°  6'  und  152°  50'  an ; folglich  wird , ni‘® ' 
§.  343 

re+1  C0.9  54°  3' 


71 — 1 


cos 70° 25 


4 


eil 


und  das  gesuchte  Skalenoeder  = dessen  Polk” 
ten  jedoch,  nach  dem  hier  angenommenen  richtig®’ 
Werthe  von  «,  107° 23'  und  152° 32'  messen.  ^ 
Das  Zeichen  der  nun  vollständig  entwicke* 

Combination  ist:  TP2.R.\R.^R.iR^.  ^ 

§.  403. 

Hemiedrische  Combinationen  des  Apatites, 


Die  in  Fig.  465  dargestellte  zehnzählige  CoH' 
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des  Apatites  giebt  sich  sogleich  als  eine  py- 
^ *»idal - hemiedrische  Combination  zu  erkennen,  in- 
die  mit  » und  l bezeichneten  Flächen  einseitig, 
sowohl  oben  als  unten  nach  links  gewendet  er- 
^*^einen;  sie  sind  also  die  Flächen  dihexagonaler 
J^amiden,  welche  parallelflächig  hemiedrich,  als  hexa- 
^®aale  Pyramiden  von  abnormer  Flächenstellung  auf- 
®tea.  Uebrigens  ist  die  Combination  fast  ganz  iden- 
ch  mit  der  bereits  in  §.  398  entwickelten  Combi- 
*^on  desselben  Minerales,  indem  sie  sich  von  selbi- 
ausser  durch  ihren  hemiedrischen  Charakter,  nur 
durch  den  Mangel  der  Pyramide  4P2  unterschei- 
weshalb  wir  es  denn  auch  zunächst  nur  mit  der 
^*stimmung  der  Flächen  b und  u zu  thun  haben. 

stumpfen  die  CK.  zwischen  g = 2P2  und  M 
^ ocp  ab , und  sind  daher  von  der  Form 


ä»P 


m 


m — 1 

I,  Ausserdem  erscheint  aber  auch  u zwischen  ar  = P, 
^,'*e  = ooP2,  so  wie  Ä zwischen  z ==  2P,  unde=ooP2 
parallelen  CK;  weshalb  beide  Pyramiden  der  CG. 
^§  372,  6 Genüge  leisten,  welche  für  sie  folgende 
®*talt  annimmt: 


'*«0 


wird 


für  u 
für  6 


2m  — n(m+l)  = 0 
2»»  — n(m+2)  = 0 


» 


n = 


2m 

m+i 

2m 

«i+2 


für  w 


für  6 


*^aide  Pyramiden  gilt  überdicss 
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I 4P^ 


2 


Fig.  466  stellt  eine  älinliche  Combination  des 
tites  dar,  in  welcher  jedoch  die  Pyramiden  iP  ”” 
4PJ^  fehlen,  und  dagegen  zwei  hexagonale  Prisi»®" 
von  abnormer  Flächenstellung  auftreten.  Das  e"'*’’ 
links  gewendete  und  mit  c bezeichnete  Prisma  g''‘’|, 
sich  durch  seine  horizontalen  CK.  mit  3P4  sogleich 

das  Prisma  zu  erkennen,  während  die  Besli"' 


5 

T 


r cx)P4 


§.  404. 

Combination  des  Titaneisens  von  Oisans. 


Diese,  in  Fig.  468  nach  Glockcr’s  Angaben  dü''^ 
stellte  Combination  giebt  sich  sogleich  durch  die 
boedrische  Erscheinung  der  hexagonalen  Pyramide 
der  Nebenreihe  als  eine  rhorahocdrisch-tetartoSdr»^^ 


Combination  zu  erkennen.  Wählt  man  die  mit  P 


zeichneten  Flächen , welche  ein  sehr  spitzes 


nahe  =7;  da  nun  die  Flächen  z nicht  nur  vert* 
sondern  auch  als  Abstumpfungsflächen  der  Mitte 
ten  des  Rhomboeders  P erscheinen,  so  wird 
z = ocP2 


mung  des  zweiten,  rechts  gewendeten  und  mit/^'  , 
zeichneten  Prismas  eine  Messung  erfordert. 
man  z.  B.  die  CK.  y:  e,  so  findet  man  nach  Ah^"^ 
von  90°  die  halbe  normale  Seitenkante  des  Prisn*“'^' 
und  aus  dieser  nach  der  Formel  in  §.  331 


--  wird.  Ue^^' 


weshalb  das  Zeichen  von  f = 

t 1 

gens  verdient  es  erwähnt  zu  werden,  dass  die  bei*'*’^ 
dihexagonalen  Prismen  ocP|  und  ocP; , als  die  Mutt^’Jj 
gestalten  dieser  hemiedrischen  Prismen,  nach  §. 
inverse  Gestalten  sind. 


boeder  darstellen,  zur  Grundgestalt,  so  wird  « 
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daher  notliwendig  .v  irgend  eine  tetartoedrisäch 
^fscheinende  hexagonale  Pyramide  der  Nehenreihe. 

Die  Flächen  l gehören  einem  RhomboEder  der 
^^»iipfreihe,  weil  je  ein  oberes  P mit  einem  unteren  t 
*'»i'izontale  CK.  bildet;  woraus  zugleich  folgt,  dass 
H beide  Rhomboeder  in  verwendeter  Stellung  befin- 
'’sii.  Xun  sind  aber  die  heteropolaren  CK.  %mn  l und 
^ den  CK.  von  P und  z,  d.  h.  den  jMittelkuuten,  und 
^'‘Iglicb  auch  den  Polkanten  der  Grundgestalt  paral- 
also  muss  t dasjenige  Rhomboeder  von  verwen- 
*^*ter  Stellung  seyn,  dessen  Flächen  den  Polkanten 
It  parallel  laufen,  d.  h.  es  ist 
I = — 

Aus  demselben  Grunde  müssen  auch  die  Flächen 
* Von  derjenigen  hexagonalen  Pyramide  mV2  stam- 
"'cn,  welche  die  Polkanten  der  Grundgestalt  zuschärft, 
"•ler  es  ist 

a:  = |P2  (§.  386,  3,  a) 

Da  endlich  o die  basische  Fläche,  so  ist  die  Com- 
“‘tation  vollständig  entwickelt,  und  ihr  Zeichen: 

ÖR.i{_4.B.ocP2.^. 


§.  405. 

Combiiiation  des  Titaneisens  von  Gastein. 


Diese  in  Fig.  467  nach  Mohs  dargestellte  fiinfzäh- 
'R®  Combination  zeichnet  sich  durch  ihr  unsymme- 
l'^'Sches  Ansehen  auf  eine  sehr  auffallende  Art  aus, 
aber  demnngcachlet  unabhängig  von  allen  Messun- 
zu  entwickeln.  Wählen  wir  das  von  den  mit 
^ ^mzeichneteu  Flächen  gebildete  Rhomboeder  zur 
^■■''ndgestalt  R,  so  **1  zuvörderst  a ~ OB.  Da  nun 
heteropolare  CK.  von  P und  />  auf  der  CK.  von 
^ and  (i  rechtwinklig  ist  (was  sich  freilich  aus  der 
^^'speciivischen  Zeichnung  nicht  bestimmt,  wohl  aber 
dem  Kryslall  in  natura  ersehen  lässt),  so  folgt, 

33* 
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dass  diese  CK.  der  geneigten  Diagonale  der  RhoiH' 
boßderfläche  parallel  ist;  dasselbe  gilt  von  der  be*®' 
ropolaren  CK.  b :d  and  P:d,  indem  je  drei  dies®’’ 
CK.  nicht  nur  einander,  sondern  auch  der  geneigt®** 
Diagonale  der  zugehörigen  Fläche  von  R parallel  1**®” 
fen.  Nun  ist  d ein  in  verwendeter  Stellung  befind^*' 
ches  Rhomboeder,  da  je  eine  untere  Fläche  d mit 
ner  oberen  Fläche  P horizontale  CK.  bildet;  folglich*** 
d = — 2R  (§.368,  2,  B«) 

Die  Flächen  b können  ihrer  Stellung  nach  i*®* 
von  einer  hexagonalen  Pyramide  der  Nebenreihe  h®*" 
stammen,  welche  jedoch  hier,  eben  so  wie  in  d®'" 
Titaneisen  von  Oisans,  nur  als  Rhomboeder, 
mithin  tetartoedrisch  erscheint.  Da  nun  diesell*®*' 
Flächen  mit  R CK.  bilden,  welche  seinen  geneigt®** 
Diagonalen  parallel  sind,  so  folgt,  dass 
b = |P2  (§.  368,  3,  «) 
lieber  dem  Rhomboeder  — 2R  erscheinen 
Flächen  c eines  flacheren  Rhomboeders  von  gleic**®* 
Stellung;  da  seine  CK.  zu  R auf  seinen  CK.  zu 
rechtwinklig  sind,  so  folgt 

c = — ^R 

Weil  jedoch  diese  Rechtwinkligkeit  aus  der  p®| 
spectivischen  Zeichnung  nicht  zu  ersehen  ist,  so 
len  wir  lieber  den  sehr  auffallenden  Parallelismns  d®* 
CK.  von  b : c und  b : d im  Auge  behalten,  wel®^**^ 
uns  lehrt,  dass  die  Pyramidenflächen  b die  amphiP‘’j 
laren  CK.  beider  Rhomboeder  abstnmpfen.  Es  koi'**' 
daher  die  CG.  I.,  a in  §.389  zur  Anw  endung,  und*®'^ 
findet,  indem  man  m=m,  m’=  2 und 

setzt,  wiederum 

c — ^R 

Die  Combination  ist  nun  vollständig  entwich® 

4p9 

und  erhält  das  Zeichen:  ORJ-^.R. — 2R. — rR- 
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§.  406. 

Combinationen  des  Quarzes. 

Fig.  470.  giebt  sich  durch  die  Lage  der  Flächen 
* '>1d  X sogleich  als  eine  trapezoedrisch -tetartoedri- 
sechszählige  Conibination  zu  erkennen.  Betrach- 
wir  den  Inbegrift’  der  mit  P bezeichneten  Flächen 
die  Grundgestalt  B,  so  sind  die  noch  ausserdem 
***  der  Combination  enthaltenen  Gestalten  folgende: 
z ein  Rhomboeder  in  verwendeter  Stellung, 
t ein  Rhomboäder  in  gleicher  Stellung, 

T das  hexagonale  Prisma  ooP, 

« eine  trigonale  Pyramide,  und 
x ein  trigonales  Trapezoeder. 

Aus  dem  Parallelismus  der  CK.  z : P und  P : r 
mittels  Anwendung  der  allgemeinen  CG.,  dass 
z = - R*) 

Weil  die  Flächen  * nicht  nur  zwischen  P und  r, 
®®*idern  auch  zwischen  z und  r mit  parallelen  GK. 
^''Scheinen , so  folgt  nicht  nur,  dass  sie  einer  Pyra- 
*^ide  der  Nebenreihe  angehören,  sondern  auch,  dass 
l’Jese  Pyramide  = 2P2  ist;  da  sie  aber  nur  mit  der 
‘^Iben  Flächenzahl  nach  dem  Gesetze  der  trapezog* 
*^ischen  Tetartoedrie  erscheint,  so  muss 

2P2 

* — 4 

^®®etzt  werden. 

Da  nun  die  Flächen  x,  W'elche  ursprünglich  von 
*^®r  dihexagonalen  Pyramide  herstammen  die  CK.  zwi- 
g und  r abstumpfen,  so  wird  ihr  Zeichen  all- 

S®mein  von  der  Form  jmP—^.  Ihre  vollständige  Be- 


m — 1‘ 


*)  Prof.  Breithaupt  hat  jedoch  neulich  Messungen  bekannt  ge- 
nach  welchen  das  Rhomboeder  2 etwas  flaclier  seyn  müsste 
dann  fiele  freilich  auch  der  Parallelismus  der  CK.  * : P 


weg. 
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Stimmung  ist  jedoch  entweder  von  der  Messung  einer 
CK.,  oder  von  der  Kenntniss  des  Rhomboeders  t ab- 
hängig. Misst  man  z.  B.  diejenige  CK.  x'.r,  welch® 
der  CK.  X : s parallel  ist,  so  findet  man  168°  0';  nun  is* 
168°  — 90°  = 78°  = IZ'  in  §.  357 
folglich  2»j  — 1 = 2,34faMg78°  = 11 
und  X = 6P|- 

Da  nun  dieselben  Flächen  x mit  parallelen  CK 
zwischen  t und  r erscheinen,  oder  bestimmter,  da 
die  amphipolaren  CK.  beider  Gestalten  abstumpf®"’ 
so  findet  sich  nach  der  CG.  II.  in  §.  388 , durch  E****  1 
fiihriing  der  Werthe  »j"=6,  7*"=®,  m=m,  ; 

n — n'=i  I 

t = 5il  j 

Die  Combination  ist  nun  vollständig  entwickelt’ 

2P2  6P®- 

und  erhält  das  Zeichen:  fXjP.il. — 


§.  407. 

Fortsetzung. 

Auch  die  in  Fig.  469  nach  Haidinger  dargesteH*^ 
zwölfzählige  Combination  des  Quarzes  ist  eine 
zoedrisch -tetartoädrische  Combination,  obgleich  ^ 
Gestalten  der  Hauptreihe  als  hexagonale  Pyraiiii®^ 
gezeichnet  wurden.  Die  Erscheinungsweise  der  • . 
eben  s sowohl,  als  der  Flächen  x,  y,  u,  v,  o und 
Flächen  d verbürgt  uns  diesen  tetartoedrischen 
rakter  hinlänglich.  Setzt  man  die  mit  P bezeicb*^ 
ten  Flächen  = P,  so  wird 

r = ooP 
s = 2P2 

ffl  • 

und  «iP 7 die  allgemeine  Form  sämmtlicher 

iir 


m — 1 


Combination  enthaltenen  Trapezoeder.  Die 
mung  dieser,  so  wie  der  hexagonalen  Pyraniidef^j^ 
, a und  des  ditrigonalen  Prismas  ist  jedoch  für  ^ 


tn 
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Gestalt  von  einer  Messung  abhängig.  Misst  man  zu- 
' orderst  die  CK.  b:r,  /« : r und  a:r,  so  findet  man 
Ä = |P 
m = 3P 
« = 4P 

"•'d  misst  man  hierauf  die  CK.  der  Flächen  x,  y,  ?/, 
^ und  o zu  der  analog  liegenden  Fläche  r,  so  findet 
***un,  nach  Abzug  von  90“,  mittels  der  Formel  2m — 1 
in  §.357 

0 = 3P41 
X = 41*4 

y = 5P4 
u = 6Pf 
und  V — 81*4 

^**dlich , durch  Messung  der  Kante  d : dy 
d = ocP4 

Die  Flächen  o gehören  einem  rechten,  die  Flä- 
ä:,  y,  u und  v linken  trigonalen  Trapezoädern. 
Anmerkung.  An  vielen  Quarzkrystallen  er- 
^^heinen  allerdings  die  Flächen  s sowohl,  als  die  Flä- 
X,  y,  u.  s.  w.  auf  eine  solche  Weise,  dass  noch 
anderes  Gesetz  der  trapezoedrischen  Tetartoedrie 
^’*l?enommen  werden  müsste.  Doch  ist  diese  Erschei- 
^Ungsweise  in  vielen  Fällen  durch  eine  Zwillingshil- 
zu  erklären,  welcher  zumal  der  Bergkrystall 
häufig  unterworfen  ist. 
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Verbesserungen. 


39  Z,  9 T.  u.  lies  die  Durchschnittslinie ‘statt  der 
Durchschnittspunct 

44  sind  vor  den  drei  Formeln  für  cos  X,  Y und  Z die  Zei- 
chen — wegzulassen. 

68  Z.  5 V.  o.  I.  HoloSdrie  st.  HomoSdrio 
115  Z.  1 V.  o.  ist  nach  SOf  einzuschalten  40|,  welches  neu- 
lich am  Granat  von  Cziklova  beobachtet 
wurde. 
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